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ZusammenfassungIm Allgemeinen ist die Greens
he Funktion G(−∆)m,Ω für den polyharmonis
hen Ope-rator (−∆)m unter Diri
hlet-Randbedingungen im glatten bes
hränkten Gebiet Ω ⊂ Rnni
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1 Der polyharmonis
he OperatorIm folgenden soll das polyharmonis
he Diri
hlet-Problem
{

(−∆)m u = f in Ω,
u = |∇u| = . . . = |∇m−1u| = 0 auf ∂Ω,

(1)wobei f und Ω genügend glatt sind, betra
htet werden.Die Lösung von (1) ist gegeben dur
h
u(x) =

∫

Ω
GΩ(x, y)f(y) dy,mit der zu (1) gehörigen Greens
hen Funktion

GΩ := G(−∆)m,Ω.Sei m ∈ N und B1 := B1(0) ⊂ Ω ⊂ BR := BR(0).Weiterhin sei für geeignetes f : Rn → R

GΩf(x) :=

∫

Ω
GΩ(x, y)f(y) dy,so dass

u(x) = GΩf(x)die Lösung des Dir
hlet-Problem (1) ist.Die Greens
he Funktion kann in die Fundamental Lösung und einen regulären Teil zerlegt werden
G(−∆)m,Ω(x, y) = cm,nFm,n( |x − y| ) + H(−∆)m,Ω(x, y),wobei

Fm,n(ζ) :=

{
cm,nζ2m−n n > 2m
−2cm,n log ζ n = 2m

HΩ := H(−∆)m,Ω ∈ C2m,α
(
Ω × Ω̄

)und cm,n > 0 eine geeignete positive Konstante ist.Weiter sei
HΩf(x) :=

∫

Ω
HΩ(x, y)f(y) dy.Satz 1. Seien f , g glatt und ihre Träger in B1 enthalten.Dann gilt:

a) m = 2k

4

∫

Ω

(
∆kGΩf

)(
∆kGΩg

)
dx ≥

∫

B1

{
f (HB1f −HBR

f) + g (HB1g −HBR
g)

}
dx

+

∫

B1

{
f (GB1g + GBR

g) + g (GB1f + GBR
f)

}
dx

(2)
2



b) m = 2k + 1

4

∫

Ω

(
∇∆kGΩf

)(
∇∆kGΩg

)
dx ≥

∫

B1

{
f (HB1f −HBR

f) + g (HB1g −HBR
g)

}
dx

+

∫

B1

{
f (GB1g + GBR

g) + g (GB1f + GBR
f)

}
dx

(3)Beweis: Wir betra
hten die quadratis
he Form
R2 ∋ (β, γ) 7→

∫

Ω

(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)2
dxbzw.

R2 ∋ (β, γ) 7→

∫

Ω

(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)2
dxund zeigen zunä
hst, dass diese im Gebiet Ω monoton steigend ist. Um dies na
hzuweisen, betra
htenwir B1(0) ⊂ ω ⊂ Ω. Dies liefert:zu a)

∫

Ω

(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)2
dx −

∫

ω

(
β∆kGωf + γ∆kGωg

)2
dx

=

∫

Ω

(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∆kGωf + γ∆kGωg

)2
dx

− 2

∫

ω
(βGωf + γGωg)

(
β∆2kGωf + γ∆2kGωg

)
dx

=

∫

Ω

(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∆kGωf + γ∆kGωg

)2
dx

− 2

∫

ω
(βGωf + γGωg) (β∆mGωf + γ∆mGωg) dx

=

∫

Ω

(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∆kGωf + γ∆kGωg

)2
dx

− 2

∫

ω
(βGωf + γGωg) (β (−∆)m Gωf + γ (−∆)m Gωg) dx

=

∫

Ω

(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∆kGωf + γ∆kGωg

)2
dx

− 2

∫

ω
(βGωf + γGωg) (βf + γg) dx

=

∫

Ω

(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∆kGωf + γ∆kGωg

)2
dx

− 2

∫

ω
(βGωf + γGωg) (β (−∆)m GΩf + γ (−∆)m GΩg) dx

=

∫

Ω

(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∆kGωf + γ∆kGωg

)2
dx

− 2

∫

ω
(βGωf + γGωg) (β∆mGΩf + γ∆mGΩg) dx

=

∫

Ω

(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∆kGωf + γ∆kGωg

)2
dx

− 2

∫

ω
(βGωf + γGωg)

(
β∆2kGΩf + γ∆2kGΩg

)
dx3



=

∫

Ω

(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∆kGωf + γ∆kGωg

)2
dx

− 2

∫

ω

(
β∆kGωf + γ∆kGωg

)(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)
dx

=

∫

Ω

(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∆kGωf + γ∆kGωg

)2
dx

+

∫

ω

{(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)
−
(
β∆kGωf + γ∆kGωg

)}2
dx −

∫

ω

(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)2
dx

−

∫

ω

(
β∆kGωf + γ∆kGωg

)2
dx

=

∫

Ω

(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)2
dx −

∫

ω

(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)2
dx

+

∫

ω

{(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)
−
(
β∆kGωf + γ∆kGωg

)}2
dx

=

∫

Ω\ω

(
β∆kGΩf + γ∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

{
β
(
∆kGΩf − ∆kGωf

)
+ γ

(
∆kGΩg − ∆kGωg

)}2
dx

≥ 0.zu b)

∫

Ω

(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)2
dx −

∫

ω

(
β∇∆kGωf + γ∇∆kGωg

)2
dx

=

∫

Ω

(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∇∆kGωf + γ∇∆kGωg

)2
dx

+ 2

∫

ω
(βGωf + γGωg)

(
β∆2k+1Gωf + γ∆2k+1Gωg

)
dx

=

∫

Ω

(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∇∆kGωf + γ∇∆kGωg

)2
dx

− 2

∫

ω
(βGωf + γGωg) (β (−∆)m Gωf + γ (−∆)m Gωg) dx

=

∫

Ω

(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∇∆kGωf + γ∇∆kGωg

)2
dx

− 2

∫

ω
(βGωf + γGωg) (βf + γg) dx

=

∫

Ω

(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∇∆kGωf + γ∇∆kGωg

)2
dx

− 2

∫

ω
(βGωf + γGωg) (β (−∆)m GΩf + γ (−∆)m GΩg) dx

=

∫

Ω

(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∇∆kGωf + γ∇∆kGωg

)2
dx

+ 2

∫

ω
(βGωf + γGωg)

(
β∆2k+1GΩf + γ∆2k+1GΩg

)
dx

=

∫

Ω

(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∇∆kGωf + γ∇∆kGωg

)2
dx

− 2

∫

ω

(
β∇∆kGωf + γ∇∆kGωg

)(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)
dx

4



=

∫

Ω

(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)2
dx +

∫

ω

(
β∇∆kGωf + γ∇∆kGωg

)2
dx

+

∫

ω

{(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)
−
(
β∇∆kGωf + γ∇∆kGωg

)}2
dx

−

∫

ω

(
β∇∆kGωf + γ∇∆kGωg

)2
dx −

∫

ω

(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)2
dx

=

∫

Ω

(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)2
dx −

∫

ω

(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)2
dx

+

∫

ω

{(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)
−
(
β∇∆kGωf + γ∇∆kGωg

)}2
dx

=

∫

Ω\ω

(
β∇∆kGΩf + γ∇∆kGΩg

)2
dx

+

∫

ω

{
β
(
∇∆kGΩf −∇∆kGωf

)
+ γ

(
∇∆kGΩg −∇∆kGωg

)}2
dx

≥ 0.Wir benutzen nun diese Erkenntnis, um sie auf B1 ⊂ Ω mit β = γ = 1 anzuwenden, wobei wir
ω → B1 und Ω → Ω setzen.

∫

Ω

(
∆kGΩf + ∆kGΩg

)2
dx

≥

∫

B1

(
∆kGB1f + ∆kGB1g

)2
dx

=

∫

B1

(
∆kGB1f + ∆kGB1g

)(
∆kGB1f + ∆kGB1g

)
dx

=

∫

B1

∆kGB1 (f + g) ∆kGB1 (f + g) dx

= (−1)2k

∫

B1

(GB1 (f + g))
(
∆2kGB1 (f + g)

)
dx

=

∫

B1

(GB1 (f + g)) (f + g) dx =

∫

B1

(f + g) (GB1 (f + g)) dx

(4)
bzw.

∫

Ω

(
∇∆kGΩf + ∇∆kGΩg

)2
dx

≥

∫

B1

(
∇∆kGB1f + ∇∆kGB1g

)2
dx

=

∫

B1

(
∇∆kGB1f + ∇∆kGB1g

)(
∇∆kGB1f + ∇∆kGB1g

)
dx

=

∫

B1

(
∇∆kGB1 (f + g)

)(
∇∆kGB1 (f + g)

)
dx

= (−1)2k+1

∫

B1

(GB1 (f + g))
(
∆2k+1GB1 (f + g)

)
dx

=

∫

B1

(GB1 (f + g)) ((−∆)m GB1 (f + g)) dx

=

∫

B1

(GB1 (f + g)) (f + g) dx =

∫

B1

(f + g) (GB1 (f + g)) dx.

(5)
5



Des Weiteren betra
hten wir Ω ⊂ BR mit β = −γ = 1, wobei wir nun ω → Ω und Ω → BR setzen.
∫

Ω

(
∆kGΩf − ∆kGΩg

)2
dx

≤

∫

BR

(
∆kGBR

f − ∆kGBR
g
)2

dx

=

∫

BR

(
∆kGBR

f − ∆kGBR
g
)(

∆kGBR
f − ∆kGBR

g
)

dx

=

∫

BR

∆kGBR
(f − g) ∆kGBR

(f − g) dx

= (−1)2k

∫

BR

(GB1 (f − g))
(
∆2kGBR

(f − g)
)

dx

=

∫

BR

(GBR
(f − g)) (f − g) dx

=

∫

B1

(f − g) (GBR
(f − g)) dx da supp f ⊂ B1, supp g ⊂ B1

(6)
bzw.

∫

Ω

(
∇∆kGΩf −∇∆kGΩg

)2
dx

≤

∫

BR

(
∇∆kGBR

f −∇∆kGBR
g
)2

dx

=

∫

BR

(
∇∆kGBR

f −∇∆kGBR
g
)(

∇∆kGBR
f −∇∆kGBR

g
)

dx

=

∫

BR

(
∇∆kGBR

(f − g)
)(

∇∆kGBR
(f − g)

)
dx

= (−1)2k+1

∫

BR

(GBR
(f − g))

(
∆2k+1GBR

(f − g)
)

dx

=

∫

BR

(GBR
(f − g)) ((−∆)m GBR

(f − g)) dx

=

∫

BR

(GBR
(f − g)) (f − g) dx

=

∫

BR

(f − g) (GBR
(f − g)) dx da supp f ⊂ B1, supp g ⊂ B1.

(7)

Betra
hten wir nun die Di�erenzen (4)− (6) und (5)− (7), so gelangen wir zu folgenen Unglei
hun-gen:
∫

Ω

(
∆kGΩf + ∆kGΩg

)2
dx

−

∫

Ω

(
∆kGΩf − ∆kGΩg

)2
dx

≥

∫

B1

(f+g) (GB1 (f + g)) dx

−

∫

B1

(f−g) (GBR
(f − g)) dxbzw. 6



∫

Ω

(
∇∆kGΩf + ∇∆kGΩg

)2
dx

−

∫

Ω

(
∇∆kGΩf −∇∆kGΩg

)2
dx

≥

∫

B1

(f+g) (GB1 (f + g)) dx

−

∫

B1

(f−g) (GBR
(f − g)) dxEs erfolgen zunä
hst die Untersu
hungen der linken Seiten:

∫

Ω

(
∆kGΩf + ∆kGΩg

)2
dx −

∫

Ω

(
∆kGΩf − ∆kGΩg

)2
dx

=

∫

Ω

(
∆kGΩf + ∆kGΩg

)2
−
(
∆kGΩf − ∆kGΩg

)2
dx

=

∫

Ω
(f + g) (GΩ (f + g)) − (f − g) (GΩ (f − g)) dx

=

∫

Ω
2f (GΩg) + 2g (GΩf) dx

=

∫

Ω
2
(
∆2kGΩf

)
(GΩg) + 2

(
∆2kGΩg

)
(GΩf) dx

=

∫

Ω
2
(
∆kGΩf

)(
∆kGΩg

)
+ 2

(
∆kGΩg

)(
∆kGΩf

)
dx

= 4

∫

Ω

(
∆kGΩf

)(
∆kGΩg

)
dxsowie

∫

Ω

(
∇∆kGΩf + ∇∆kGΩg

)2
dx −

∫

Ω

(
∇∆kGΩf −∇∆kGΩg

)2
dx

=

∫

Ω

(
∇∆kGΩf + ∇∆kGΩg

)2
−
(
∇∆kGΩf −∇∆kGΩg

)2
dx

=

∫

Ω
(f + g) (GΩ (f + g)) − (f − g) (GΩ (f − g)) dx

=

∫

Ω
2f (GΩg) + 2g (GΩf) dx

=

∫

Ω
2 ((−∆)m GΩf) (GΩg) + 2 ((−∆)m GΩg) (GΩf) dx

=

∫

Ω
2
(
∇∆kGΩf

)(
∇∆kGΩg

)
+ 2

(
∇∆kGΩg

)(
∇∆kGΩf

)
dx

= 4

∫

Ω

(
∇∆kGΩf

)(
∇∆kGΩg

)
dx.Die Di�erenz der re
hten Seite, wel
he bei den beiden Unglei
hungen identis
h ist, liefert:

∫

B1

(f + g) (GB1 (f + g)) dx −

∫

B1

(f − g) (GBR
(f − g)) dx

=

∫

B1

f (GB1f) + g (GB1g) + f (GB1g) + g (GB1f) dx

+

∫

B1

(−f) (GBR
f)− g (GBR

g) + f (GBR
g) + g (GBR

f) dx7



=

∫

B1

f (GB1f − GBR
f) dx +

∫

B1

g (GB1g − GBR
g) dx

+

∫

B1

f (GB1g + GBR
g) dx +

∫

B1

g (GB1f + GBR
f) dx.Somit ergeben si
h, dur
h Ersetzen der linken und re
hten Seiten, folgende Unglei
hungen:

4

∫

Ω

(
∆kGΩf

)(
∆kGΩg

)
dx ≥

∫

B1

f (GB1f − GBR
f) dx +

∫

B1

g (GB1g − GBR
g) dx

+

∫

B1

f (GB1g + GBR
g) dx +

∫

B1

g (GB1f + GBR
f) dx

(8)bzw.
4

∫

Ω

(
∇∆kGΩf

)(
∇∆kGΩg

)
dx ≥

∫

B1

f (GB1f − GBR
f) dx +

∫

B1

g (GB1g − GBR
g) dx

+

∫

B1

f (GB1g + GBR
g) dx +

∫

B1

g (GB1f + GBR
f) dx.

(9)Mit GB1 − GBR
= HB1 −HBR

folgen die Behauptungen (2) und (3). 2Satz 2. Seien x, y ∈ B1 und x 6= y. Wir erhalten dann für die polyharmonis
he Greens
he Funktionin Ω folgende Unglei
hung:
GΩ(x, y) ≥

1

4

(
HB1(x, x)−HBR

(x, x)+HB1(y, y)−HBR
(y, y)

)
+

1

2

(
GB1(x, y)+GBR

(x, y)

)
. (10)Beweis: Wir wissen, dass die Greens
he Funktion symmetris
h ist:

GΩ(x, y) = GΩ(y, x).Des Weiteren folgt aus Satz 1:
4

∫

Ω

(
∆kGΩf

)(
∆kGΩg

)
dξ

= 4

∫

Ω

(
∆2kGΩf

)
(GΩg) dξ = 4

∫

Ω
f (GΩg) dξ

(2)

≥

∫

B1

{
fHB1f − fHBR

f + gHB1g − gHBR
g + fGB1g + fGBR

g + gGB1f + gGBR
f

}
dξSeien fh und gh wie folgt de�nierte Approximationen der Dira
-Deltadistributionen in x bzw. y:

fh =
1

hn
ϕ

(
x − .

h

)

gh =
1

hn
ϕ

(
y − .

h

)

mit 0 ≤ ϕ, suppϕ ⊂ B1(0), ∫Rn ϕ(x) = 1.Dabei sei ξ = x − hξ̃ und η = y − hη̃. 8



∣∣∣∣
∫

Ω
fhGΩgh − GΩ(x, y)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫

Ω

∫

Ω
fh(ξ)GΩ(ξ, η)gh(η) dξ dη − GΩ(x, y)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫

Ω

∫

Ω
fh(ξ)GΩ(ξ, η)gh(η) dξ dη −

∫

Ω

∫

Ω
fh(ξ)GΩ(x, y)gh(η) dξ dη

∣∣∣∣

≤

∫

1
h
(y−Ω)

∫

1
h
(x−Ω)

ϕ
(
ξ̃
) ∣∣∣GΩ

(
x − hξ̃, y − hη̃

)
− GΩ(x, y)

∣∣∣ϕ (η̃) dξ̃ dη̃

=

∫

B1(0)

∫

B1(0)
ϕ(ξ)

∣∣∣∣GΩ(x − hξ︸ ︷︷ ︸
∈Bh(x)

, y − hη︸ ︷︷ ︸
∈Bh(y)

) − GΩ(x, y)

∣∣∣∣ϕ (η) dξ dη , für h klein genug
= (∗)Für h0 klein genug ist Bh0(x) × Bh0(y) ∋ (ξ, η) 7→ GΩ(ξ, η) glei
hmäÿig stetig.Zu gegebenem ε > 0 und h1 ≤ h0 gilt

(
ξ̂, η̂
)
∈ Bh1(x) × Bh1(y) →

∣∣∣∣GΩ

(
ξ̂, η̂
)
− GΩ (x, y)

∣∣∣∣≤ ε ,so dass mit ξ, η ∈ B1(0) × B1(0),
|GΩ(x − hξ, y − hη) − GΩ(x, y)| ≤ εund 0 < h ≤ h1 folgt:

(∗) ≤ ε

∫

B1(0)

∫

B1(0)
ϕ(ξ)ϕ(η) = ε.Mit Hilfe der obigen Abs
hätzung kommt man zu folgender Erkenntnis:

∫

Ω

∫

Ω
fh(ξ)GΩ(ξ, η)g(η) d(ξ, η) → GΩ(x, y)

∫

B1

∫

B1

fh(ξ)GB1(ξ, η)g(η) d(ξ, η) → GB1(x, y)

∫

B1

∫

B1

fh(ξ)GBR
(ξ, η)g(η) d(ξ, η) → GBR

(x, y)Betra
hten wir nun exemplaris
h HB1(x, x), wobei fκ wie oben de�niert ist.
HB1fκ(ξ) =

∫

B1

HB1(ξ, η)fκ(η) dη

fκ(η), fκ(ξ) - Glättungskerne, in L1 bes
hränkt
∫

B1

HB1(ξ, η)fκ(η) dη → HB1(ξ, x) glei
hmäÿig in ξ , vgl. Weierstraÿs
her Approximationssatz9



∫

B1

fκ(ξ)HB1fκ(ξ) dξ

=

∫

B1

fκ(ξ)HB1(ξ, x) dξ +

∫

B1

fκ(ξ) (HB1fκ(ξ) − HB1(ξ, x))︸ ︷︷ ︸
→0 glm.

=

∫

B1

fκ(ξ)HB1(ξ, x) dξ + o(1) → HB1(x, x) , κ → h , h → 0Analog verhält es si
h mit HBR
(x, x), HB1(y, y) und HBR

(y, y).Daraus läÿt si
h s
hliesen:
GΩ(x, y) ≥

1

4

(
HB1(x, x) − HBR

(x, x) + HB1(y, y) − HBR
(y, y)

+ GB1(x, y) + GBR
(x, y) + GB1(y, x) + GBR

(y, x)

)

=
1

4

(
HB1(x, x) − HBR

(x, x) + HB1(y, y) − HBR
(y, y)

)
+

1

2

(
GB1(x, y) + GBR

(x, y)

)
,womit (10) gezeigt ist.
22 Abs
hätzungen für Gm,2mWir verwenden im folgenden na
hstehende Notationen:

i) B =
{
x ∈ R2m; |x| < 1

} mit m ∈ N

ii) Gm,2m ist der Greens
he Operator von (1), so dass
u = Gm,2mfmit

(Gm,2mf) (x) =

∫

B
Gm,2m(x, y)f(y) dy

iii) [xy] = |x − y| bzw. [̃xy] =
1

R
|x − y| ,

[XY ] =

∣∣∣∣|x|y −
x

|x|

∣∣∣∣ bzw. [̃XY ] =

∣∣∣∣
1

R2
|x| y −

x

|x|

∣∣∣∣ ,

θ(x, y) = [XY ]2 − [xy]2 .Wir wollen bemerken, dass
[XY ] =

√
|x|2|y|2 − 2 < x, y > +1 = [Y X]10



und d(x) =
(
1 − |x|

) der Abstand zwis
hen x und dem Rand ∂B ist.Des Weiteren gilt
θ(x, y) =

(
1 − |x|2

) (
1 − |y|2

)
.Deshalb folgt für x, y ∈ B

[XY ] > [xy].Lemma 1. Für die Greens
he Funktion folgt na
h Boggio
Gm,n(x, y) = km,n|x − y|2m−n

∫ [XY ]/[xy]

1

(
v2 − 1

)m−1

vn−1
dv,wobei km,n eine feste, positiveKonstante ist, vgl. au
h [3].Somit folgt für n = 2m

Gm,n=2m(x, y) = km,n=2m

∫ [XY ]/[xy]

1

(
v2 − 1

)m−1

v2m−1
dv. (11)Satz 3. Sei m ∈ N, n = 2m, m ≥ 2. Dann existiert eine Konstante δm > 0, wel
he nur von derOrdnung 2m des polyharmonis
hen Operators abhängt, so dass gilt: Setzen wir voraus, dass Ω ⊂ R2mein C2m,α-glattes Gebiet ist, dann ist

G(−∆)m,Ω(x, y) > 0,falls gilt:
|x − y| < δm max (d(x), d(y)) .Für die Konstante δm,n erhalten wir folgende Abs
hätzung

δm ≥

(
3

4

) 1
4

exp

(
−

1

4

(
5

4

)m−1

− 2m−2

)
.Beweis: O.B.d.A. x = 0, B1(0) ⊂ ΩAuÿerdem sei R > 0 so groÿ wewählt, dass BR(0) ⊃ Ω. Bere
hnen wir nun das Integral aus (11), sofolgt:

1

km,2m
GB1(x, y) =

∫ [XY ]/[xy]

1

(
v2 − 1

)m−1

v2m−1
dv

= log v

∣∣∣∣
[XY ]/[xy]

1

+
m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

v−2j

−2j

∣∣∣∣
[XY ]/[xy]

1

=
1

2
log

(∣∣∣∣|x|y −
x

|x|

∣∣∣∣
2
)

−
1

2
log |x − y|2 +

m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

([XY ]/[xy])−2j

−2j

−

m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

−2j

=
1

2
log

∣∣∣∣|x|
2|y|2 − 2 < x, y > +1

∣∣∣∣−
1

2
log |x − y|2 +

m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

([xy]/[XY ])2j

−2j

+
m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

2j

(12)

11



=
1

2
log

∣∣∣∣|x|
2|y|2 − 2|x| |y| + 1

∣∣∣∣+
m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

([xy]/[XY ])2j

−2j
−

m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

2j
︸ ︷︷ ︸

1
km,n

H(−∆)m,B1

−
1

2
log |x − y|2Davon ausgehend betra
hten wir einige Fälle.Zunä
hst folgt:
1

km,n
H(−∆)m,B1

(x, y) = log

∣∣∣∣1 − |x| |y|

∣∣∣∣+
m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

([xy]/[XY ])−2j

−2j

−

m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

2j
.Nun lassen wir x → y, d.h. [xy]/[XY ] → 0, laufen. So ergibt si
h für H(−∆)m,B1

(y, y):
1

km,n
H(−∆)m,B1

(y, y) = log

∣∣∣∣1 − |y|2
∣∣∣∣+

m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

([xy]/[XY ])−2j

−2j

−
m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

2j

= log

∣∣∣∣1 − |y|2
∣∣∣∣−

m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

2j

(13)
sowie

1

km,n
H(−∆)m,B1

(0, 0) = −
m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

2j
. (14)Betra
hten wir nun den Fall x = 0.

∣∣∣∣|x|y −
x

|x|

∣∣∣∣
2

∣∣x=0

=

〈
|x|y −

x

|x|
, |x|y −

x

|x|

〉
∣∣x=0

= |x|2|y|2 − 2 < x, y > +1∣∣x=0

= 1

[XY ]/[xy] =
1

|y|

12



1

km,2m
GB1(0, y) =

∫ [XY ]/[xy]

1

(
v2 − 1

)m−1

v2m−1
dv ∣∣x=0

(12)
=

1

2
log

(∣∣∣∣|x|y −
x

|x|

∣∣∣∣
2
)

∣∣x=0

−
1

2
log |x − y|2 ∣∣x=0

+
m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

([XY ]/[xy])−2j

−2j
∣∣x=0

−
m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

−2j

= −
1

2
log |y|2 +

m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j |y|2j

−2j
−

m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

2j

≥ −
1

2
log |y|2 −

m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j |y|2j

2j
−

m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
1

2

≥ −
1

2
log |y|2 −

1

2

m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
|y|2j − 2m−2

≥ −
1

2
log |y|2 −

1

2

(
1 + |y|2

)m−1
− 2m−2

(15)

Desweiteren wollen wir G(−∆)m,BR
und H(−∆)m,BR

untersu
hen.Na
h [3] gilt :
G(−∆)m,BR

(x, y) = R2m−nG(−∆)m,B1

(
1

R
x,

1

R
y

)
∣∣n=2m

= G(−∆)m,B1

(
1

R
x,

1

R
y

)
.So folgt aus (11) für G(−∆)m,BR

(0, y):
∣∣∣∣

1

R2
|x|y −

x

|x|

∣∣∣∣
2

∣∣x=0

=

〈
1

R2
|x|y −

x

|x|
,

1

R2
|x|y −

x

|x|

〉
∣∣x=0

=
1

R4
|x|2|y|2 −

2

R2
< x, y > +1∣∣x=0

= 1

[̃XY ]/[̃xy] =
R

|y|

1

km,2m
GBR

(0, y) =

∫ [̃XY ]/g[xy]

1

(
v2 − 1

)m−1

v2m−1
dv ∣∣x=0

(15)
= − log

(
1

R
|y|

)
+

m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

(
1
R |y|

)2j

−2j
+

m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

2j

= − log |y| + log(R)−
m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j |y|2j

2jR2j

︸ ︷︷ ︸
→0 , R→∞

−
m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
1

2

︸ ︷︷ ︸
1

km,2m
HBR13



Betra
hten wir nun H(−∆)m,BR
.Aus (13) folgt

1

km,2m
HB1(y, y) = log

∣∣∣∣1 − |y|2
∣∣∣∣−

m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

−2j

⇒

1

km,2m
HBR

(y, y) =
1

km,2m
HB1

( y

R
,

y

R

)
+ log R

= log

∣∣∣∣1 −
|y|2

R2

∣∣∣∣−
m−1∑

j=1

(
m − 1

j

)
(−1)j

−2j
+ log R.Somit folgt

1

km,2m

(
HB1(y, y) − HBR

(y, y)

)
= log

∣∣∣∣1 − |y|2
∣∣∣∣− log

∣∣∣∣1 −
|y|2

R2

∣∣∣∣− log R.Setzen wir nun y = 0, dann ergibt si
h
1

km,2m

(
HB1(0, 0) − HBR

(0, 0)

)
= − log R.Betra
hten wir nun die daraus resultierende Abs
hätzung für G(−∆)m,Ω aus (10).

4

km,n
G(−∆)m,Ω(0, y) ≥ log

∣∣∣∣1 − |y|2
∣∣∣∣− log

∣∣∣∣1 −
|y|2

R2

∣∣∣∣− 2 log R

+ 2

(
−

1

2
log |y|2 −

1

2

(
1 + |y|2

)m−1
− 2m−2 −

1

2
log |y|2 + log R − 2m−2

)Mit R → ∞ folgt
4

km,n
G(−∆)m,Ω(0, y) ≥ log

∣∣∣∣1 − |y|2
∣∣∣∣−2 log |y|2 −

(
1 + |y|2

)m−1
− 2m.Man kann nun ein δm > 0 bestimmen, so dass für |y| < δm die re
hte Seite positiv ist.Dazu bes
hränken wir uns auf |y| ≤ 1

2 . Somit ergibt si
h für G(−∆)m,Ω(0, y):
4

km,n
G(−∆)m,Ω(0, y) ≥ log

(
3

4

)
− 4 log |y| −

(
5

4

)m−1

− 2mDa für G(−∆)m,Ω lokale Positivitätsresultate gezeigt werden sollen, ist y so zu bestimmen, dass gilt:
0 < log

(
3

4

)
− 4 log |y| −

(
5

4

)m−1

− 2m

14



Diese Unglei
hung ist für
|y| <

(
3

4

) 1
4

exp

(
−

1

4

(
5

4

)m−1

− 2m−2

)
=: δmerfüllt.So erhält man:

δ2 = 0.2504689000 . . .

δ3 = 0.0852177513 . . .

δ4 = 0.0104599482 . . ....
lim

m→∞
δm = 0

2
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