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Zusammenfassung

Im Allgemeinen ist die Greensche Funktion G(_aym q fiir den polyharmonischen Ope-
rator (—A)™ unter Dirichlet-Randbedingungen im glatten beschrankten Gebiet Q C R”
nicht positiv. In [1] wurden, aufbauend auf einer Idee von Nehari, fiir den Fall n > 2m
lokale Positivitétsresultate fiir G(_aym o gezeigt. Diese werden in der vorliegenden Stu-
dienarbeit auf den Fall n = 2m ausgedehnt.
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1 Der polyharmonische Operator

Im folgenden soll das polyharmonische Dirichlet-Problem

(—A)"u=f in Q, (1)
u=|Vu|=...=|V™" | =0 auf 99,

wobei f und §2 geniigend glatt sind, betrachtet werden.

Die Losung von (1) ist gegeben durch

uw) = [ Gate.)r) dv
mit der zu (1) gehorigen Greenschen Funktion

GQ = G(_A)m’Q.

Sei m € Nund By := B1(0) C Q C Bgr := Br(0).
Weiterhin sei fiir geeignetes f : R™ — R

Gof(z) == /Q Gl v)f(y) dy,

so dass
u(z) = Gaf(x)
die Losung des Dirchlet-Problem (1) ist.
Die Greensche Funktion kann in die Fundamental Losung und einen reguldren Teil zerlegt werden

G(—A)’”,Q(xa y) = Cm,nFm,n( |33 - y| ) + H(—A)7”,Q($a y)7

wobei

. cm,nﬁzm_" n > 2m
Finn(€) 1= { —2¢mnlog¢ n=2m

Hq = H(_A)m’Q e c?me (Q X Q)
und ¢, , > 0 eine geeignete positive Konstante ist.

Weiter sei

Hof(x) = /Q Holr,y)f(y) dy.

Satz 1. Seien f, g glatt und ihre Trdager in By enthalten.
Dann gilt:

a) m = 2k

4/Q (A’“gﬁ) (A’“Qgg) da Z/Bl

[ {f(gBlngRg)+g<gslf+gBRf>}da:

{f(HBlf —Hprf)+9(Hp,g —Hprg) } dx
(2)



b) m=2k+1

4/Q (VAngf> (VAkQQQ> dx Z/B

+/B {f(g31g+gBRg) +g(g31f+gBRf)}dx

{f(HBlf —Hprf) +9(Hp,g—Hprg) } dx
(3)

Beweis: Wir betrachten die quadratische Form

B3 (6,9) - [ (98%Gaf +984Gag) do

bzw.

B3 (5,) - [ (9VA4Gaf +79A4Gag) do

und zeigen zunéchst, dass diese im Gebiet 2 monoton steigend ist. Um dies nachzuweisen, betrachten
wir B1(0) C w C Q. Dies liefert:

21 a)

/Q (8akGaf + VAngg)z dz — /w (BARGLr + vAkgwg)z dz

- /Q (5a%Ga s +7Akggg)2 dz + /w (5arg.r +7Akgwg>2 dz
=2 [ (90,1 +1G.0) (FAY G + 1A 0Lg) do

= [ (3*G0f +98Gag)” do+ [ (584Gus +78Mg) da
=2 [ (80uF +10u0) (BA™Gf +9A"Gug) da

= [ (3a"6af +72%6ag)" do+ [ (9AMG.f +72G.0)" da
=2 [ (80,1 +190.9) (5(-A)" Guf +7(-A)" Gug) do

- /Q (5a%Gaf -l-vAngg)z dz + /w (5aRg.r +7Akgwg>2 dz

—2 | (BGuf +7Gw9) (Bf +9) dx

€

= [ (58%6af +98%ag)” de+ [ (58%Gus +78%Gug) da

Q
=2 [ (BGuf +7G09) (B(=A)" Gaf +7(=A)" Gag) dz

e

= [ (98%6as +98%Gag)" de+ [ (585Gus +78%Gug) da

Q
=2 [ (BGuf +7Gug) (BA™Gaf + vA™Gag) dx

e

= [ (88%6af +8%Gag)” de+ [ (58%Gus +78%Gug)’ da

Q
2 [ (BGuf +19.9) (BA™Gaf +7A%Gag) da

e~



= / (ﬂAng f+fyAkQQg>2dx + / (m’fgwf +7Akgwg>2dw
Q w
~2 [ (BAMGLf + 70" Gug) (5AMGas +9A"Gag) do
= [ (98%Gar +984Gng) " dr+ [ (80MG.f +92'G0) " o
+ [ {(38%0af + 78" Gag) — (584Gt +48"Gug)} do — [ (38%6as +75"Gag) " ds
- / (BakG.f + ’yAkag> do
/ ( ng+7Angg Cdo - / <ﬁAkQQf +7Akgﬂg)2diﬂ

2
+ [ {(58%Gaf +18Gag) — (58461 +18"G.g) | do

/ (58*Gas + A dag)” dr + / [8(8%Gaf — &G, ) +7 (A'Gag — A4Gug) ) d

Y
o

7 b)

/Q (BVA*Gas +VA Gag) S — /w (Bvarg.f + ’yVAkag>2 dx

- /Q (Bvatgar + WAngg)z dz + /w (BvArg.f + 7VAkgwg>2 dx
+2 [ (8.7 +70.) (FA™416.5 + 72" 1G,g) do

= /Q (Bvakgar + ’yVAkQQg)2 du + /w (Bvarg.f + ’yVAkag>2 dx
=2 [ (80,5 +790.0) (8 (~A)" Guf +7 (~A)" Gug) do

- /Q (Bvargar + WAngg)z dz + /w (Bvakg.r+ 7VAkgwg>2 dx
=2 [ (90,1 +10u9) (55 +29) do

= / (Bvatgar + ’yVAkQQg)z du + /w (Bvarg.f + ’yVAkag>2 d

(BGwf +79wg) (B(=A)" Gaf + v (=A)" Gag) dx

g\

_ / <6VAkQQf+’yVAngg) dz + / (ﬁVAkgwf—knyAkgwg)zdx

w

g\

(89.f +1909) (BA™'Gof +7A%+'Gag) do
- / (594%as +1VAGag) do+ [ (5VAIGLS +990 ) do
Q w

_9 / (ﬁngw f —|—7VAkgwg> (ﬁngQ f +WA’“gQg) da



/

GVAGaf +9VAGag) dot [ (BVAMGLS +9VAMGLg)" da

[ {(392%Gof + 1V Gag) — (5VARGLT +7VAGg) ) de

(ﬁVAkaf + 7VAkgwg> dz — / (ﬁngQ f+ WA%g)2 dx

w

/

14
/Q . (ﬁngQf+wMggg) da
{o(v

ol

Wir benutzen nun diese Erkenntnis, um sie auf B; C Q mit § = v = 1 anzuwenden, wobei wir
w — By und Q — () setzen.

2
GVALGaf + VA Gag) do— [ (5VA'Gaf + VA Gag) da

(BVARGar +7VAMGag) — (FVAGLS +7TAGLg) ) dr

€

(VA*Gof — VAGLf) + (VAkGag — VAHG.g) }2 dx
> 0.

/ (Angf—I—Angg)2d$
Q
AF AF 2d
> [ (89601 + A'Gu,g) e
— [ (8%0u.s + 8Gng) (4G + AGn,g) da
By
= 5 AkgBl (f +g) AkgBl (f +g) dx
= (-1 2k A2k d
2 [ (o 4 0) (8%, (7 1 9))
[ Gu 9+ g da= [ (+0) (G (f +)) da
B By
bzw.
/ (VAngerVA gQg ? d
2/ VA *Gp, f + VAFGp, g> dx
= | (VA"Gp,f + VA Grg) (VA Gy, f + VA Gp,g) da
Bl
/B AkgBl (f +g AkgBl (f +9)) dx (5)
=1 [ Gn 7+ a) (A%Hgsl (f +9)) da
gBl f+9 gBl (f+g))

By

(G, (f+9)(f+g)de = /B(f+g)(gBl(f+g))dw

By



Des Weiteren betrachten wir 2 C Bg mit § = —y = 1, wobei wir nun w — 2 und 2 — Bpg setzen.

/ <Akggf - Akgﬂg)zdl"
Q
< /B (AkQBRf - AkgBRQ)Z dx
_ /BR (AkgBRf _ AkgBRg) (AkgBRf — AkgBRg) dx
-/ A*Gp. (f — 9) A*GR,, (f —g) dx
_(—1) /B (Gn (= 9) (8%Gp, (f - 9)) do
:/B (Gon (f — 9)) (f — g)do

= /B (f —9) (G, (f —g)) dx da supp f C By, suppg C By

bzw.
| (va%Gas — VatGag)” ds
< / (VA" Gnef - VAtGp,g) dr
/B ) VA Gpnf — ngBRg> <VAkgBR f_VAkgBRg> "
/B ) (VA*G, (f = 9)) (VA G, (f ~9)) da
= P [ G0 (816, 7 = )

Br (f —9) (=A)" Gy (f —9)) dx

“Ju
-,

Bpgr

(G
(GBr (f —9) (f —g)dz
f

:/B (f—9) Gy (f —g)) dx da supp f C By, suppg C B.

Betrachten wir nun die Differenzen (4) — (6) und (5) — (7), so gelangen wir zu folgenen Ungleichun-

gen:

/Q (Akgﬂf + Akggg>2 dx /Bl(f—i—g) (Gp, (f +9)) dx

- [ (8G0r ~A4G0g) e~ - (=) (G5, (f ~9) da

bzw.



(VAngf—i—VAkggg) dx i (f+9) G, (f +9))

(VAngf VAF ggg dm /B ) (GBr (f —9))

:\@\

Es erfolgen zunidchst die Untersuchungen der linken Seiten:
| (846G + AGag) " do — [ (8%Gas - A¥Gag)” ds
— [ (8%Gas + A%6ag)” - (A%6af - A¥Gag) " ds
= [(7+9) G (f+0) = (f =0 Ga s ~9) da
_ /Q 2f (Gag) + 29 (Gaf) dx
= [ 2(8%6af) (Gag) +2 (A% Gag) (Gaf) ds
_ /Q 2 (A*Gaf) (AkGag) +2 (AkGag) (A*Gaf) dx
:4/Q (Akgﬂf> (Akggg) dx
/Q (VAng f+VAkQQg>2dx - /Q (ngQ = VAngg)2da:
= [ (Va*Gof +72"G0g)” — (VA*Gaf — VA Gag) " da
= [(F+9)@als +9) = (=) Ga(f ~9) da
_ /Q 2f (Gog) + 29 (Gof) da
_ /Q 2((—A)" Gaf) (Gag) +2 (D)™ Gag) (Gaf) da
= [ 2(vA*Gar) (VA*Gag) +2 (VA*Gag) (VAMGaf) do
_4 /Q (ngQ f) (ngQg) dz.

Die Differenz der rechten Seite, welche bei den beiden Ungleichungen identisch ist, liefert:

/(f+g)(QBl(f+g)) dw—/ (f = 9) Gy (f — g)) do
B By

f(gBlf) + g(gBlg) +f (gBlg) + g(gBlf) dx

By

T /B (=) G5af) — 9 (G5ng) + F (G5ag) + 9 (Grnf) du



— [ F(Guf—Gunf) do+ /B 9(Gp.9 — Gpng) du

B1

v [ £ Gyt Gng) du+ /B 9(Gp.f + Gppf) dr.

By

Somit ergeben sich, durch Ersetzen der linken und rechten Seiten, folgende Ungleichungen:
[ (8%Gar) (a%0ag) do= [ £(Gnf~Gnaf) do+ [ 9(On,9 - Gneg) ds
Q By B
4 [ 1Gmg+Guag) dot [ 9(Gnf+ Ongf) do
B1 B1

bzw.
s / (VA*Gar) (VA*Gag) de> [ f(Gu.f — Gr,f) do+ / 9 (Gpg — Gpg) do
’ " (9)
+ [ F(Grig+Grng) do+ /B 0(Gp, + Gpnf) da.

By

B1
Mit G, — GB, = Hp, — Hp, folgen die Behauptungen (2) und (3). O

Satz 2. Seien x,y € By und x # y. Wir erhalten dann fiir die polyharmonische Greensche Funktion
in Q folgende Ungleichung:

Go(w.9) > 1 (Hp,(0.2) = Hog o.2) -, (0:9) ~ Hig 0:9) ) 5 Gir(2:9) + Ginglo) ) (10

Beweis: Wir wissen, dass die Greensche Funktion symmetrisch ist:

GQ($7y) = Gﬂ(yv$)

Des Weiteren folgt aus Satz 1:

1 [ (8%Gar) (a"0ag) as
(8760 ) (&Ga)
—1 [ (8% Gaf) (Gag) de =1 | 1(Gag) ds
Q Q
@
2 [ {105 = P15 4 G0~ M+ $G8,9 + FGa + 9GS + oG |
1
Seien fp und gp wie folgt definierte Approximationen der Dirac-Deltadistributionen in x bzw. y:
1 T —.
I = h_"(’p < A >

_ L (v

mit 0 < ¢, supp e C B1(0), [gn p(z) = 1.
Dabei sei £ =x — h€ und n =y — h7.




/thgfzgh - Gﬂ(x,y)‘

[ [ Gl mano) dedn — Ga y>‘

/ F2(€)Ga(€,m)gn (n) dé dy - / / 1(€)Galz, v)gn(n) d§dn‘

/1y m/lx o (€) |Ga (= = hé, y— i) = Gale,v)| ¢ (7) dé di

= / 90(5)‘GQ($ —h&, y —hn) — Ga(z, y)'sﬁ (n) d€¢dn , fiir h klein genug
€Bj(z) €By(y)

= (%)

Fiir hg klein genug ist By, (x) x Bp,(y) 3 (§,n) — Ga(&,n) gleichmékig stetig.
Zu gegebenem e > 0 und hy < hg gilt

(é.7) € Br(@) x B () —

Ga <£7ﬁ) - Gq (‘Tay) ‘S €
so dass mit &, € B1(0) x B1(0),

*) < E/Bl(o) /Bl(o) e(€)e(n) = e

Mit Hilfe der obigen Abschitzung kommt man zu folgender Erkenntnis:

und 0 < h < hy folgt:

/Q /Q fOGaE g dEn)  —  Galey)
/ f©)Gs (Ema) dEn) —  Cri(zy)
By JB;

/B [ heGs e e —  Grya

Betrachten wir nun exemplarisch Hp, (z,x), wobei f,, wie oben definiert ist.

HBlfﬁ(g) = HB1(€777)fn(77) dn

By

f(n), fo(€) - Glittungskerne, in L' beschriinkt

Hp (&,n)fs(n)dn — Hp,(§x) gleichmékig in &, vgl. Weierstralscher Approximationssatz
By



5 fH(S)HBlfH(g) df

=/, fe(€)Hp, (& ) d€ + : f(€) (Mp, fe(§) — Hp, (€, 2))

—0 glm.

= 5 fn(g)HB1(£7$)d£+0(1) - HBI(QZ‘,QZ') 7/{—>h7h—>0

Analog verhalt es sich mit Hp,(z,z), Hp, (y,y) und Hp,(y,y).

Daraus 1aft sich schliesen:
1
Golw.9) > 7 ((Hp,(0.2) = Hig.2) + Hiy (1)~ Hig 09

G (@,y) + Cg(e,y) + O (0, 2) + Gy, x>)

= 3<H31 (l‘,l’) - HBR($7$) + HBl (y,y) - HBR(%Z/)) +% (GB1 (x,y) + GBR(:E’y))’

womit (10) gezeigt ist.

2 Abschatzungen fur G, o,

Wir verwenden im folgenden nachstehende Notationen:

i) B={zeR;|z| <1} mitmeN
1)  Gm,2m ist der Greensche Operator von (1), so dass

u = gm,2mf

mit
(G ) (@) = /B G (,9) () dy

1
iii)  [ryl = |v —y| bzw. [:vy]zﬁléﬂ—yl,

X
x|y — —
2]

S 1 T
bzw. [XY]= ‘ﬁ lz|y — —

XY= ]

)

0(z,y) = [XY]* = [zy).

Wir wollen bemerken, dass

[XY] = V]zPy? -2 <2,y > +1 = [YX]

10



und d(z) = (1 — |z|) der Abstand zwischen z und dem Rand OB ist.
Des Weiteren gilt

O(x,y) = (1—|z[) (1~ |yP) -
Deshalb folgt fiir z,y € B
[(XY] > [zy].

Lemma 1. Fiir die Greensche Funktion folgt nach Boggio

(XY]/[2y] (2 — 1)
Gm,n($ay) = k:m,n|33 - y|2m_n/ % d’U,

1 v

wobei kyy, , eine feste, positiveKonstante ist, vgl. auch [3].

Somit folgt fiir n = 2m
[XY)/[zy) (2 — 1)1

Gm,n:2m(x) y) = km,n=2m/ (UT_)I dv. (11)
1

Satz 3. Seim € N, n = 2m, m > 2. Dann ezistiert eine Konstante 6,, > 0, welche nur von der
Ordnung 2m des polyharmonischen Operators abhingt, so dass gilt: Setzen wir voraus, dass Q@ C R?*™
ein O™ _glattes Gebiet ist, dann ist

G(—A)m,Q(x)y) >0,

falls gilt:
|z — y| < o max (d(x),d(y)) -

Fiir die Konstante 0y, n, erhalten wir folgende Abschitzung

1 m—1
3\ 1 1/5 .
> _ _ - _ __om .

Beweis: O.B.d.A. z =0, B;(0) C Q
Auferdem sei R > 0 so grofs wewéhlt, dass Br(0) D Q. Berechnen wir nun das Integral aus (11), so
folgt:

—GB1 (x,y) = p2m—1

[XY)/[zy) (2 — 1)1
! / (Gl I
km72m 1

[(XY]/[zy]
=logv

(XY)/[ey] m=1 /4 -2
+ (=Y —=
Z( J >( ) —2j

1 j=1

2 m—1 _ ‘ . —9j
- %10g< ) Liogle g+ > (™) oy 21

—2j
T fm— 1 (—1)7
_;< j >——2y

m—1 25

|:E|2|y|2 -2 <uz,y> +1‘—%log|x - y|2 + Z <m]_ 1) (—1)1W

S (S

1

X
lzly — —
2]

(12)

1
~ o
2 %%

_|_

Jj=1

<

11



5 <m - 1) oy e/ XYDY RS <m - 1) (-1)f
J

1
= 5 log|lz*[yl* = 2|z|ly| + 1'+
j=1 j=1

T H-aym. B,

km,n

1
- 510g’95—y\2

Davon ausgehend betrachten wir einige Fille.

Zunichst folgt:

H_pym g, (z,y) = log

m—1 _ (e Y
R =

i=1 —2j

(e

J

km,n

Nun lassen wir x — y, d.h. [2y]/[XY] — 0, laufen. So ergibt sich fiir H_aym g, (y,y):

m—1 —9;
1 m—1 (lzy]/[XY]) "%
km,n = J —2]
m—1
— 1\ (=1)7
_ <m ) ( _ ) 3
= J J
m—1 _ PEY,
—togl1 - |- 3 (")
= J J
sowie
1 = m— 1 (-1)7
Fo oy (0,0) = = > ) (14)

Betrachten wir nun den Fall x = 0.

X 2 €T T
= (lzly — —, Jzly — —
’f]: ‘ZBZO ‘x’ "T‘ ‘:E:O

‘]a:\y——‘

= |zPly)* -2 < z,y > Y
-1

1
[(XY]/[wy] = ol

12



1 XY/l (2 — 7)™
Gp,(0,y) :/1 (Z}T_)l v | =0

2 1 )

+§(ﬁvaMWWD' mwn> (-1

m—1 m—1
m — 1\ (=1)7|y|¥ m — 1\ (=1)/
:——log]y\2+z< . >
2 o\ —2j o\ 2j
m—1 m—1
-1 2j —1\1
> ——log]y\z— <m ‘ >( ) ‘y’ _ <m )_
BN 2j o\ J )2
12 i1 . -
> ——log |y|® — 3 < . )!yPJ om—2
— J
J
9 1 2ym—1 m—2
> —5loglyl® — 5 (1+1yP) 2

Desweiteren wollen wir G(_aym g, und H(

_A)m, By untersuchen.
Nach [3] gilt :

1 1 1 1
2m—n
G—ayn Bp(T,y) = R7""G_aym B, (R ' RY ) | n=2m = G aym. B, (E%Ey) :

So folgt aus (11) fiir G(_aym B, (0,y):

ety — 2l = (el 5 ety )
Bl B TR R TR,
Lo 2
= ﬁlwl ] — R <THY> +1‘m:0
=1
—~— — R
[(XY]/[zy] = —
|yl
1 (XY/[y] (w2 —1)"!
km,2m GBR(O’y) _/1 p2m—1 dv ‘xz(]
m—1 1 2J m—1 :
1 1 —1)7
(g)—log —ly| ) + e —) (z Iy + )
R SN 2]

J=1

m—1 m—1
Yl m—1\1
—log |y| + log(R < > - -
o 2j R4 f J 2

,7:

—0, R—o0

_ 1 g
km,Zm Br

13
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Betrachten wir nun H(_aym g,.
Aus (13) folgt

m—1 .
1 —1)J
——Hp, (y,y) = log|1 — =D
km 2m —2]
) J:1
=
1 1 Yoy
Tomom —Hpa(y,y) = ~ (E E) +logR
-1
!y\2 — 1\ (=1
=1 - 055 log R.
0g R2 ‘ j —2j + log
J=1
Somit folgt
1 2
Hp, (y,y) — Hpg(y,y) | = log|1 — [y[*|—log [1 — 5| — log R.
km,2m R2

Setzen wir nun y = 0, dann ergibt sich

1 <H31 (0,0) — Hip,, (0, 0)> — _logR.

km,2m
Betrachten wir nun die daraus resultierende Abschétzung fiir G(_aym o aus (10).

ly|?

G—pym 0(0,y) > log|1 2 —1log |1 —2logR

km,n

1 1 _ 1
+2 <—§ log [y[* — 5 (1+ |y*)" Pogm2 5 logly|* +log R - 2’”‘2>

Mit R — oo folgt

4
kmn

)

—1
_aym0(0,y) = log|1 — Iyl2‘—21"g P = (L4 [yP)" T =2

Man kann nun ein é,, > 0 bestimmen, so dass fiir |y| < d,, die rechte Seite positiv ist.
Dazu beschranken wir uns auf |y| < % Somit ergibt sich fiir G(_aym o(0,y):

4 3 5\
_Ayma(0,y) > 1 -] —41 —| = —2m
- ym 0(0,y) > log <4> og |y| <4>
Da fiir G(_a)m o lokale Positivitatsresultate gezeigt werden sollen, ist y so zu bestimmen, dass gilt:

3 5\
0 < log <1> —4logly| — <Z> —2m

14



Diese Ungleichung ist fiir

erfiillt.
So erhalt man:

1 m—1
3\ 4 1/5 _
i< (5) ee(-5(5) -2)

d2 = 0.2504689000. . .
03 = 0.0852177513. ..
04 = 0.0104599482. ..

lim 6, =0

m—0o0

15
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