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Kapitel 1
Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit ist das Vorschreiben beziehungsweise Vorgeben der Q-Kriimmung auf der
vierdimensionalen Sphire S*. Damit stellen sich sofort zwei Fragen: Was heif}t es, die Kriimmung
auf der Sphére vorzuschreiben und was ist die Q-Kriimmung fiir ein Objekt?

Hierzu ist es hilfreich, zunichst die zweidimensionale Sphére S2, also die Oberfliche der Einheits-
kugel im R3, zu betrachten. Ein MaB fiir die Gekriimmtheit in einem Punkt auf der Sphire ist die
sogenannte GauBkriimmung K. Eine Anschauung fiir die GauBkriimmung erhélt man, wenn man
die Sphire als ein Objekt im umgebenden R? betrachtet. Dann ist es moglich, in einem Punkt auf
der Sphire den Normalenvektor zu bestimmen und eine Ebene, die diesen enthilt: die Normalene-
bene. In der Folge berechnet man die Kriimmung von Kurven, die in dem Schnitt von der Sphire
und dieser Ebene liegen. Wiederholt man dies fiir alle mdglichen Normalenebenen und wihlt aus
den so erhaltenen Kriimmungen die grofte und die kleinste aus, erhilt man die sogenannten Haupt-
kriimmungen. Die GauBkriimmung ist dann das Produkt der beiden. Gauf} hat nun festgestellt, dass,
ganz im Gegensatz zu den Hauptkriimmungen, die nach ihm benannte Kriimmung K auch ohne
den umgebenden Raum R? berechnet werden kann, also zur sogenannten intrinsischen Geometrie
gehort.

Allerdings hidngt die GauBkriimmung stark von der Metrik der Sphire, das heifit von der Art der
Messung der Abstinde und Winkel, ab. In einer genaueren Beschreibung ist die Metrik g eine Funk-
tion, die den Tangentialriumen an die Sphire ein inneres Produkt zuordnet. Das heifit, dass bei
gegebener Metrik g auf S? die GauBkriimmung K = K, beziiglich dieser Metrik in jedem Punkt der
Sphire zu erhalten ist. Damit ist die GauBkriimmung nichts anderes, als eine Funktion von S? nach
RR. Stattet man die Sphire zum Beispiel mit der Metrik aus, die sie von dem umgebenden R> mit der
euklidischen Metrik erbt, ist die GauBkriimmung die konstante Funktion K, = 1.

Wie sieht die umgekehrte Situation aus? Gegeben sei eine reellwertige Funktion f auf der Sphire
S?. Kann eine Metrik auf der Sphire gefunden werden, so dass diese Funktion f die GauBkriimmung
beziiglich dieser Metrik ist? Spezieller sucht man nach Metriken, die konform zur Ausgangsmetrik
g sind. Das bedeutet die Suche nach einer glatten Funktion w auf der Sphire S?, so dass g,, = e*"'g
gilt und f die GauBkriimmung beziiglich g, ist: K, = f. Das Problem ist dquivalent zur Losung
folgender partieller Differentialgleichung auf S?, [4] Kapitel 6.3]:

—Agw+ 1 =K, e, (1.1
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wobei A, den Laplace-Beltrami-Operator beziiglich der Metrik g bezeichnet und folgende konforme
Kovarianz-Eigenschaft erfiillt:
Ag, =€ VA, (1.2)

Das Problem der vorgeschriebenen GauBkriimmung, beziechungsweise verallgemeinert auf Sphéren
hoherer Dimension, der skalaren Kriimmung, ist nach dem kanadischen Mathematiker Nirenberg
benannt.

Man erkennt fiir eine beliebige Metrik g auf der Sphiire, d.h. K, ist nicht notwendig konstant 1, unter

Zuhilfenahme des Satzes von Gauf3-Bonnet fiir Flichen
2
/Sngdvg =2y (%), (1.3)

dass das Integral [, K,dv, eine topologische Invariante ist und die vorgegebene Funktion K, ir-
gendwo positiv sein muss: Integration von Gleichung (1.1)) zeigt

2
— /S2 Agwdvg—i—/Sz K,dv, = /SZ K, e"dv,
—_————

=0

= /S2 K, dvg,
=27y (S?)
=41 > 0.

Fiir K, = 1 folgt dies natiirlich auch ohne den Satz von Gau3-Bonnet. Das Problem der vorgeschrie-
benen GauBkriimmung auf S* wurde von Moser unter einer einschneidenden Symmetrieannahme

folgendermallen gelost [28]]:

Satz 1.1 (Moser). Sei f € C*(S?,g) mit f (x) = f (—x). Falls sup,cs> f > 0, dann existiert ein kon-
former Faktor e*, so dass f die Gauf3-Kriimmung von (Sz, gw) mit g,, = e*"g ist.

Fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten der Dimension n > 2 wurde von Paneitz in [30] der Diffe-
rentialoperator P, vierter Ordnung entdeckt, der fiir n = 4 eine zu Gleichung (1.2)) ganz analoge
konform kovariante Eigenschaft nach dem konformen Metrikwechsel g,, = e*"'g besitzt:

PY = e "PS. (1.4)

Auf der vierdimensionalen Sphire S* erfiillt der Paneitz-Operator P4 folgende partielle Differenti-

algleichung vierter Ordnung:
Piw 420, = 20,,", (1.5)

wobei Q, die Q-Kriimmung auf der Sphire S* bezeichnet. Diese wird aus Termen von hoherdi-
mensionalen Kriimmungscharakterisierungen berechnet. Wie spiter gezeigt wird, betrigt die Q-
Kriimmung auf der Sphire S* mit der geerbten Metrik des umgebenden R’ drei, d.h. Q¢ = 3. Weiter
kann die Q-Kriimmung als ein Teil der auf vierdimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeiten M,

verallgemeinerten Gau3-Bonnet-Formel, der Gau3-Bonnet-Chern-Formel gesehen werden:

swy () = |

4

1
<4 |Wg§+2Qg> dv,. (1.6)



1 Einleitung 3

Der Weyl-Tensor W, der sich wieder aus hoherdimensionalen Kriimmungscharakterisierungen er-
gibt, verschwindet fiir lokal konform flache Mannifaltigkeiten wie der Sphire S*, so dass fiir diese
folgt:

167° = 8%y (S*) = /S ,204dvs. (1.7)

Analog wie die GauBkriimmung auf der Sphire S? soll in dieser Arbeit die Q-Kriimmung fiir die
vierdimensionale Sphire S* vorgeschrieben werden. Dies wiederum ist gleichbedeutend mit der
Existenz einer Losung fiir Gleichung . Durch die Analoga der Differentialgleichungen ,
und den GaulB3-Bonnet-Formeln , motiviert, soll die folgende Variante des Satzes
von Moser bewiesen werden.

Satz 1.2. Sei Q € C*(S*,g) mit Q(x) = Q(—x). Falls sup,g: Q > 0, dann existiert ein konformer
Faktor e*, so dass Q die Q-Kriimmung von (Sz, gw) mit g,, = e*"g ist.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: Im zweiten Kapitel werden mit der kovarianten Ableitung,
den verschiedenen Kriimmungsbegriffen und konformen Metrikwechseln auf Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten die notwendigen differentialgeometrischen Werkzeuge zusammengestellt, um den
Paneitz-Operator sowie partielle Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten zu verstehen. Die
Ausfiihrungen sind den Biichern von Lee [24) 25], Aubin [4] und Kiihnel [23] entnommen.
Da fiir die Losung der Differentialgleichung auf direkte Methoden der Variationsrechnung
zurilickgegriffen wird, werden im zweiten Abschnitt des Kapitels die Sobolevriume auf Mannig-
faltigkeiten eingefiihrt. Hier wird den Biichern von Hebey [20l 21] und Aubin [3] gefolgt. Fiir
ein notwendiges Kompaktheitsresultat im Beweis des Satzes [I.2] wird die verbesserte Beckner-

1
4w -
log][S4 e < 3 (aé“ (Paw)w+12 o w)

mita < 1 bendtigt, wobei fgi := (3/(87%)) fes. Der auf Wei und Xu aus [34] zuriickgehende Beweis
der Verbesserung der Beckner-Ungleichung wird in Kapitel 3 dargestellt. Vorangestellt werden Be-

Ungleichung

trachtungen iiber einen Grenzfall der Sobolevschen Einbettungssitze, die dhnliche Ungleichungen
hervorbringen, sowie fiir den Beweis der Verbesserung der Beckner-Ungleichung unerlésslichen
Charakterisierungen iiber die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Paneitz-Operators Py.

Die Verbesserung der Beckner-Ungleichung wird fiir ein @ nahe 1 bewiesen. Dafiir benutzten Wei
und Xu die in ihrer Arbeit nicht bewiesene Koerzitivitit des, der verbesserten Beckner-Ungleichung
entsprechenden, Funktionals

1
. 4w~
Jy[w] :=log € 3 <a7[S4 (Paw)w+12 - w>

fiir ein a > % Zwar kann in dieser Arbeit die Koerzitivitit nur fiir ein a nahe 1 bewiesen werden,
doch legt die Behauptung von Wei und Xu, sowie analoge Tatsachen auf der Sphire S?, die Ver-
mutung nahe, dass die verbesserte Beckner-Ungleichung nur fiir a > % gilt. Dies soll in Kapitel 5
diskutiert werden.






Kapitel 2
Grundlagen

2.1 Geometrische GrofSen
2.1.1 Die Riemannsche Metrik

Die grundlegenden Objekte in der Differentialgeometrie sind Mannigfaltigkeiten. Eine Mannig-
faltigkeit M,, der Dimension n ist ein n-dimensionaler topologischer Hausdorff-Raum, der, grob
gesprochen, lokal dem n-dimensionalen euklidischen Raum R” gleicht, d.h. jeder Punkt auf der
Mannigfaltigkeit besitzt eine Umgebung, die homdomorph zu einer offenen Teilmenge des R” ist.
Damit ist eine Mannigfaltigkeit lokal kompakt und lokal wegzusammenhingend.

Um die Konzepte der Analysis auf Mannigfaltigkeiten {ibertragen zu kdnnen, werden diese mit ei-
ner glatten bzw. differenzierbaren Struktur, dem sogenannten Atlas, versehen. Damit ist es moglich,
differenzierbare Funktionen f : M,, — R auf der Mannigfaltigkeit zu definieren. Um geometrische
GroBen wie Abstinde und Winkel zu messen, wird diese Mannigfaltigkeit mit einer weiteren Struk-
tur ausgestattet: der Riemannschen Metrik.

Die Riemannsche Metrik ist eine Funktion g, die in jedem Punkt p ein Skalarprodukt g : T,M, x
T,M, — R definiert, wobei T,M,, den Tangentialraum im Punkt p an die Mannigfaltigkeit bezeich-
net. Dazu muss erst einmal der Tangentialraum 7,M,, erklért werden:

Anschaulich soll der Tangentialraum in einem Punkt p der Mannigfaltigkeit eine lineare Approxi-
mation der Mannigfaltigkeit in einer Umgebung um diesen Punkt sein. Um die abstrakte Definition
von Tangentenvektoren an Mannigfaltigkeiten zu verstehen, werden einfiihrend eingebettete Man-
nigfaltigkeiten in den R"*! betrachtet. Seien dazu (x1,...,x,; ) die Koordinaten des R"*!, dann ist
die Sphare S" := {x e R Z;’;’ll X2 = 1} eine solche eingebettete Mannigfaltigkeit. Den Tangen-
tialraum an einen Punkt p der Sphére kann man sich nun als einen Unterraum des Vektorraumes

RZ“ = {(p,v):veR"}

vorstellen, d.h. konkret als den Vektorraum, dessen Vektoren senkrecht zum radialen Einheitsvek-
tor in p stehen. Dieser Vektorraum ist offensichtlich isomorph zum R™*! selbst und erhiilt, bzw.
erbt, iiber diesen Isomorphismus auch das Skalarprodukt des R"*!. Wie lassen sich nun Tangen-
tialvektoren bzw. Tangentialriume fiir eine beliebige Mannigfaltigkeit M, ohne den umgebenden
euklidischen reellen Vektorraum definieren?
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Als Motivation der Definition dient die Moglichkeit ,,geometrische™ Tangentialvektoren v, € R;’,“
als Richtungsableitungen von Funktionen aufzufassen, d.h. als eine Abbildung D, |, : C* (R""') —
R mit

d
Dyl f=Duf(p) = f(p+1v) L

Diese Abbildung ist linear und erfiillt die Produktregel. Der Vektor v, sei in der Standardbasis
geschrieben: v, = v"e,-‘p. Hier, wie auch im Folgenden, wird die Einsteinsche Summenkonvention
benutzt, d.h. iiber sich doppelnde lateinische Indizes, wobei ein Index oben, der andere unten steht,
wird summiert. Dann folgt mit der Kettenregel:

_of
Dv|p—vﬁ(p)‘

Falls der Vektor v, schon selbst ein Basisvektor ist, d.h. v, = e j‘p dann gilt:

d
D, =22 ().
Mit dieser Konstruktion im Hintergrund, definiert man Tangentialvektoren und Tangentialrdume im
Punkt p auf M, wie folgt:
Eine lineare Abbildung X : C* (M,) — R heifit Derivation in p, falls fiir alle f,g € C* (M,) gilt:

X(fg)=rf(p)Xg+g(p)Xf.

Die Menge aller Derivationen auf C* (M,,) in p bildet einen Vektorraum, der Tangentialraum an M,
in p genannt wird. Dieser wird mit 7,M,, bezeichnet. Die Elemente aus 7,M,, heilen Tangentialvek-
toren in p.

Fiir ein Koordinatensystem, das heift die Komponentenfunktionen {x'} einer Abbildung ¢ : Q —
U, ¢(p) = (x"(p),...,x"(p)) mit Q C M,,U C R" offen, bilden die Vektoren (i)p, definiert

oxt
durch ( 1)
0 B d(fop~
(&)Jﬁ—<aﬁ)
o(p)

eine Basis fiir 7,M,,. Fiir einen Vektor X € T,M,, gilt also im Punkt p:

X—Xﬁ.

Seien die als Kovektoren bezeichneten (dxi )p die duale Basis zu (%) des Dualraumes von T,M,,
p
dann lasst sich die Metrik g schreiben als

g = gijdx'dx/,

mit der Koeffizientenmatrix (g;;) = (g (%, %)) Die Eintrige der inversen Matrix werden mit

¢" bezeichnet: g;g* = 8.
Zum Beispiel gilt damit fiir die euklidische Metrik g auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit R":

gij = 0ij.
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Im Weiteren soll die Sphére S” mit einer Riemannschen Metrik ausgestattet werden. Die Standard-
metrik (auch runde Metrik) go der Sphire wird durch die euklidische Metrik g des umgebenden
R™*+! induziert und soll nun niher beschrieben werden.

Dazu sei die Abbildung 7 : S"\ {N :=(0,...,0,1)} — R” die stereographische Projektion der Ein-
heitssphire. Durch diese wird ein Punkt p = (5 L Em ’L’) € S" auf einen Punkt u € R" abgebildet,
wobei U = (u,0) der Punkt ist, in dem die Gerade durch N und p die Hyperebene {7 = 0} schneidet.
Damit ergeben sich folgende Formeln fiir 7: Sei & € R”

2_
n(E,T)=u= § 7 n1(u):(<§,7):<|M‘§”‘H,:Z:2+i>. 2.1)

Die Abbildung 7~ ! kann nun dazu verwendet werden, die Metrik go auf den R" , zuriickzuziehen®,
das heif3t es soll die sogenannte ,,pullback*-Metrik ( n! ) " go berechnet werden. Seien dazu g € R”
und V € T,R".

(771 g0 (V,V) :=go (m, 'V, n V) =g (n'V,m V). (2.2)
Seien V = V! %, ' (u) = (£ (u),7(u)) und f eine reellwertige Funktion auf der Sphire, dann
berechnet sich definitionsgemifBder sogenannte ,,push-forward 7! des Vektors V wie folgt:

(1) () =V 2 (for™ w)

:vfju,«f@ (), 7 (u)))

(w280 oo
“\Vowae ™V auac )

Fiir die rechte Seite ergeben sich folgende Formeln:
98 _ i 9 ( 2ul ) vl aw oy
2 2 2 ’
lu|”+1 u|”+1 <lu|2+1> T

9 0 2 1 4y, Vkuk
Vli :Vli. ’l/l|2 — Zk u 2
Ju'  Jul \ |u’+1 (!ul2+l)

dul " Jul

Eingesetzt in ([2.2)):

n i\ 2 2 )
srvm )=y (v )+ (van) -
R ! (juP+1)

J

Also 4
(7) g0=-—38 2.3)

<\u!2+1>2

wobei g jetzt die euklidische Metrik auf R" bezeichnet.
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2.1.2 Die kovariante Ableitung

Ziel dieses Abschnittes soll es sein, der Ableitung eines Vektorfeldes auf einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit entlang eines anderen Vektorfeldes einen Sinn zu geben. Grundsitzlich besteht das
Problem, dass fiir verschiedene Punkte p; auf M, die Tangentialvektoren in verschiedenen Tan-
gentialebenen 7), M, das heifit in verschiedenen Vektorrdumen, liegen. Fiir eine sinnvolle Ablei-
tung muss also ein Weg gefunden werden, diese zu ,,verbinden®. Dies fiihrt zu dem Begriff des
Zusammenhangs auf einer Mannigfaltigkeit. Wird die Mannigfaltigkeit zusitzlich mit einer Me-
trik g ausgestattet, ist es moglich, einen spezielleren Zusammenhang zu wahlen: den Levi-Civita-
Zusammenhang. Dieser soll hier beschrieben werden.
Sei dazu das Tangentialbiindel 7TM,, einer Mannigfaltigkeit defniert als die disjunkte Vereinigung
der Tangentialrdume in allen Punkten p auf M,,:
™, = | J {p} xT,M, =: | | T,M,.
PEM, PEM,
Die natiirliche Projektion & : TM,, — M, mit ( p,Xp) — p, wobei X, € T,M,, ist eine glatte Abbil-
dung, die jedem Vektor in T,M,, den Punkt zuordnet, an den er tangential ist. Ein glattes Vektorfeld
ist ein Schnitt im Tangentialbiindel, d.h. eine glatte Abbildung X : M,, — TM,, mit p — X, und der
Eigenschaft
woX =lIdy,.
Die Menge aller glatten Vektorfelder auf M, wird mit .7 (M, ) bezeichnet. Seien X,Y,Z € .7 (M,,)
und f,g € C*(M,,), dann definiert die Abbildung

(X,Y) % VyY € T (M,)
mit den Eigenschaften
L. VixigvZ = fVxZ+gVyZ,
2. Vx (Y —|—Z) =VxY+VxZ,
3. Vx (fY) = VY +X ()Y,
einen Zusammenhang auf der Mannigfaltigkeit. VxY heifit kovariante Ableitung von Y in Richtung
von X. Der Begriff des Tangentialbiindels kann auf ko- und kontravariante Tensorbiindel beliebiger
Ordnung auf der Mannigfaltigkeit verallgemeinert werden und somit kann auch die kovariante Ab-
leitung von Tensorfeldern definiert werden. Fiir ein 2-fach kovariantes Tensorfeld A und ein festes
Vektorfeld X ist die kovariante Ableitung von A in Richtung X definiert durch

(VxA)(Y,Z) :=Vx(A(Y,Z))—-A(VxY,Z)—A(X,VxZ).
~—_———
=X(A(r,2))

Das sich daraus ergebende 3-fach kovariante Tensorfeld VA, definiert durch
(VA)(X,Y,Z) := (VxA)(Y,Z)

heif3t totale kovariante Ableitung von A. Wie sich herausstellt, existiert auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit ein eindeutiger Zusammenhang, der die folgenden Eigenschaften beziiglich der
Metrik erfiillt:



2.1 Geometrische Grofien 9

4. Vxg(Y,Z2) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (Vertriglichkeit mit der Metrik g),
5.VxY —VyX =[X,Y]:=XY—-YX (Symmetrie).
Dieser Zusammenhang heifit Levi-Civita-Zusammenhang. Eigenschaft 4 zeigt das Verschwinden

der totalen kovarianten Ableitung der Metrik: Vg = 0.
Fiir das Rechnen in Koordinaten, das heiBt X = X’ % Y=Y/ ergibt sich:

oxJ?
V Y:XIV in. :XZY]V _ Xli. Yj -
X & o i dx + oxi ( ) ox/
———
=T
Ny 0 0
—x'(yirk —.(Yk) 2
< i o dxk
Also
V.o Yk =y/nk+ox*. (2.4)

axt
Dabei heiflen die so definierten Funktionen Flf Christoffel-Symbole, die sich mit Hilfe der Metrik

wie folgt ausrechnen lassen:

1
I = 58" (9j8ie + 9ig e — Aigij) 2.5)

I = 9 <log det (g)) . (2.6)

Die kovariante Ableitung einer skalaren, differenzierbaren Funktion f : M, — R, die ein O-fach ko-
und kontravarianter Tensor ist, ist nichts anderes als das Differential d f =V f = %dxi der Funktion
mit Vf (X) = Vxf = X (f) und somit ein 1-fach kovarianter Tensor. Der Gradient grad f ist dann
als derjenige Tangentialvektor definiert, der fiir alle X € .7 (M,,)

g(grad f,X) =X (f)
erfiillt. In Koordinaten mit X = X‘9;:
g (X0 (80f) a) = g’ (X'05) i ((802f ) 3 )
= guX'g"of =X f =X (f).

Also
grad f = (gkfaf f) o =: VEfoL. 2.7)

Die zweite kovariante Ableitung von f ist gegeben mit V2 f := VV f. Dabei gilt:
(V2f) (X,Y) 1= Vx (VF(Y)) = Vf(VxY) = VxVy f = (VxY) ().
Wieder in Koordinaten mit X = d;,Y = d; ergibt sich:

ﬁ — F’Fai
oxioxi Y oxk’

Der Laplace-Beltrami-Operator von f wird definiert durch:

ViV,f = (2.8)
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Af:=div(gradf), (2.9)

wobei die Divergenz eine Vektorfeldes X definiert ist als die Spur der Abbildung Y — VyX. In
Koordinaten:

div(x) =V, x ' xri+ox' & ax' + x99, <10g /det (g))

:\/deltwaj (x/ Vaet(g) ).

Zusammengesetzt gilt damit fiir den Laplace-Beltrami-Operator von f:

L, (Vaetlzls"ar). (2.10)

Y et

2.1.3 Kriimmungen

Um ein MaBfiir die ,,Gekriimmtheit* einer Riemannschen Mannigfaltigkeit zu finden, betrachtet
man folgenden Ausdruck fiir Vektorfelder auf dem euklidischen R":

VyVyZ—VyVyZ = Vy (szak) —vy (XZk8k> = XYZ'O, — YXZX0, = Viy y 2.

Diese Relation wird fiir allgemeine Riemannsche Mannigfaltigkeiten sicherlich nicht gelten, da in
diesem Fall die Christoffel-Symbole nicht verschwinden. Somit definiert man die Kriimmung R
einer Riemannschen Manngifaltigkeit M, wie folgt: R : .7 (M,,) x T (M,,) x T (M,,) — 7 (M,,) mit

R(X,Y)Z=VxVyZ—-VyVxZ—VxyZ.
Dabei ist R ein 3-fach kovariantes und 1-fach kontravariantes Tensorfeld, dessen Koeffizienten durch
R(9;,0;) O = Ry;;0s
definiert sind. Diese lassen sich in Koordinaten mit Hilfe der Christoffel-Symbole ausrechnen
Ry = oL} — ol + Ly — I " 2.11)

und es gilt fiir die Komponenten X* eines Vektorfeldes:

ViVx*—v;vixt =R x*" (2.12)

AP ) (v ,-X") + LAV X — LIV Xt

Durch Kontraktion, das heifit Spurbildung, lassen sich noch zwei weitere wichtige Kriimmungs-
tensoren finden:

e Die Ricci-Kriimmung Ric, gegeben durch:

Rij =R}, (2.13)
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e und nach nochmaliger Kontraktion, die skalare Kriimmung S:
S=Rig". (2.14)

¢ . einen 4-fach kovari-

AuBerdem erhilt man durch Erniedrigen des kontravarianten Indizes von Ry; ;

anten Tensor, den Riemannschen Kriimmungstensor mit den Koeffizienten:
1
Rkéij = gkaﬁj'

Zuriick zur Einheitssphire S" ausgestattet mit der Standardmetrik go = 4(1 + |x|?)2§;; tiber die
stereographische Projektion S" — R”. Mit Gleichung (2.3 ergeben sich die Christoffelsymbole zu:

w_ L[5 40 i 48 48,
Fu 8 aj (1+\x|2>2 9 <1+]x]2>2 9 <1+|x]2>2

2
2
(—5,'/()6]' - 5jkx,~ + 5,~jxk) .

IS
Daraus folgt mit Gleichung ((2.11)) fiir die Koeffizienten von R:
16

4
VY (88 — 6;08x) bzw. Ryyj= T (808 — 6xBuc) » (2.15)
<1—|—|x|> (1+\x\)

und fiir die Ricci- bzw. skalare Kriimmung der Sphére:

45,

(1+1c2)’

2.1.4 Konforme Metrikwechsel und der Paneitz-Operator

0 _
Ry =

Rij=(n—1) =(n—1)gij bzw. S=(n-1)g;g’=(n—1)n. (2.16)

Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M), ist es moglich verschiedene Metriken zu definieren.
Seien g; und g, zwei Metriken auf M,, dann heillen sie konform zueinander, falls eine positive
Funktion p € C*(M,) exisitiert, so dass gilt:

82 = P&,

bzw. fiir eine Funktion w € C*(M,;)
gw i =e"g. (2.17)

Anschaulich bleiben bei einem solchen Wechsel die Winkel zwischen zwei Vektoren invariant, die
Linge eines Vektors kann sich allerdings dndern. Weiter heilen dementsprechend zwei Mannig-
faltigkeiten (M ! ,gl) und (Mz, gz) konform Aquivalent, falls ein Diffeomorphismus ¢ : M' — M?
existiert, so dass die ,,pullback“-Metrik ¢*g, konform zu g ist.

Ein Beispiel fiir konform dquivalente Mannigfaltigkeiten sind der R” und die Sphire S”, denn nach
Gleichung gilt: p*go = 4(1 + |x|*)23.

Nun stellt sich die Frage, wie sich die Differentialoperatoren auf einer Mannigfaltigkeit unter einem
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konformen Metrikwechsel dndern, da sie, wie im letzten Abschnitt gesehen, stark von der zugrunde
gelegten Metrik abhdngen. Aus diesem Grund werden die Operatoren mit dem Indizes g bzw. g,,
versehen, bei Eindeutigkeit werden sie weggelassen. Dieser Sachverhalt motiviert folgende Defini-
tion.

Definition 2.1. Sei (M,,, g) eine kompakte und geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei A
ein selbstadjungierter, geometrischer Differentialoperator, d.h. der Operator ist abhiingig von den
geometrischen GroBen auf (M,,g). Dann heiit A konform kovariant, falls bei einem konformen
Wechsel der Metrik g,, := e?"g fiir die korrespondierenden Operatoren Ag,, und A gilt: Es existieren
a,b, so dass fiir alle ¢ € C*(M,,)

Ag, (9) =e A (™). (2.18)
Beispiel 2.2. Der Laplace-Beltrami-Operator in zwei Dimensionen erfiillt

-2
Ag, =€ A,

8w

% 0
_ —2w tj 2w
Aatt = \/det eZW ox; ( det(<*gl) dx; >
d —2w z] 2w a
( e™"/det(g —ax )

J

da:

e2w /det (g) axi
—2w J
det(g
\/ det a-xl (g >
= e_ZWAgu.
Das heiBt, er ist konform kovariant mit (a,b) = (0,2).

Ein konform kovarianter Differentialoperator der Ordnung 4 wurde von Paneitz entdeckt [30] und
nach ihm benannt:

Satz und Definition 2.3 (Paneitz-Operator). Sei (M,,g) eine glatte,
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit n > 2. Sei g,, = e*"g ein konformer Metrikwechsel. Dann gilt fiir
alle ¢ € C* (M,):

B = PE (279), 2.19)
wobei
2 i i d
Pip:=A;¢—V 5 ( (- a,,RJ—HJ,,gJS)aZ(p
ox/
+ ((n —4)CulgSy — (n—4)dy|Ricy | + (n—4) e,,Sf,) ¢ (2.20)
mit
A n*—4n+38 -1 P
“Thy T 2= (=2 T A(n—1) T (i)

_n’—4n*+16n—16
16(n—1)* (n—2)?
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und

|Ric,|2 = g"¢" RuR
als Hilbert-Schmidt-Norm der Ricci-Kriimmung beziiglich der Metrik g.
Fiir n = 4 gilt also:

P§¢:A§¢—2V$ <<;ging—Ri,j) aaxi(">’ (2.21)
und fiir alle ¢ € C* (M,)
"'P{ o =Plp
das heift, P ist konform kovariant mit (a,b) = (0,4).

Definiert man die Q-Kriimmung einer vierdimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit durch

1
Qg =15

(—44S; 3 IRic 2 +52). (2.22)
dann erfiillt der konform kovariante Paneitz-Operator P§ folgende partielle Differentialgleichung
vierter Ordnung:

Piw+20, = 2Q,,e"". (2.23)

Die Q-Kriimmung wird auch hiufig als Branson’s Q-Kriimmung bezeichnet, da Branson in [9] den
Zusammenhang entdeckt hat.

Zuriick zur Sphire S": Durch Zuriickziehen des Operators ( —A)% mit Hilfe der stereographischen
Projektion von (R", g) nach (S", g9) konnten Branson [7] und Beckner [5]] eine explizite Formel fiir
den Paneitz-Operator P§* auf S" angeben.

Speziell fiir die vierdimensionalen Sphire S* mit der Standardmetrik g, und den Formeln fiir
die Ricci- bzw. skalare Kriimmung ergibt sich der Paneitz-Operator P§° mit Gleichung zu:

1 12 50 . i
Py = Agoﬁ" - 2T(80)aj <v det(go) <3goj - 380J> ai‘P)
= Ag 0 — 24,0, (2.24)

0

sowie die Q-Kriimmung auf S*:

! 2 N _ ! ij K0 _0-2
O =13 (~40 (1) = 33g0, +12°) = 12(—3go ob'h 803 +144)
—s!
— L (27gg% 1 144) =3
12 808 =3.
=4
Damit wird Gleichung (2.23)) zu:
P§0W+ 6= 2nge4w (225)

bzw. mit Gleichung (2.24) und Q :=2Q,, :

Agw—2Agw+6=Qe™. (2.26)

0
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2.2 Sobolevriume auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt wird eine kurze Einfiihrung in die Theorie der Sobolev-Ridume auf Mannigfal-
tigkeiten gegeben. Diese sollen, analog zum R”, als Abschluss von Funktionenrdaumen hinreichend
glatter Funktionen auf der Mannigfaltigkeit beziiglich einer Integral-Norm definiert werden. Daher
ist es notwendig, das Lebesgue-Integral einer Funktion auf einer Mannigfaltgikeit zu verstehen:

Definition 2.4 (Lebesgue-Integral). Sei (M,,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit der Karte
(2, ¢) und dem Koordinatensystem {x'}, das heiBt fiir alle p € Q2 C M, gilt

9(p) = (X' (p) .. (p)) € R".

Fiir eine glatte Funktion f auf M, mit kompaktem Triger in £ sei das Lebesgue-Integral von f

definiert als
/fdvg::/ (x/det(g)f)o(p_ldxldxz---dx”.
M, [0)

(@)
Sei weiter (£;,¢;);.; ein Atlas fiir M, und {;},.; eine der Uberdeckung {€;},., untergeordnete
Teilung der Eins, d.h. es gilt fiir alle i € I

1. suppo; C £;;

2. jeder Punkt p besitzt eine Umgebung U, so dass U Nsupp o; = @, auBler fiir eine endliche Auswahl
von o;

3.0 ;< L, Y0 = 1.

Dann definiert man:

/Mnfdvg ::Z/M" o fdvg,

il
wobei die Summe endlich ist, da der Schnitt von supp ¢; mit dem kompakten Trager von f nur fiir
eine endliche Anzahl an Indizes i nicht leer ist.

Bemerkung 2.5. Fiir die Existenz einer Teilung der Eins benétigt man die Eigenschaft der Parakom-
paktheit der Mannigfaltigkeit. Die Teilung der Eins ist dann so glatt, wie die glatte Struktur auf der
Mannigfaltigkeit, der Atlas. Fiir die Mannigfaltigkeiten in dieser Arbeit sei Parakompaktheit immer
vorausgesetzt, bei kompakten Mannigfaltigkeiten gilt die Eigenschaft natiirlich schon.

Es bleibt zu zeigen, dass das Integral wohldefiniert ist, das heif3t es darf weder von der Karte noch
von der Teilung der Eins abhidngen:

Beweis. Sei dazu (0,%¥) eine weitere Karte mit dem Koordinatensystem {y*} und gelte supp f C
2N O. Damit kann die Metrik g in den verschiedenen Koordinaten geschrieben werden als

8= gop (V) dy*dyP = g;j (x)dx'dx!

und es gilt mit dem Koordinatenwechsel fiir Tangentialvektoren O = 9x 0.
dy dy%® Jx

o 9 ox dxi (9 9 D
8ap =g <8y°" M) = Wﬁg (axia 8x1> =: Banggij (x).
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Also

det (g () = (det(B))* det (g (x)).

_
— ox

[ st [ (Va0 ey
:/ (Vaet(g@)f) oot |det(B)det(4)] dx'dx®---dv"
0(2N0) [etiB)cetid)]

=1, da invers zueinander
= / fdv,.
M,

Betrachtet man nun einen weiteren Atlas {Gj, ‘PJ}] ., it einer untergeordneten Teilung der Eins

Damit und dem Transformationssatz sowie A : folgt:

{ B j} beziiglich der Uberdeckung {Oj}j ;> dann gilt:
. =1 .
Z / o f dvg Z/EJ:B./ ZZ / (ai B]) f dvg Summen lozkal endlich Z / Bj f dvg.
icl Y Mn i€l jeJ’ Mn jeJ/ Mn

O

Bemerkung 2.6. Mit dvg = \/det (g)dx'dx*---dx" =: \/det(g)dx wird das Riemannsche Volumen-
element bezeichnet, und mit dx das Lebeguesche Volumenelement des R". Falls die Metrik eindeutig

ist, wird dieses im Folgenden weggelassen.

Definition 2.7. Sei (M,,g) eine glatte, Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Fiir eine
reelle Funktion w € C*(M,), k € Ny, sei Vkw die k-te kovariante Ableitung von w und }V"w! die
Norm von V¥w. Diese ist in lokalen Koordinaten definiert durch

‘ka‘z = gl gk (ka) (ka) .
i1k Jue-Jk

Bemerkung 2.8. Fiir die Komponenten der kovarianten Ableitung existieren verschiedene Notati-
onskonventionen. So werden in dieser Arbeit, wie auch im vorangegangenen Abschnitt, die Kom-
ponenten der ersten kovarianten Ableitung mit

Viw = (Vw), = diw
und die Komponenten der zweiten kovarianten Ableitung mit
V,‘ij = (Vzw) ij = a,‘jW - F,-j-‘o%w

bezeichnet. AuBerdem iiberschneiden sich die Notationen fiir die k-te kovariante Ableitung V¥w
sowie fiir die k-te Komponente des Gradienten VAw = g"d,w. Da mit Ausnahme der folgenden
Definition der Sobolev-Raume ausschlieBlich kovariante Ableitungen bis zur Ordnung 2 vorkom-
men bezeichnet im folgenden, wie auch im vorangegangen, Kapitel V¥ die k-te Komponente des

Gradienten gradw.

Damit ist es nun moglich Sobolev-Raume auf Mannigfaltigkeiten einzufiihren:
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Definition 2.9 (Sobolev-Raum). Sei k,/ € Ny, p > 1. Der Sobolev-Raum W*” (M,,) ist definiert als
die Vervollstindigung des Vektorraumes

chr (M) ::{w €C (M) VE<k: [Viw|eLP (M,,)}
:{wEC""(M,,)WEgk:/ yvfw}”dvg<oo}
M,

beziiglich der Norm

k ’
= ;} </M,l |V£w‘pdvg> .

Falls M, eine kompakte Mannigfaltigkeit ist, folgt fiir alle k und p > 1: Ck? (M,,) = C*(M,,). Analog
zum R" gilt fiir den Spezialfall p = 2:

k
wlhpio 1= 3 |79
(=0

Proposition 2.10. Fiir p = 2 ist W5? (M,,) ein Hilbertraum mit der durch das Skalarprodukt

k
w,v) = | gt (V€w> (Vev) )dV

1

induzierten Norm

Wl = @Ouvﬁw}li)

Dieser wird mit H* (M,,) bezeichnet.

Als weitere Verallgemeinerungen ergeben sich die folgenden Einbettungssitze fiir Sobolev-Raume
auf Mannigfaltigkeiten:

Satz 2.11 (Rellich-Kondrachov). Sei M,, eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Seien 0 <
( <k, £,k € Nundwec WhP(M,). Falls

k—t <2

p

und 1 k-0 1
< - (2.27)

p n " q

dann ist die Einbettung W5P (M) < W%4(M,,) stetig. Fiir { < k und strikt ist die Einbettung
sogar kompakt. Auflerdem gilt fiir p > n:

we 1 (M,).

Bemerkung 2.12. Fiirn =4 und p =2,k = 1 und ¢ = 0 ist die Einbettung H' < L? kompakt. Da die
Einbettung H> — H' stetig ist, folgt: H> — L? ist kompakt.
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Lemma 2.13 (Poincarésche Ungleichung). Sei (M,,, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltig-

keit, und sei q € [1,n). Dann existiert eine positive Konstante C = C (M,,g,q), so dass fiir alle

w € Wl (M,) gilt: 1
(/ = w|Q) <c([ )" 2.28)

Dabei ist W := fy, w:= vol fM
Damit lasst sich nun die ,,partielle Integration auf Mannigfaltigkeiten beweisen:

Lemma 2.14. Sei (M,, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gilt fiir u,v € C*(M,):

/M (Agu)v dvy = —/M (Vu,Vv), dv, :/ u(Agv) dvg (2.29)

n

wobei (Vu,Vv), = g 0ud;v.

Beweis. Sei (Q;,¢;);c; ein Atlas auf M, und {@;},., eine der Uberdeckung (endlich) {£;},., unter-

geordnete, glatte Teilung der Eins. Dann zeigt man mit i := uo ¢!

.0 A .
/ (Agu)v dv, —Z/ \/(ngj ( det(g)g”(yxsu> vy/det (g)dx.

iel

Partielle Integration der einzelnen Summanden ergibt:
/ 0,0; ( det (g)gjs85ﬂ> Vdx
i ()
= — (v -]‘ 1
/ oy @) (Vdet(g)g" o) dx
=— / @ (9;0;) vg”* it/ det (g)dx — / (g”* 05iid;v+/det (g)dx

l

wobei die Randterme verschwinden, da supp ¢; C £2;. Oben eingesetzt folgt:

/ (Agu)v dvg =— Z/ o) (9;6) vg’* dgiiin/det (g)dx
M, icl J 0i(%i
—Z/ Otlgf dsiid;jv/ det (g)dx

iel
Y oi|oo™ V) vg/* aiin/det (g)dx
(P1<Q ) i€l
=0, Ye; 0=1

/Mn (Vu,Vv), dvg
__/Mn (Vu,Vv) dv,

und damit die Behauptung. O
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Satz 2.15. Sei M, eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und w € H?> (M,,). Die reellwertige
Abbildung

1
2

2 2 2
wis (Iwlfs + IV + law3:)
ist eine Norm auf H* (M,,), welche diquivalent zu ||.| - ist.

Beweis. Die Normeigenschaften der Abbildung ergeben sich aus den Normeigenschaften der L”-
Norm.

Zur Aquivalenz.

Behauptung. )
n|V2w|” > |aw)? (2.30)

Beweis dazu: Sei A eine reelle n x n Matrix. (A,B) := sp (ABT) definiert ein Skalarprodukt fiir die
reellen n x n Matrizen. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt:

[sp (AB)[* < sp (44" ) sp (BB")
bzw. speziell mit der Einheitsmatrix:
sp(A) < n-sp (AAT).

Wendet man die Ungleichung auf die Matrix mit den Eintrdgen

- [ 9%w aw
i ki _rm
Aj=¢ <axkaxf Lj axm>

an, so folgt mit

V20 |* =g g" 'V, ViV Vow

. *w aw d%w aw
— ol k¢ _1m _rs27
88 (axiaxk i 8x’"> <axfaxf Fﬂaxx>

und 2 3
_ i W ko
Aw=g <8xi8xj L axk
die Behauptung.
Behauptung.

/ |v2w\2:/ \Aw\z—/ Ric(Vw, V) ¥w € C™ (M,) 2.31)
M, M, M,

Beweis dazu: Aus Gleichung (2.12)) mit den Komponenten des Gradienten grad w = Viw-2 =

dxk
gt % % ergibt sich:

ViV Vi — V,V,Vhw = Rf, Viw.
Durch Kontraktion der Gleichung, d.h. k = i, folgt:
ViV;Viw—V,;V,Viw=R;jV'w = R;;V'w.

Multiplikation mit V/w und Integration:
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/ ViV ViV — / Y,V ViwVi = / R ViwViw,

M, M, M,

Partielle Integration des zweiten Integrals liefert:

/ V,V ViV / VViwY Vi = / Ric (Vw, V). (2.32)

M, M, M,
Fiir das erste Integral gilt:

/ V.V, ViwVin = / gV, V ViwVw
M, M,

part. Int. /M ngVjViniVSw — / (Vigj“') VjVinSw.
Da die Metrik g vertriglich mit dem Levi-Civita-Zusammenhang ist, gilt:
Vg =0.
Differenziert man die Gleichung g, J-gj‘Y = 0 kovariant, ergibt sich:
(Vigej) 8" + g (Vig”) =0.
=

Multiplikation mit g/ zeigt:
Vg =0.

Damit verschwindet das zweite Integral und nach nochmaliger Anwendung des Argumentes gilt:

/ ViV ViwVip = — / gg"V ;VwV,Vw.
M, M,
Eingesetzt in (2.32]) liefert:

—/ ‘VZW‘Z—F/ (Aw)zz/ Ric (Vw,Vw)
M)l Mn Mn

und damit die behauptete Identitit (2.31]).
Da M,, kompakt, kann man eine Konstante C finden, so dass gilt: Ric > —Cg. In (2.31]):

/ ‘V2w|2 < / |Aw|? —|—C/ g(Vw,Vw)
Im, Im, M,
= / |Aw!2+C/ IVw|?. (2.33)
Mﬂ Mn
Mit (2.30)), (2.33) und der Dichtheit von C*(M,) in H*(M,) folgt die Aquivalenz in H?(M,,). 0

1
Im Folgenden wird mit ||.||,,» die Norm (HHiz + V|72 + HAH%z) * bezeichnet.

Lemma 2.16. Sei M,, eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n.

Die Teilmenge H*(M,) := {v € H*(M,): Ju,v= 0} C H*(M,) ist als abgeschlossener (sogar
schwach folgenabgeschlossener) Teilraum in H*>(M,) wieder ein Hilbertraum mit der durch das
Skalarprodukt

() Y B X H* 5 R, (u,v) g2 = (Au, Av) 2 + (Vu, Vv)

induzierten Norm |lul| g2 := +/(u,u) 2, die auf H? dquivalent zur Norm auf H*(M,) ist.
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Beweis. Die Unterraumeigenschaften fiir A2 sind leicht zu zeigen.
Zur Abgeschlossenheit: Sei (v;) eine Folge in A% mit vy — v in H>(M,,) fiir k — co. Damit:

M, u, Ju,

fiir k — oo, das heiBt [}, v=0,bzw.v € H?. Da der Teilraum H? eine konvexe Menge in H(M,,) ist,
folgt die schwache Folgenabgeschlossenheit. Als abgeschlossener Teilraum in H?(M,) ist H* (M,,)

Holder Ugl.
< [ vl S el =l S clv=vil —0
M,

wieder ein Hilbertraum, allerdings mit dem Skalarprodukt, bzw. der Norm auf H?(M,,). Der Teil-
raum A2 enthilt nicht mehr die konstanten Funktionen ungleich Null, sodass die, beziiglich (. , .},

,verkiirzte” Bilinearform (. , .)z. zu einem Skalarprodukt auf H? wird. Dazu sei (v,v) g2 = 0 fiir

v e H?, also
oz/ (Av)2+/ V2.
Mn Mn

Somit folgt v = konst. und mit |, m, V= 0:v=0. Die restlichen Skalarprodukteigenschaften ergeben
sich aus dem L?-Skalarprodukt.

Zur Norm-Aquivalenz: Sei v € H?.

e Sicherlich gilt |v|| g2 < [|V||2-

S, v=0,
o AuBerdem: [[v[7z = [Av|Z+ VI + V7 < clvllze

O

Bemerkung 2.17. Analog zu der Norm ||.|| ;2 bzw. dem Skalarprodukt (.,.) . sind die Abbildungen

1

2
wes (llawlF+BIVwlf+ywli:)
u,v =0 (Au,Av) 2+ B (Vu, Vv) o + 7 {u,v) 2,

mit o, B,y > 0 dquivalente Normen bzw. Skalarprodukte auf H>(M,,).
Auf A%(M,) sind entsprechend die Abbildungen

1

2 2 \2
wi (o AwlE+BVwlE:)
u,v =0 (Au,Av) 2 + B (Vu,Vv),.,

mit ¢, 3 > 0 dquvialente Normen bzw. Skalarprodukte zu ||| 52 bzw. (.,.). und werden im Fol-
genden benutzt. Auf A%(M,) ist sogar B = 0 moglich:

[ oo
M,

1

— [l < () ([ a7)

1

j}\/ln‘}:(L 2 2 9 %
< c</ \vw|> </ (Aw)) .
M, M,

VWl 2 <cllawllpz.

Also



Kapitel 3
Die verbesserte Beckner-Ungleichung

3.1 Ungleichungen

Sei 2 ein glattes Gebiet in R", dann besagen die klassischen Einbettungssitze von Sobolev [18],
dass fiir kp < n die Einbettung
0" () = L (Q)

stetig ist. Hier bezeichne Wé‘ 7 () den Abschluss des Funktionenraumes der Funktionen mit kom-
paktem Tréger in € und Ableitung der Ordnung k in L? unter der Norm (¥s<x [ |V |Pdx) /P,
Nun stellt sich die Frage, ob die Inklusion im Grenzfall n = kp immer noch gilt, d.h. Wé‘ n/k (Q)—
L~ (£2). Es stellt sich heraus, dass sie nicht gilt: zum Beispiel liegt fiir n > 1 die auf dem Einheitsball
unbeschriinkte Funktion w(x) = log(log(1 + ﬁ)) in W,".
Dafiir konnte Trudinger [33]] folgende Variante der ,,Fast-Beschrinktheit“ beweisen: Es existieren
Konstanten 8 (n), C(n), so dass fiir w € WOI"” () mit
Jo |[Vw|"dx <1 gilt:

/Qeﬁ“”""jdxgc(n)\m (3.1)

Dieses Resultat konnte von Moser in [27]] noch weiter prézisiert werden: Es existiert eine Konstante
1

Bo = Bo(n) = nw"}, so dass unter gleichen Bedingungen an w fiir alle § < fy die Trudinger-
Ungleichung gilt. Dabei ist ®,_; die (n — 1)-dimensionale Oberfliche der Einheitssphire im
R". Die Konstante [y ist scharf, das heiBt, fiir alle § > B kann das Integral aus unbeschrinkt
werden. Eine Erweiterung der Ungleichung auf hohere Ableitungen, das heiflt fiir Funktionen in
wki (2) wurde von Adams [1] bewiesen und von Fontana [16] in folgender Form auf kompakte

Mannigfaltigkeiten verallgemeinert:

Satz 3.1. Sei (M,,,g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und k € N strikt kleiner als n.
Dann existiert eine Konstante C (k,M,,), so dass fiir alle w € W1 (M,,) mit Ju, w=0und

o

n
k

VAT w <1, fiir k ungerade

k
/ )A?w
M)l

(3.2)

n
k

<1, fiir k gerade

gilt:

21
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/ Polkmwl i o (3.3)
M,
wobei .,
no(m2fr ()T
o T (n_§+1) , fiir k ungerade
Bo (k,n) = - k) L (3.4)
n 71'72 F E e
, fiir k gerade.
()] ( I n;) ) fl't §

(%3
Weiterhin ist By (k,n) scharf, das heift fiir jedes B > Bo (k,n) kann das Integral in (3.4]) nicht mehr
gleichmdpflig beschrdnkt werden.

Fiir den Spezialfall einer kompakten 4-dimensionalen Mannigfaltigkeit und Funktionen in H? ergibt

sich der von Branson, Chang und Yang [8] zur gleichen Zeit bewiesene Satz:

Satz 3.2. Sei (My,g) eine kompakte, geschlossene Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine Konstante
co = co(g), so dass fiir alle w € H* (My) mit ||[Aw|| ;2 < 1 gilt:

/ 20— < 0 vol (My). (3.5)
My

Verzichtet man auf die Einschrinkung |[Aw||,;» < 1 erhélt man:

Lemma 3.3. Sei (My,g) eine kompakte, geschlossene Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine Kon-
stante co = co (g), so dass fiir alle w € H* (M) gilt:

. 1
1 A=) < — AW 3.6
og M4e <logco+ Py |[Aw]|72 (3.6)

Beweis. Mit der Young’schen Ungleichung ab < % + %2 erhélt man

64°
41 A2 - (w— W) w264 < 8| Aw||f2 + — (w—w)* .
—_—— ——— —— 2
a b
Daraus folgt
o) < < Al 4 322 )
w—w) < — |[|[Aw]|72 -_—.
2 awz
Und schlieBlich ] .
][ Hv—) <][ eﬁHAw”izeHAW”gﬁn (w—w) '
My A
Sei u := %, also [|Aul[;» < 1. Somit erfiillt # die Vorraussetzungen von Satz mit i = 0.

Daraus folgt
][ e4(w7m7) < C#HAWMZ o~ vol (M4) ,
My

und

_ 1
log £ &™) <log(co-vol (Ma)) + o || AW|7. .
e 8
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Mit dieser Ungleichung ldsst sich nun ein fiir spitere Anwendungen wichtiges Hilfsmittel beweisen:
Lemma 3.4. Sei [y, lAw]* <c, Ju, |Aw;|* < ¢ mit Ju, wi = Ofiir alle i € N. Falls w; — win H?(My)
fiir i — oo, dann gilt fiir alle f € L*(My) und alle p € R:

/ fePi — / fePV, i oo, (3.7)
My My

Beweis. Mit der Ungleichung
le* — 1] < |x| el (%)

folgt:

ePi=w) _ | ’

/ e/ —eP| = /epw
My My

()
< / e plw; — w|ePMimv!
4

1 1 1
Holder Ugl. 4 2 4
2 .
< ¢ / et / lwi —w| / edrlwimwl )
My My My

~~

beschrinkt (Lemma [3.3) —0, Satz 2.17] =1

Das letzte Integral I ist beschriinkt: Die Funktion (w; —w) liegt in H2, wobei auf Grund der schwa-
chen Konvergenz von w; gegen w gilt: [y, (wi—w) =0,i — oo.
Weiterhin gilt fiir alle i:

5 3 5 3
(fami-wB)" < ([ qami+iany?)
My My
Minkowski-Ugl. 2 % 2 %
ST ) (] )
My My

< 24/c.

Da der Beweis zu Lemma[3.3|analog mit |.| statt (.) funktioniert, folgt mit Lemma 3.3|fiir [w; — w|:
1 ist beschrénkt. Insgesamt folgt: [, |e”*" —e”"| — 0 und damit die Behauptung. O

Wie sich herausgestellt hat, spielen diese Ungleichungen eine entscheidene Rolle, um das Pro-
blem vorgeschriebener Kriimmungen auf Sphéren zu bearbeiten. Speziell in dieser Arbeit ist die
Q-Kriimmung auf der Sphire S* von Interesse. Auf der S* wird die Ungleichung wegen
voly (S*) = (87%)/3 daher zu:

1
log][ et < logco—i—f][ (Aw)2—|—4][ w. (3.8)
S 3Js¢ S
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Beckner konnte mit seiner Arbeit [5] dieses Resultat noch weiter verbessern: Fiir alle w € H? (S“)

1og][ M < ][ (Paw) w+4][ (3.9)

Ein alternativer Beweis fiir diese, nach Beckner benannte Ungleichung wird in [[13] von Chang und
Yang gefiihrt. Da der Paneitz-Operator nach Gleichung (2.24)) auf der Sphire S* gleich A2 —2A ist,
folgt nach partieller Integration:

1 2
4w - 2., “ 2
log]ée < 3]é4 (Aw) +3]é4|Vw\ +4]é4w. (3.10)

Bezieht man die L>-Norm fiir die Funktion w — w mit ein, erhilt man als Folgerung aus der Unglei-

gilt:

chung (3.8)) folgende von Brendle [10, Proposition 3] bewiesene Ungleichung:

2
log][ 4W< 4(Aw)2—|—§]é4|Vw|2—4]é4 (W—W)2+4]é4w+c. (3.11)

Der Beweis wird in Abschnitt dargestellt. Definiert seien nun folgende Mengen:

Definition 3.5. Seien (x1,...,xs) die Koordinaten des R’, in den die Sphiire S* eingebettet ist.
= {weH2 (s \][ eMx;=0,j= 1...5},

Sy = {wey\][ et = 1}.
84

Fiir Funktionen w € .#, d.h. zum Beispiel unter Symmetrieannahmen wie w (—x) = w(x), konnen
die Konstanten in den Ungleichungen verbessert werden:

Zuriickgehend auf eine Ungleichung von Aubin [2] auf der Sphire S? konnten Branson, Chang und
Yang in [8] eine analoge Ungleichung in der Klasse .7 auf der Sphire S* beweisen und den Faktor
vor f (Aw)? verringern:

Sei € > 0. Dann existieren Konstanten C; (€) und C; (€), so dass fiir alle w € . gilt:

4w l 2 2
10g]é4e <Ci(¢e)+ <6 +8> ]é (Aw) 4+ C, (8)]é4 |Vw] —|—4]é4 w. (3.12)

Als Folgerung aus den Ungleichungen (3.11]) und (3.12]) bewies Brendle [10, Proposition 5] fiir
reelle Konstanten 1) und C: Fiir alle w € .7 gilt

1 2
4w - 2~ 2
1og][g4e < (3 n>é4(Aw) +3]é4|w\ +]é4w—|—C.

Fiir die Losung des Problems der vorgeschriebenen Q-Kriimmung auf der Sphire S* wird auf di-

rekte Methoden der Variationsrechnung zuriickgegriffen. Das heil3t, es wird unerlisslich sein, Kom-
paktheit, beziehungsweise eine beschrinkte Folge in H? (S4) , zu finden. Wie sich herausstellt, wird
dies mit den bisherigen Ungleichungen nicht erreicht, mit der folgenden, verbesserten Beckner-
Ungleichung ist dies jedoch moglich. Der Beweis der Ungleichung geht auf eine Arbeit von Wei
und Xu [34] zuriick und wird nach einigen Vorbetrachtungen iiber den Paneitz-Operator in Ab-
schnitt [3.3]dargestellt.
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Satz 3.6 (Verbesserte Beckner-Ungleichung). Es existiert eine Konstante a < 1, so dass fiir alle

we .S gilt:
1
log][ e < (a][ (Paw)w+12 w) ) (3.13)
S 3 s s*

3.2 Eigenwerte und Eigenfunktionen des Paneitz-Operators P4

Zur Erinnerung: der Paneitz-Operator P4 auf der Sphire S* wird fiir hinreichend glatte Funktionen

w durch (2.24)) als

Pyw=—-A(-A+2)w
gegeben. Im Folgenden ist es wichtig, die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Paneitz-Operators
auf der Sphire S* zu kennen. Dabei liegt die Vermutung nahe, dass diese eng mit den Eigenwerten
und Eigenfunktionen des Laplace-Beltrami-Operators A auf S* verkniipft sind, wie spiter gezeigt
wird. Zuerst einmal eine variationelle Charakterisierung der Eigenwerte von Py:

Satz 3.7. Sei P4 der Paneitz-Operator auf der Sphiire S*. Dann gilt:

1. Der Kern von P4 sind die konstanten Funktionen und [g (P4v)v ist nichtnegativ fiir alle v €
H2(SY).

2. Der Paneitz-Operator besitzt einen kleinsten, positiven Eigenwert Ay mit zugehéoriger Eigenfunk-
tion wy als Losung des Eigenwertproblems in folgendem schwachen Sinne: fiir wi € H? (S4) \{0}
gilt fiir alle € H* (S*)

/(]P’4W1)(P=)L1/ wi1Q. (3.]4)
S* S*

Die Eigenfunktion kann in L*(S*) normiert gewcihlt werden: ||w |2 = 1 und Ay ergibt sich als

Losung des Variationsproblems

)L]— min W):/ (P4W1)W1. (3.15)
s#*

ver\o} fu
Beweis. 1. Sei P4v = 0. Dann folgt

02/ (Byv)v =" / (Av)2 42 / VP
S4 S4 S4

und somit v = konst.. Insbesondere gilt fiir alle v € H? (S“):

/84 (Pgv)v > 0.

2. Zur Positivitit von A;: Sei die Norm ||.|| 5> mit oo = 1 und B = 2 gewibhit.

%2 Lemma 2.16] . CHVH%Z

.[S“ (P4V) V part. Int. . ”V
A= 2 = 1 2 = m 2
veH?\{0} ||v||L2 veH?\{0} HVHLZ veH?\{0} ||V||ﬁ2

—¢>0.  (3.16)

Dann existiert eine Minimalfolge (v¢) in A* (S*) mit [[vg||;2 = 1 fiir alle k und [jvg 1292 — Ay fiir

?;12 — & < A4 fiir ein € > 0. Somit

k — oo. Sei k groBgenug, so dass ||vg
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Lemma

Mte>lz = el

Damit ist die Folge (v¢) beschrinkt in H*(S*). Nach Auswahl einer Teilfolge (vx) existiert dann
eine Funktion w; € H? (84) mit vy — wy in H?2 (84) fiir k — oco. Die Funktion w; liegt mit Hilfe der
schwachen Konvergenz in H> (S“): 0 = Jq4 vk — Jga v fiir kK — oo und nach Anwendung des Satzes
von Rellich-Kondrachov folgt die starke Konvergenz von vy gegen wy in L?. Mit der Stetigkeit
der L?-Norm und der schwachunterhalbstetigen A2-Norm sieht man:

1 = lim [jvg][;2 = [[wil 2
k—oo0

und

2
a2

%12 > ”Wl

)Ll — hIIllIlfHVk
k—yo0

AuBerdem gilt ||w %Iz > Ay, also |jwy %:12 = A1, d.h. die Variationsaufgabe ist gelost.
Zu zeigen bleibt: wy 16st das Eigenwertproblem (3.14)). Sei also ¢ € H? beliebig und ¢ € R nahe 0.

< w1 +19| 7 _ Wil + 21 (w1, @) g + 12 [ 9|52
T witteln w7 2t (wi, @)+ 12 0]l 7
#0
M2t (w1, @) +12 0] e
1421 (wi,9) 2 + 12| @] 12
>0, ¢ nahe 0
Also
M| @ll7 + 261 (wi, @)z < 2t (wi, @) o + 129 2 -
Division durch # > 0 und t — O liefert
21‘1 (Wl,(P>L2 < 2<W1,(P>1f12 .
Division durch t < 0 und t — 0O liefert
211 (Wla(p>L2 Z 2<W17(P>I:12 .
Insgesamt folgt fiir alle ¢ € H?:
A’l <W17(P>L2 = <W1)(P>I-A]2 . (317)

Gleichung (3-17) gilt auBerdem fiir alle ¢ € H?: Sei dazu ¢ € H? beliebig. Damit gilt: (¢ — Js4 @) €
H? und weiter
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Mwi, Q) = ll/S4W1(P—ll/S4(P /S4W1
——

=0, w; 61:12

A’l <W17(p_ (p>
S4 L2
3.17< >
— W1>(P—/ o
S* a2
/S4AW1A <(p—/S4(p>+2/S4Vw1V((p—/S4<p>

= <W1 ) (p>ﬂ2 .

O

Satz 3.8. Der Paneitz-Operator Py besitzt ein vollstindiges Orthonormalsystem (Wy)cy in L? von
Eigenfunktionen wy, € H? (84) mit zugehorigen Eigenwerten Ay in folgendem schwachen Sinne: Fiir
wi € H? (S*) \ {0} und fiir alle ¢ € H* (S*):

/ (P4wk)(p = )Lk/ Wi Q. (3.18)
S* S*
Fiir die Eigenwerte gilt:
)Lk-&-l > Ak >0 und ]}im lk = oo, (3.19)
—>00

Beweis. Der erste Eigenwert A; sowie die erste Eigenfunktion wy ergeben sich aus Satz Aus-
sage 2. Sei J# := span{w;} C H? (84) der von w; aufgespannte und abgeschlossene Teilraum in
H? (S*) und 4" das zugehrige orthogonale Komplement in A (S*). w, erhilt man als Losung
des folgenden Variationsproblems auf %ﬂll.
A= min M :/ (Pawa)wy  mit |lwall,2 = 1.
ve ti\{0}  faa |V S5

Ganz analog zu Satzwéihlt man eine Minimalfolge (v) € 74+ 1 |2 = 1 und ||vg 22 — A2,
k — 0. Nach Auswahl einer Teilfolge gilt fiir k — oo : v; — wy in H? (84). Da [q v = O fiir alle &
folgt wy € H* (S*) und wy € 11 0 = (v, wi) 2 = (w2, w1) g2, k — eo. Miit dem Satz von Rellich-
Kondrachov folgt die starke Konvergenz in L? und somit wie in Satz

Iw2l32 = A2 und [|wall2 = 1,

d.h. wy € %”ll ist optimales Element. Analog gilt weiter die Euler-Lagrange-Gleichung: Fiir alle
¢ €Nt
(W2, 0) o = M2 (w2, 0) 2. (3.20)

AuBerdem gilt:

0= (wo,wi)pe= A (wo,wi)2,
>0
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und damit nicht nur die Orthogonalitit von w, zu wy in A? (84) sondern auch in L? sowie in H?:

(w2, w1) g2 = (W2, wi) g2 + (w2, w1)2 = 0.

=0 =0

Mit dem Projektionssatz lassen sich die Testfunktionen ¢ € H? (S*) zerlegen: ¢ = @, + ow; mit
¢ € A+, a € R. Somit
-0

—
W2, @)z = (W2, 02) 2 + 0 (W2, wi) o

3.20
A (wa, @) 2 + Ao (wa,wi) 12

-0
= L (w2,0),2.

Fiir beliebige ¢ € H? und der Verschiebung (¢ — Jse9) € A? folgt die Relation wieder fiir alle ¢ €
H?. Das heiBt w» ist in der Tat Eigenfunktion zum Eigenwert A,. Da ,%”ll c A? (S4) folgt Ay > Ay.
Fiir den nichsten Eigenwert wird nun iiber das orthogonale Komplement von 773 := span{wj,w,}
minimiert:
P
do= min BTN s mit sl =1,
ve#5\{0}  [sa V] S+
w3 € H* (S*) geeignet.
Durch dieses Verfahren erhilt man induktiv die Eigenfunktionen wy € A2 (S*) mit ||wy|[;2 = 1 und
fiir k # £: wyLwy in H? (S“) und L. Fiir die Eigenwerte gilt mit . := span{wy,...,w;} und A+
in A2 (84) :
P
MAiy1 = min Jos (Pav)v 4v2) 4
ve i \{0}  faa |V

Weiter beweist man limy_,., Ay = e mit der Widerspruchsannahme: Es existiert ein C > 0, so dass
fiir unendlich viele k gilt: A, < C. Fiir diese Teilfolge (A;) gilt:

s M1 > A

C > (We,wi) 2 = Wi, Wi 2 + (Wi, Wie) 12 = Age (Wi, Wie) 2 + (Wi, wie) 2 = A+ 1> 0.
—_— —

Damit folgt

HwkH%,z <C und { ist Orthogonalsystem in H?.

1
\/1+7Lka}

Mit der Besselschen Ungleichung in H? fiir alle ¢ € H?

lolfe > ¥ (0. (VIHA) w)

H2
folgt:
—1 1
0= lim <(p, (\/1 +7Lk) wk> = lim ———— (@, wi) 2.
k—roo 2 ke /14 A
——
>



3.2 Eigenwerte und Eigenfunktionen des Paneitz-Operators P4 29

Somit gilt
lim (@, wy) 2 =0,
k—ro0

und weiter
wi — 0, k — oo, in H>.

Mit ||w|3> < C und dem Satz von Rellich-Kondrachov folgt: w; — 0 in L2. Da dies ein Widerspruch
zu |[wi| ;2 = 1ist, folgt limy_,e, 4 = oo. Bleibt die Vollstindigkeit des Systems in L? zu beweisen.
Schritt 1: Sei ¢ € 2. Dann gilt fiir k beliebig in A

0 =@ +oF, mit €4 =span{w,...,w;} und @ € - C A%

Mit < \//TW J> als Orthonormalbasis von J# gilt:
i J=1,.k

(o () ) (V) o= Eb0 aesion

j=1

(P’WJ>L2W]

5
i

Dies bedeutet, dass ¢ auch in L? die k-te Fourier-Partialsumme von ¢ ist. In A2 gilt dann:

NE
, = Mert H‘Pk L

Az el

Es folgt

22 > || — |72 — O fiir k — o0, da lim 2 = co.
—>00

Das heiBt: ¢ — ¢ in L? und somit gilt fiir alle ¢ € A2 in L*:

0= (@,wi)2wr. (3.21)
k=1

Schritt 2:

Behauptung. Der Hilbertraum ldsst sich in die direkte Summe der zueinander orthogonalen abge-
schlossenen Unterriume A2 und kerP4 = span {1} zerlegen, d.h. fiir alle ¢ € H? gilt:

p=%+a, W¥cH? ackerPy

Beweis dazu: Lemma zeigt die Eigenschaften von A2 und kerPy ist als Kern des Paneitz-
Operators ein abgeschlossener Unterraum von H2. Zur Orthogonalitit: Sei ¥ € H? und « € kerPy:

<'I’,oc>H2:<A‘P,Aoc> +2<V‘P,V(x> W), =« /8411/ 0.
12 12

=0 =0 N——
=0, Yech?

Zur direkten Summe: Man betrachtet die Projektion 7w : H> — H?, ¢ — ¢ — fs+ @. Es gilt:

e Firalle o € kerPs: m(a) = o — fa 00 = 0.
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e Firalle Y c A% n(¥) =¥ — ="
S
=0 .
e Fiiralle ¢ € H?: fu (@) = fs @ — fs @ = 0, also w () € H>.
e Fiiralle € H?: ¢ — (¢) = fgu ¢ € kerPy.

Somit besitzt ¢ die Zerlegung ¢ = ¢ — 7w (¢) + 7 (¢). Diese ist nach dem Projektionssatz eindeutig,
—_———

ckerPy chH?
daraus folgt die Behauptung.

Schritt 3: Sei ¢ € H? beliebig. Dann gilt fiir ¥ € A? und o € kerPy:

¢ = ‘P-i—OC-Z lPwk nwr+a

Z (W, wi) ppwi +(a, 1) 2

Die Relation gilt fiir alle ¢ in der dichten Teilmenge H? von L? und damit folgt die Vollstindigkeit
des Systems auf L2. O

Da das System der Eigenfunktionen vollstindig ist, besteht das Spektrum o (P4) des Paneitz-
Operators P4 nur aus Eigenwerten. Die expliziten Eigenwerte und Eigenfunktionen von P4 auf der
Sphire S* konnen direkt aus den entsprechenden Eigenwerten und Eigenfunktionen des Laplace-

Beltrami-Operators A gewonnen werden:

Satz 3.9. Sei P4, = A% — 2A der Paneitz-Operator auf der Sphiire S* und liL > 0 die Eigenwerte aus
dem Spektrum des Laplace-Beltrami-Operators A auf S* mit zugehorigen Eigenfunktionen v;:

Avi+ A =0.
Dann gilt fiir das Spektrum von Py:
o (P ={ (1)’ +24F At eo(a)}.
Auflerdem ist v; Eigenfunktion von P4 zum Eigenwert (?L,L)Z +2AL, das heift
Pyv; = <(7LZL)2 + 21}) Vi
genau dann, wenn v; Eigenfunktion von A mit Eigenwert 7LiL ist

Beweis. Man zeigt zunichst die einfache Richtung: Sei v; Eigenfunktion von A zum Eigenwert 1.
Dann folgt:

Pyv; = A%v; —2Av; = (liL)z vi+ 25,
d.h. v; ist Bigenfunktion mit (AX) 4 2% als Eigenwert.
Zur Riickrichtung: Sei w Eigenfunktion von P4 mit nichtnegativem Eigenwert u (siche Satz [3.7)),
A*w —2Aw = uw, dann folgt

(a—1-vT+u) (A=1+/T50)w=

=w
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Angenommen w = 0, daraus folgt:

Aw—i—(—l—i-\/l—i-u)w:o.

Das heifit, w ist Eigenfunktion des Laplace-Beltrami-Operators zum Eigenwert
—14+/1+ u. Das heil3t es existiert ein i, so dass folgt:

—14y/THp=AF und u= (L)’ +22L.
Falls nun w = 0 ist, dann folgt:
(A—l—\/l—i-/.L)vT/:O,
und weiter
A+ (—1 _ /1 +u) W =0.
Also existiert ein i, so dass —1 —/T+ p = A}. Allerdings sind die Eigenwerte A/ stets nichtnegativ,

wihrend —1 — /1 4 u < 0 gilt. Damit existiert ein Widerspruch, d.h. es musste schon w = 0 gelten
und damit die Behauptung. O

Wie sehen nun aber die Eigenfunktionen und Eigenwerte des Laplace-Beltrami-Operator A auf der
Sphire S* mit der Standardmetrik gy konkret aus? Sei dafiir S* := {x = (x1,...,x5) ER’, |x| = 1}
wieder in den euklidischen R> eingebettet und parametrisiert durch

x=x(u)= (x] (ul,...,u4) yeery X5 (ul,...,u4)) U —S$*
mit U C R* offen. Durch die Abbildung
P(ru):= rx(ul,...,u4) , firre (0,0), ueU
erhilt man im weiteren Sinne Polarkoordinaten in R>. Daraus folgt fiir die Eintriige der Jacobi-
Matrix: P op P

or "V ou ou! B

P op ) =1 oP JP\ ,/0dx Jx
or or/) M T \ouwrow /) T \ououw /)

JdP JdP dx d
2<aul,ar> :2<aul,x> = ﬁ (x,x> :0

Weiter gilt:

Damit folgen die Eintrige der Koeffizientenmatrizen der Metriken g und g¢ auf R5 und $*:
grr(l/t,r):17 gri(uar):()v l:2)57
g,-j(u,r):rzgo?,-.,-(u), i,j=2,...,5,

und weiter fiir die Determinanten und inversen Matrizen:

det (g (u,r)) = r*\/det(go (u)),

T ST
g”:r—zgg, i,j=2,...5.
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Sei nun f (u,r) eine reellwertige Funktion und Ags der Laplace-Beltrami-Operator auf R>. Dann
gilt mit Gleichung (2.10)):

ARSf(M7r) 1

~ iy (V@A )

e (0 (Vs W) )

)

L 1 1 i
=0, (3, f (w,1)) + \/Tai (V/aet(go () 3y (u,r))
1

:ﬁ(;r (r48rf(u7r))+ AS4 (uar)‘S“
Falls f homogen vom Grade & ist, d.h. es gilt f (u,r) = r*h (u) fiir eine Funktion &, dann folgt:
Agsf (u,r) = Agsr*h (u) = P72 (k(4+k— 1) h (u) + Agsh (u)) .

Das heiBt: f ist harmonisch genau dann, wenn 4 eine Eigenfunktion auf S* zum Eigenwert
k(4+k—1) = k(3+k) ist. Wie sich herausstellt [6, S. 159 f] bilden die auf die Sphire einge-
schrinkten, harmonischen und homogenen Polynome vom Grade k die Eigenrdume zu den Eigen-
werten AL =k (3+ k), k € Ny. Die Vielfachheit der Eigenwerte A}, beziehungsweise die Dimension

der Eigenrdume, betrigt:
(24k)!

6-k!
Mit Satz [3.9|ergeben sich somit die Eigenwerte des Paneitz-Operators P4 auf S*:

(34 24). (3.22)

M = k* + 613 + 11K% + 6k = (k+3) (k+2) (k4 1) k. (3.23)
Als Spezialfall k = 1 zeigt man:

Lemma 3.10. Eine L? (S4) -orthogonale Basis des Eigenraumes des Paneitz-Operators zum Eigen-
wert A = 24 sind die Einschrinkungen der 5 Koordinatenfunktionen x;, i = 1,...,5 des R auf S*.

Beweis. Die Koordinatenfunktionen x; sind homogene, harmonische Polynome vom Grade 1, d.h.,
deren Einschrinkungen auf die Sphire liegen im Eigenraum zum Eigenwert A = 4 des Laplace-
Beltrami-Operators und, wie oben gezeigt, auch im Eigenraum zu A; = 24 von P4. Da nach Glei-
chung die Dimension des Eigenraumes 5 betrégt, reicht es, die Orthogonalitidt und damit auch
die lineare Unabhingigkeit der Koordinatenfunktionen zu zeigen. Sei i # j:

/ d VIR dxi ..d
XiXj AVg) = x,xj XidXy ... Xi ...adXxs
L x, weggelassen

1 Zl#lx[ R
_/x]|: :| d]...dxi...dX5

1 Z/# x,

=0
=0.
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O

Mit Hilfe der Eigenfunktionen x; ldsst sich eine notwendige Bedingung an eine Funktion Q €
C=(S*) stellen, die Q-Kriimmung der Sphire S* zu sein: die Kazdan-Warner-Bedingung.

Satz 3.11 (Kazdan-Warner). Sei w € C* (S4) und erfiille die Differentialgleichung
Puw+6=0e" auf S* (3.24)
mit Q € C7 (S4). Fiir j=1,...,5 seien x; die Eigenfunktionen des Laplace-Beltrami-Operators mit
Axj+4x;=0.

Dann gilt fiir alle j = 1,...,5 _
£, (vo.vx) et —o. (3.25)
S#

Der Satz wurde von Kazdan und Warner in [22]] neben analogen Bedingungen fiir zweidimensionale
kompakte Mannigfaltigkeiten auf der zweidimensionalen Sphire S? bewiesen und von Wei und Xu
in [34]) auf die S* verallgemeinert.

3.3 Beweis der verbesserten Beckner-Ungleichung

In diesem Abschnitt soll nun die Verbesserung der Beckner-Ungleichung bewiesen werden: Es exis-

tiert eine Konstante a < 1, so dass fiir alle w € .7 gilt:
1
log4 e* < - <a][ (Paw)w+ 12 w> : (3.26)
s 3\ Jst s
Der Beweis gliedert sich in die Teile A und B. In Teil A werden kritische Punkte des Funktionals

1
Ja W] := 10g]é4 e 3 (a]é4 (Psw)w+12 - w)

fiir a < 1 gesucht. Diese werden in Teil B bendtigt um die Verbesserung der Beckner-Ungleichung

letztendlich zu beweisen.

3.3.1 Teil A

Benotigt werden die beiden folgenden Regularititsresultate, wobei das Erste auf Chang, Yang und
Gursky [11, Main Theorem] zuriickgeht und das Zweite in dem Skript von Robert [31, Theorem
1.7] zu finden ist.
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Satz 3.12. Sei M, eine kompakte vierdimensionale Mannigfaltigkeit. Das Funktional G : H*(My) —
R sei definiert durch:

Glw] = /M ((Aw)2+ (ocAw+[3 \Vw]2>2> +/A44 (Ai (Viw, V jw) + E (w — 1))

wobei o, B € R, E : R — R und A ein symmetrischer 2-Tensor ist. Falls w € H*(My) das Funktional

G minimiert und G die Bedingungen

1. |E (x)| < aje®H,
2. ‘A,'jvivj“ S as |V|2,
3 |E (x)] < areM,

mit ay,a;,as konstant erfiillt, dann folgt:

w e CM(M4) .

Satz 3.13. Sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei A ein glatter symmetrischer
2-Tensor auf M, und a € C* (M,,). Sei f € W&P (M,,) und u € H* (M,,) erfiillt

/ AuA@+Aj; (Viu,V;@) +aup = / fo
M, M,
fiir alle ¢ € C* (M,,). Dann ist u € W*%P (M,,) und es gilt die Abschiitzung:

ullyaser < C 1 f llwer + Nl r) - (3.27)

An dieser Stelle soll nun die Ungleichung von Brendle (3.11]) bewiesen werden:

Proposition 3.14. Sei w € H* (S*). Dann gilt:

1 2
4w o L 2, 4 2 )
log € < 3]é4 (Aw) +3]é4|Vw\ 4]é4 (w—w) +4]é4w+C.

Beweis. Schritt 1: Seiw € C™ (S“). Dann existiert eine eindeutige Funktion v, die die partielle Dif-
ferentialgleichung
A%y —2Av =24 (w—W) (3.28)

mit
][ v=0 (3.29)
§4

erfiillt. Der Beweis erfolgt iiber direkte Variationsmethoden. Dazu betrachtet man das Funktional

Fv]:= ;]é (Av)? —i—]é V| —24]é4 (w—w)v.

Behauptung. F ist koerzitiv.
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Beweis dazu: Sei v € H2.
1 1
Holder Ugl. 1 2 2
Fp] > 2 Av —|—][ |Vv|? — 24 <][ (w —W)2> (][ v2)
S*
1
S f][ (Av)2+][ Vy? — 24c <][ ) ( V| )
2/s4 S4 S

Young Ugl. ]
> Sl e, vy,
2 St

Sei (v) eine Minimalfolge in A2, d.h. limy .o F [v] = min, ;2 F[v] =: o. Sei k so groB, dass
F [vk] = oo+ €. Dann folgt

F koerzitiv | 2 2
ate=Fl) = ulie-24f (=),

Also ist die Folge (v) beschrinkt in A? und mit der Poincaré Ungleichung auch in H%. Nach
Auswahl einer Teilfolge existiert einv € H 2 so dass vy — v in H2. Der Satz von Rellich-Kondrachov
zeigt v — v in L? und die schwache Konvergenz in H? liefert 0 = fou vy — f4 v, also v € H?. Da
die Norm ||. ||i,2 schwach folgenunterhalbstetig ist, folgt:

—00 k—o0 k—>00 S4

_2][ (Av) +][ Vv —24][
=F]

=Fp] >

1
o= hmF[vk] = lim (2][4 (Avg)? —|—][4 |Vvk\2> —24 lim 4 (w—w)w
S

=4 (w—w)v, L>-Konvergenz

Und schlieBlich gilt
Fv=q.

Zur Euler-Lagrange-Gleichung. Sei ¢ € H? (84).

d
= —F
0 ” v+10]

(=)<][ A(v+19)Ag +2][ V(v+ie)Ve
=0 St ~——— St Y———

l1<lavlApl+|agf? LI<IVVI|Vl+Vel®

=244 (w—w) go)

S4

t=0
2][ AvA(p+2][ VvV(p—24][ (w—) @
sS4 sS4 S*

Vertauschen von Differentiation und Integration in (x) ist moglich mit Hilfe des Satzes iiber pa-
rameterabhéngige Lebesgue-Integrale und fiir # nahe Null mit der Holder-Ungleichung mit v, ¢ €
H? (84). Fiir ¢ = konst. ist die Gleichung ebenfalls erfiillt, d.h. fiir v und fiir alle ¢ € H? (84) gilt

die Gleichung
0 :][ AvA<p+2][ vvaf24][ (w—
sS4 sS4 S4
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][ v=0.
S4

Zur Regularitit: Aus 24 (w —w) € C* (M,,) folgt 24 (w —w) € H* (M,,) fiir alle k. Mit Satz und
den Spezialfillen f =24 (w—w), A =2g und a = 0 gilt fiir alle &:

veH (M,).
Aus dem Satz von Rellich-Kondrachov folgt:
veC”(M,).

Zur Eindeutigkeit: Sei v eine weitere Losung der partiellen Differentialgleichung (3.28)) mit fg v =
0. Dann gilt:
A?(v—7¥)—2A (v—7) =0.

Multiplikation der Gleichung mit (v — ¥) und Integration iiber S* mit anschlieBender partieller Inte-
gration liefert:

][ (A (V—a))2+z][ V(v—9P=0

S* S*

Also ist (v — ¥) = konst. und nach Integration folgt ][4 v— ][4 v = konst. und somit v = V. AuBBerdem
S S

=0 =0
gilt die Abschitzung

sup [v(x)| < C|lw—w||,2 (3.30)

xeS*

Beweis dazu: Angenommen Ungleichung gilt nicht. Dann existiert eine Folge (v;) € H* mit
lvkll;2 =1 und HA2V’< —2A VkHH — 0. Nach der Ungleichung ist die Folge (v¢) gleichmiBig
beschrinkt in H* und nach Auswahl einer Teilfolge (v;) existiert ein # € H*, so dass vy — ¥ in
H*. Mit dem Satz von Rellich-Kondrachov folgt [|7]|,> = 1. Mit v — ¥ und ||A%v, —2Aw[,, — 0
ist v eine schwache Losung von A%% —2A7 = 0. Da die Losung eindeutig ist, folgt # = 0. Dies
widerspricht ||7]|,. = 1, d.h. die Abschitzung gilt.

Schritt 2: Sei u := w —v. Dann gilt:

][ (Au)2+2][ IVl
S# S*
= 1, AW)Z—Z][ AwAv+][ (Av)2+2][ (Viw=v),V(w—v))
S
part. In t][4(Aw) -2 4WA2V+][ (Av) +2][ V| +2][ IVw|? +4][ wAv
S S
= ][4 (Aw) —}—][ (Av) +2][ Vv +2][ |Vw|? —2][ sz—zAv)W
S
!][ Aw) +][ (Av) +2][ V| +2][ V]2 —48][ (3.31)

=fg4 (Pav)y —.7%4 (w—)*

Nach Satz [3.8|und Gleichung (3.23]) mit k = 1 gilt fiir den ersten Eigenwert des Paneitz-Operators:

(P (P
u=n= i BEV e Ea)y
wel2\{0} g W fgav

(3.32)
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Damit folgt:

]é (]P)4v)vHﬁldngl. <]é4 (]P’4v)2>é <]é4 v2>5 = <]é4 (PM)Z)% (JCS“(;P:W)VY

Es folgt
1 2 ~\2
éﬁmwvgiléamw =24l (v,
Eingesetzt in Gleichung ([3.31) liefert die Ungleichung:

éﬁAuf+%éJVM5§éAAwf+gévaE_z{éxw_wf_ (333)

Schritt 3: Mité=w—_7 = w folgt:
~—~
=0

log e4(w—v'v) w=l+vy log][ e4(u—12)e4v < log][ e4(u—ﬁ) + sup |v(x)|
s* S* s*

xeS4

NE

1 2
3 () S IVu + sup Iy ()

xes4
£330 | 2
2 (Awf+ff]VwF—§%(w—wf
3Js¢ 3Js¢ st
1

+c(éxwwf)7

\/g 2 %YoungUgl. 2 1 )
oo (fov=np) T f wwie e

folgt die behauptete Ungleichung fiir alle w € C™ (S“) und wegen der Dichtheit von C~ (84) in
H? (S*) auch fiir alle w € H? (S*). 0

Mit

Mit dieser Ungleichung lésst sich nun folgendes Resultat beweisen.

Korollar 3.15. Sei a < 1. Das Funktional J,, : H? (S“) — R sei definiert durch:
1
Ja [w] = log o e4W _ g <a]é4 (P4w) w—+ 12]@4 W)

O := sup J, [w].
we.s

Dann wird fiir alle a nahe 1 das Supremum o, durch eine Funktion w, € %y angenommen. AufSer-

sowie

dem erfiillt w, folgende Eigenschaften: w, € C* (S4) und es existieren Konstanten C und 1, so dass
gilt:
][4 (Pyw,)w, < C, fir 1>a>1-n, (3.34)
S

5
—aPywq+ 6™ =6+ Y (Blx;) e, auf S*, (3.35)
j=1

mit Konstanten B¢, j=1,2,....,5.
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Bemerkung 3.16. In der Arbeit von Wei und Xu [34] wird dieses Resultat ohne Beweis fiir alle a > %
behauptet. Dies kann hier nicht bewiesen werden. Analoge Ungleichungen auf der Sphire S? legen
allerdings nahe, dass das Korollar auch fiir alle a > % gilt. In Kapitel [5| wird der Parameter a ndher
diskutiert.

Beweis (Korollar|3.15)). Schritt 1: Seiw € .%.

Behauptung. Es existieren Konstanten C und 1, so dass gilt:

4w 1 ][ 2, (2 ][ 2 ][
log]é4e §C+(3 n .S4(Aw) +lz-m S4]VW| +4S4W. (3.36)

Beweis dazu: Sei C; (&) die Konstante aus Ungleichung (3.12)). Dann folgt:

C (e)]é Vw? = @ —£1>]é4 Vw2 + (cz (€) —§+£1>]é4 Vw2
partém‘ (i —31>]é4 Vw|? + (Cz (€) — % +81>]é4Aw(w—W)

Hb’lnggl. (§81>]é4 Yl
" (cz ()2 +81) (é (Aw)2> : (]é (W—W)z) :

Young Ugl. /2
< <—81>][ ]lez—i-ez}[ (Aw)?
3 s Js#
+C3 (g, €, 82)]é4 (w— w)2

246 )
mit C; (€,€1,&) = W. Eingesetzt in Ungleichung ([3.12) folgt:

1 2
log][ e <C(e)+ | -+e+e ][ (Aw)*+ (= —g ][ IVw[?
S 6 s 3 S
+C3(8,£1,82)][ (w—w)2+4][ w.
s¢ s¢

Mite =& = ﬁ und € = % gilt:

1 2 1 2 _\2
Ji [w]gcl—ﬁ S4(Aw) 1 S4]VW| +C3]é4(w—w) .

Proposition [3.14]liefert:

N W] < =4 (w=w)*+C.
S

Mit dem gewichteten Mittelwert der beiden Ungleichungen folgt:

npl<c—nf (@awy=nf jvup,

und damit die Behauptung.
Schritt 2: Man zeigt fiir alle w € .7
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_ 4w @ 2 2a 2

Jaw] = log]é4 e 3 (Aw) 3 ]é4 |[Vw| 4]é4 w
" 1 a 2 2 2a 2

< C ——nN-= A ——Nn—-— \%

Sex(3on-5) f @ (F-n-3) fIve,
d.h. es existieren Konstanten ¢ und 7, so dass fiira > 1 —n gilt:

Jaw] <C—c|wl% - (3.37)

Sei nun (w/) € .7 eine maximierende Folge fiir J,, das heif3t:

lim wy = sup J, [w] =: a.
oo wes

Es gilt J, [w] = J, [w+¢]:
1 2
Ja[w—f—c]:log][ e4(w+c)—f][ (Aw—i—c)z—f][ |Vw+c|2—4][ (w+c)
S 3/s 3/s s

1 2
=1 7[ 40) 44 —7[ A 2—7[ \% 2—4][ —4ct 1
og S4e +4c 3S4( w) 384\ Wl My
=1

=Ja[w],
und mit der Verschiebung w = w — fga w:

sup Jywl= sup  Jy[w]=a.

we.S wes, faw=0
Gelte nun fiir alle ¢: fgawy = 0 und sei ¢ so groB, dass J, [w¢] + 8 > o. Aus Ungleichung (3.37)
folgt:
5 <C—Jyw] <C+8—a (3.38)

cllwe

Durch die Poincarésche Ungleichung ist die Folge (wy) auch in H? gleichmiBig beschriinkt und
mit der schwachen Folgenkompaktheit von H? existiert nach Auswahl einer Teilfolge (w;) ein wo €
H? (S*) als schwacher Grenzwert der Folge (w¢):

Wy — Wo, fiir £ — oo.

Der Satz von Rellich-Kondrachov sichert auch die starke Konvergenz von (w;) gegen wy in L? (84)
fiir £ — oo,
AuBerdem gilt:

1. JCS4W():0,
2. wy €.

1.: Folgt mit der schwachen Konvergenz: 0 = fqu wy — fqu wo fiir £ — oo,
2.: Die schwache Folgenunterhalbstetigkeit der Norm zeigt:

| Awo||2 gn?nnanwniz < konst. .
—>00

Da fiir alle ¢ gilt: fgaw, =0und x; € L™ (S“) firi=1,...,5, folgt aus Lemma [3.4|fiir alle i:
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0 :][ e4W"’x,- —>][ e4w0xl-, { — oo,
S* S#

Man zeigt nun: o = sup,, o J, [W] = J, [Wo):

o =lim J, [wy]
{—ro0

= lim <log ][ e >—lim (a][ (Awy)? ][ |Vwy| —1—4][ wz>
{—so0 sS4 l—o0 \ 3./s4
—

$.0., =4 e schwach folgenunterhalbstetig
, 2(1 2

<lo et — ][ Awp) i it ][ Vwo

=108 S 3 3 Js4 | |

=J, [Wo] <a.

Damit maximiert die Funktion wy das Funktional J, in der Menge ./, d.h. unter den Nebenbedin-
gungen:
Ni:H*(S*) >R mit N;[w] ::][ ey, =0, i=1,...,5.
S*

AuBerdem folgt aus Ungleichung (3.38]) die Behauptung ([3.34)).
Schritt 3: Die Euler-Lagrange-Gleichung folgt aus dem Satz iiber die Lagrange-Multiplikatoren [32,
Seite 78].

Behauptung. Die ersten Variationen der Funktionale J, und N; existieren und sind schwach stetig
nahe wy, d.h. fiir ¢ — @y in H? folgt:

im i wotrell = Liifwotren)|
90 dt —o At =0
lim LN pwo+10]| = SN, o+ 1gu)

9= dt t=0 dt t=0

Zur Existenz: Sei w, ¢ € H* (S*).

d (w
EJa[W—‘rﬂp] = < g][ ) — 3][ (w+19))
2L 9 wrig) - af et )
3]é4| (w (P)| S4W 4 =0
() 4 H(w+0) 2“][
= " ——4 A tp)A
(logf§4 etw+t9) Js4 &,_, 3 Js4 w
| [<|p|edttre) lI<|Aw]|Ap|+ Aol

][ V(wt19)Ve 4][ >

|- |<|VW||V<P|+|V<P\

Vertauschen von Differentiation und Integration in (%) erfolgt mit Hilfe des Satzes iiber param-
terabhingige Lebesgueintegrale. Fiir die letzten drei Integrale benutzt man fiir  nahe Null noch
die Holder Ungleichung und wo, ¢ € H? (S“). Fiir das erste Integral bendtigt man noch zusitzlich
Lemma [3.3] Daraus folgt die Existenz der ersten Variation von J, und es gilt:
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d 4 4w 20 4a
—J, t =— W——][ AwA ——][ VwV —4][ . 3.39
Talw+19] Y logJCS4e4WJé4(pe 3 J AWAQ— S VWV —df ¢ (3.39)
leN,'Z
iNi [w+t(p} _ i][ e4(w+t(p)xi — 4 (pe4(w+t(p)xi
dt =0 dtJst =0 § ~—~——

|-|<lxiletto)],

Vertauschen von Differentiation und Integration erfolgt analog mit der Holder Ungleichung und
Lemma3.3] Es gilt:

d '
— N =4 Aw i 4
tN [w+1o] L é4 pex (3.40)

Zur schwachen Stetigkeit der Funktionale nahe der J, maximierenden Funktion wy. Gelte ¢ — @o
in H? (S*), d.h. ||@ — @9 || ;2 — 0. Dann folgt:

d d
—J, t — —Jy
'dt ool — Solibural
1
Holder Ugl. 4 8, 2 2a
g lgfs<<]g ) ||<p—<po||Lz)+3<||AwOuLzuA<<p—<po>||L2>

4a
3 (IVwoll2 V(@ = @o)l12) +4]l¢ — goll 2 — O

und

d
— —N; t
o dt [wo +t@o]

Holder Ugl. g ) %
<4 e2) ol o

Mit der Funktion w = 0 ist die Menge .7 nichtleer und es bleibt zu zeigen, dass die Determinante

d
7]\]1 t
P [wo +1¢]

t=0

JCS“ ()] e4W°x1 ... sz; (p5e4W0x1
det : :

JCS4 (P] C4WOX5 P JCS4 (p564w0)C5

fiir Funktionen @y ,..., @5 € H> (84) nicht verschwindet. Mit der Wahl ¢; = x;e~*"0 folgt:
l;é ] . ][ (p,-e4w0xj :][ XiXj Lemrgo
sS4 sS4

1
| — 7 ~4WO~: 2:7
S

Y A 25l 2
1f]é41f]é4xl+z]é4xj 5S4x,.

J#i

Dabei wurde benutzt, dass die Standardmetrik auf der Sphiire go = 4(1 + |x|>) 2ggs symmetrisch

da

beziiglich der Koordinatenfunktionen x; ist. Die Determinante ist somit ungleich Null und nach dem
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Satz iiber die Lagrange-Multiplikatoren existieren Konstanten B/ € R, so dass fiir alle ¢ € H 2 (S“)
gilt:

w0+t(p]

Sb\&

5
L%

Sei nun w, := wg + ¢. Mit der Wahl ¢ := —Zlogf§4 e folgt fss e = 1, d.h. w, € . maxi-
miert das Funktional J, und erfiillt die Euler-Lagrange-Gleichung nach den Gleichungen ([3.39)

und (3.40):

4 riiwo+19]
dl’aWO (0]

=0 t=0

5
6][ eha _ ][ Aw,AQ —2a+ Vw,V —6][ = ,“][ eMay,.
9 g ¢ —2af 9-61.9 ,;B 0

Das heiB3t, w, ist schwache Losung der partiellen Differentialgleichung
5
—aA’w, —2aAw, +6eM = —aPyw, + 66 = 6+ Z (Bfx;) e,
i=1

Schritt 4: Man zeigt nun w, € C~ (84) , d.h. w, ist auch starke Losung der Differentialgleichung.
Beweis dazu: Da w, das Funktional J, maximiert, minimiert w, das Funktional —%vol (S“) -Jy
welches ein Spezialfall des Funktionals aus Satz[3.12] mit

OC:B:O,A,'J‘IZgij

und fiir allex € R
E(x) = 3 log][ e™ = konst.
a S
ist. Die Bedingungen
1. |E (x)| = konst.,
2. 2|%,gijvivs| = az v

’

3. |[E'(x)| =0,

sind mit a; = konst., ap = 0 und a3 = 2 erfiillt. Aus Satz folgt nun w, € C% (S4) und damit die
Behauptung. O
3.3.2 Teil B

Beweis (verbesserte Beckner-Ungleichung). Sei w, die Funktion aus Korollar Falls w, =0
mit a < 1 folgt die verbesserte Beckner-Ungleichung sofort: Fiir alle u € . gilt:

We= 1
Jolt] < oty = Jawa] "E° 1, 0] zlog][ 02 <a][ (IP’40)-0+12][ 0> _
S 3 S S
=1

und damit (3.13)). Man zeigt nun w, = O fiir a hinreichend nah an 1.
Schritt 1:

Behauptung. Fiir die Konstanten 3{ aus Korollar gilt: B¢ =0, j=1,2,...,5.
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._] 2 a 1 —4w,
Q.—a<6—];ﬁk)€k>—6<a—l>e .

Dann ldsst sich Gleichung (3.35)) schreiben als

Beweis dazu: Sei

Paw, + 6 = Qe.

Damit erfiillt w, die Bedingungen von Satz[3.1T]und es gilt

0 :]é4 (VQ,Vix;) &b

1 > a 4w 1 —4w 4w,
_—a]é4];1ﬁk<ka,Vx]'>e —6(-—1 ]é4<Ve ,Vx;)e
1][ Y B (Vi Vi e 24 (L1 ][<V Vi) (3.41)
=—- Xk, Vxj)ee -— Wq, V). .
a S4k:1 k k»y J a 4 as J
Fiir das zweite Integral auf der rechten Seite gilt:
]é4<Vwa,ij> = —]é4wanj
Eigenfkt. 1
1gen t_ﬁ S4WHP4 (AXj)
1
= —ﬂg4wa(—A(—A+2))(ij)
1
= 5l (walA® (Ax;) —2waA (Ax;))
part.fnt. _ 4] (Azwanj —2Awanj)
S
1
_ _mém(wamxj
Eigenfkt.l
! £ (s " (Box) et
= — “—6— xp)e™e | x
ot L Broe )y
_ 1 4w, 1 1 > a 4w,
= a]éﬁ xj—g]é j—@]é jé;(ﬁzxz)e
=0, w,e% =0
1 > 4
= —_—— x: ax ewa
L )

Damit ergibt sich Gleichung (3.41)) zu

1/ & » ( 1>4 5
- Ve, Vxjye™e=(1—— 7][ Xj “xp)eta,
ayé,;m - Vj) [ X (B

aj a

Durch Multiplizieren dieser Gleichung mit [3]-“ und Summieren iiber j = 1 bis 5 ergibt sich:
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e (1 ‘a> 1 (Zﬁk’”‘> "

Falls 22:1 Bixi = 0 ist nichts zu zeigen. Annahme: Z,z:l Bixi # 0. Dann ist fiir a = 1 die rechte

”ka

Seite null und fiir ¢ < 1 immer negativ (man beachte: a nahe 1). In diesem Fall (a < 1) ist die linke
Seite aber immer postiv, so dass die Gleichheit nur folgen kann, falls beide Seiten verschwinden.
Das heiBt, es folgt stets:

5
Z ﬁk“xk =0
k=1

Da die Eigenfunktionen x; linear unabhingig sind, folgt fiir alle k: B = 0. Damit ergibt sich fiir

a < 1 Gleichung (3.35)) zu:
aPswg+6 = Qe (3.42)

Schritt 2:
Behauptung. Fiir w, gelten folgende Abschitzungen:

1. e €S0 dsma) 1 fiir g — 1;
2. fgawy — 0, fiira — 1;
3. fiiralley € S*: w,(y) — 0, fiira — 1.

Beweis dazu: 1. Sei € > 0 und vy := w,, — g w,,. Dabei konvergiere die Folge (a;) gegen 1 fiir
k — oo, Fiir alle k gilt:

][ eSvk Jensensghe Vel efg4 Bvp eng4 (Wak—fgza wﬂk) =1.
S
Beweis der Konvergenz durch Widerspruch. Es gelte nach Auswahl einer Teilfolge:
][4 S > 11e firk— oo (3.43)
S

Nach Korollar gilt: Fiir alle 7 > 0 existiert ein Cy, so dass fiir alle a; € [% +n, 1] gilt:

Co =, Bowa)wa = £ ((Awa)+209wa”) = £ (v +2/9%P).

Mit 7 = fgu vic = g4 (Wa, — fge Wa,) = 0 und der Poincaréschen Ungleichung ([2.28)) folgt: Es exis-
tiert eine Konstante Cy, so dass fiir alle & gilt:

HVkHHZ <Cy.

Nach Auswahl einer Teilfolge konvergiert v, schwach gegen ein v € H? (84). Mit der schwachen
Unterhalbstetigkeit der Norm folgt die Beschriinktheit von [|Av]|,> und mit Lemma [3.4] fiir alle
¢ € R die Konvergenz von fg. e’ gegen f e“”. Weiter mit der schwachen Unterhalbstetigkeit zeigt
man:

][ ((Av)2+2|vv\2) < liminf][ ((Avk)2+2|Vvk|2>
S4 k—yoo JS4

<limsup <(Avk)2+2\Vvk|2> :
S

k—ro0
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Also
_]é ((Av)2+2|w\2) > —limsup [ ((Avk)2+2|vvk\2) .

k—boo

Damit:

1
_ 4v _
Ji[v] =log S4e 3k (]P’4v)v 4 ]é4v
N
=limy_e0 V=0

1
_ 4v 7 2 2
=log .© 3]é4 ((Av) +2|Vy| )

1
> limsup <log][ et — 7][ ((Avk)Z +2 Vvk|2)>
k—so0 s 3/s

=limsupJ; [w]

k—»oo
—timsup (4o ]~ (1=a) £, (w7 + 209 )
k—oo S*
=limsupJ,, [vi] —limsup (1 — ak)][ ((Avk)2 +2 |Vvk|2>
k—yo0 koo S~ —rJS*
-0
<Cp<oo
-0
=limsup ay,.
k—»oc0
Fiir alle u € H* (S*) gilt:
O, > Jo, [U].

Speziell fiir u = 0 folgt fiir alle k:
Og, > Jq, [0] =0

und damit J; [v] > 0. Andererseits gilt nach Lemmaund v € .7 fiir alle k:

0= ][ ey, —>][exj

und damit v € .. Die Beckner-Ungleichung (3.9) zeigt, dass das Funktional J; maximal Null wer-
den kann. Mit J; [v] > 0 folgt J; [v] = 0 und die Funktion v ist ein optimales Element. Nach Korollar
erfiillt v die Differentialgleichung P4v 4+ 6 = 6e* und nach Integration folgt:

AW =24 Av+64 1= 6][ e,
sS4 sS4 S* S*
—— ~—~
=1

—~
=0 =0

also fss€? = 1. Da J; [v] = 0 und fgs v = O folgt:

0=J1]v] = log 7][ (Pyv) v—4][
1

————
=0

Weiter gilt mit
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0=f ®wyv=f @’ +2f 9P,

dass v = konst. und mit {4 v = 0 folgt: v = 0. Damit:

g o, B3
1:][evzlim e > 14¢
S4

k—so0 S4

Mit diesem Widerspruch zur Behauptung ist 1. bewiesen.
Fiir den Beweis von 2. benutzt man folgende Aussagen:
part. Int.

3.42
JCS41—%JCS4]P4W@ = 1,

(1) JCS4 C4W"
Jensensche Ugl. (i)

(ii) efs4Wa < fie e« = 1 und damit fsawa <0,
N (ﬂ) 4w Holder Ugl. - % . S
(i) 1= fge™ < (f54e¥)? fou 1 und damit f4e®e > 1.

Damit und 1.:

(iii) : :
1 < ][ ¥ = eftwa L eBwais B §][ e8(va—dsma) 1, fira — 1.
s4 N~ Js¢ s4
<1 nach (ii)
Daraus folgt

elst 8 5 1 fiirg — 1

und
][ wy — 0, fiira — 1.
§4

3. Fiir diese Abschitzung bendétigt man den Integralkern des Paneitz-Operators P4 auf der Sphére
S*. Nach Lemma 4.8 aus [13] ist der Kern fiir x,y € S* gegeben durch ﬁ log m, d.h., es gilt
fiir alle w € H?(S*):
()~ = . log - (Baw) (1) () (3.44)
wy)—w=— ——— (Paw) (x)dv (x). .
g 6Jse S TT= ()]

Fiir die Funktion w, gilt also:

W)~ f e = o lor e (Pawa) () v ()

342 1

1
L () o v,
o (1= tog v ()

Daraus folgt
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1 4w, (x) 1
Wa(y)_]éAWa < 5]§4 l—e logm dv (x)
| 1
Holder Ugl. 1 2\ 2 2 2
< - R ][ log ———| dv(x
= (e ))<$ ST (0
<oo, r:arch (%)
%
1
<  konst.-— <][ 144 ¥ —2 g )
a S* S* S*
~~ S——
=1 =1, nach (i)
1
1
= konst.-( ][ S —1) — 0, fira— 1. (3.45)
a st

—1, analog 2.

Da nach 2. g w, — O fiir a gegen 1 folgt die Behauptung.

Zu (x): Bleibt zu zeigen, dass log|1 — (y,x)| ™' € L? (S*): Man betrachte dazu die stereographi-
sche Projektion 7 : S* — R* vom Nordpol der Sphire mit der Standardmetrik gy aus. Ohne Ein-
schrinkung sei y € S* nicht der Nordpol. Dann gilt mit i, u € R*:

? !
—@),m” | +1 +1

=) == @y =1 ) ][ )
il +1 uP+1

A, ) s + (|u|2— 1) (\ﬁyz - 1)

(\u|2+1) (|a\2+1>

B 2u—al
(ju>+1) (1> +1)
N
Mit dem Transformationssatz und der Determinante der Jacobimatrix von 7~ !: J 1 = ( W> )
folgt:
2 4
I 2|u—al? 2
/ log——F—— :/ log ju— 4 5 | du=:1.
st =l Je | () (gl 1) |\ 1+

Da y € S* nicht der Nordpol ist, gilt: |ii| < o fest. Sei |u — ii]* weg von der Null und 2 := |u|*. Dann
gilt fiir r groB, bzw. klein: [u — ii|* ~ r2, bzw. |u— i|* ~ |a|*, d.h.:

. 2 |u—al? _ 2
= (1) (Ja? 1) 1lal

und
2|u—al* _20a)

m > 2 = ) <
=0 (|u| +1) (ya| +1) 141l
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~12
% fiir |u — i|* weg von der Null beschriinkt und es gilt:

2\’ =/ 2 \*
1< konst. | ——— | du=ay -konst./ ( 2) Pdr < .
R* 1+ [u o \I+r

4
Fiir |u — ii|* < € mit € Klein, gilt: 2 = |u|* — |ii|* fiir € — 0. Das heiBt <1+2r2) r3 < konst. und fiir

Also ist

den Bereich |u — ii|* < & mit der Translation i — 0 gilt:

2
rdr < e

72

log

&
1< o -konst./
= 0 konst.

Schritt 3: Sei v, := w, — fg W Es gilt:

e4va

4y,

Beweis dazu: Nach (3.45) konvergiert 4 (w, (y) — fss wo) gleichméBig in y € S* gegen O fiir a gegen
1. Also konvergiert e*("«") s wa) — edva(y) gleichmiBig in y € S* gegen 1 fiir a gegen 1 und nach

— 1, gleichmiBig fiira — 1. (3.46)

der Regel von I’Hospital mit w, € C* (84) folgt die Behauptung. Weiter sieht man, dass fg v, =0,
sowie fiir alle j =1,2,...,5:

Eigenfkt. 1
S4vaxj = S4waxj— S4wa S4xj = 5 o (Paxj) wq
"~

0
part. Int.

1 ) 1
ﬂ]é‘l (A xj—ZAXj) Wq = ﬂ]é‘ (IP’4wa)xj

@) 1
632 1 7[ e4W“xj—7[ X
da St S4
—_——

=0, w,e.% =0

|
e

Damit folgt:
Vg € span{xj, j= 1...5}L c A? (84) .

Nach Satzund Gleichung ([3.23)) mit k = 2 gilt fiir den zweiten Eigenwert des Paneitz-Operators:

Jse Paw)w _ fss (Pava) v

120= 1, = inf =
wespan{xj7 j:l...S}LCFIZ7 w#£0 JCS“ w? JCS“ VZ
Also:
120][ Vo< ][ (Pyvy) va :][ (Pawq) vq —][ Py (][ wa> Va
Sé 4 4 S S
—_——
=0
6 a:O 6 ¥
7][ (e4wﬂ 1) Vg fS4V: 764)%4 Wa][ (e4va 1) Va
ajst a S*

Daraus folgt
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6 643%4 Wa
2 4vq
7[S4va . 7[S4 (e —1) v,. (3.47)

<l — 444 v2, fiir a—1

Das Integral verhilt sich im Grenzwert a — 1 mit (3.46) wie fgi v2, d.h. wegen Ungleichung (3.47)
muss schon fg: v2 = 0 fiir @ hinreichend nah an 1 gelten. Also

ve=0 bzw. w, E][4 W, fiir a nahe 1.
S
Eingesetzt in die Differentialgleichung (3.42)) ergibt sich mit a nahe 1

6 = —aPsw, + 66 = —qP, <][4 wa> +6eHst o = getfst Wa,
S

=0, fiir alle a

]é4wuzwa50

und damit die verbesserte Beckner-Ungleichung. O

Daraus folgt fiir a nahe 1






Kapitel 4
Der Satz von Moser fiir die O-Kriimmung

In diesem Kapitel soll nun die vierdimensionale Variante des Satzes von Moser fiir die Q-Kriimmung
bewiesen werden:

Satz 4.1. Sei Q € C(S*,g) mit Q(x) = Q(—x). Falls sup,cge Q > 0 dann existiert eine Lésung
weC” (84) fiir die Differentialgleichung:

Ajw—2A,w+6 = Qe 4.1)

4.1 Notwendige Bedingungen

Die zwingende Positivititseigenschaft der Funktion Q folgt aus der GauB3-Bonnet-Chern-Formel:

87y (My) = /M

4

1
(4 Wel?+ 2Qg) dv. (4.2)

Dabei ist W, der Weyl-Tensor, dessen Komponenten sich aus den Komponenten des Riemannschen
Kriimmungstensors R, der Ricci-Kriimmung Ric und der skalaren Kriimmung S wie folgt ergeben:

S
3 (Rixgje — Rirg ji -+ Rjegik — Rjxgic) + 5 (gje8ik — 8 jx8it) -

Nun wird die Situation auf der vierdimensionalen Sphire S* mit der Standardmetrik g = go und

Wijke := Rijre —

dem Metrikwechsel g,, = ezwgo betrachtet. Die Komponenten des Weyl-Tensors W; i, auf S* mit 20

verschwinden. Nach den Gleichungen (2.15)), (2.16)) und (2.3) gilt:

16 3
Wijke = (6¢j6ki — 60 6k;) — 3 (gikgje — it jk + 8 je8ik — 8 jx8it)
(1 + ] )
+2(gjegik — 8jx8it)
16 3
=2 | 9% — Ok — 5 (88 — 8iuSjx + 80 S — 8jxBir)

4
(1+4F)
+2 (808 — 8jx6ir) )
=0.

51
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Das Verschwinden des Weyl-Tensors ist nicht iiberraschend, da fiir Mannigfaltigkeiten M,, mit Di-
mension grofier als 3 gilt [[14) Proposition 1.62]:

M, ist lokal konform flach, genau dann, wenn W = 0.

In Kapitel 2] wurde mit Hilfe der stereographischen Projektion gezeigt, dass die Sphire lokal kon-
form so flach ist, wie der euklidische Raum. Auflderdem ist der Weyl-Tensor konform invariant,
denn es gilt [23| Kapitel 8.30]:

Wiike = ezwwl"ﬁe'
Das heiit, der Weyl-Tensor verschwindet fiir jede Metrik, also wird die Gauss-Bonnet-Chern-

Formel (1.6)) zu:
817y (S*) = /S ,20¢dv,. 4.3)

Damit folgt nun die notwendige Bedingung sup, s+ QO > 0 aus Satz4.1|mit Q = 2Q, :

/. 0 =8nx (S*) =167 >0,
S* ——
2

und somit sup, s+ Q > 0. Die Positivitit allein reicht allerdings nicht aus, da die Kazdan-Warner-
Bedingung [3.T1] fiir jedes € > 0 mit Q = 1+ é&x; verletzt ist: Fir alle j = 1,...,5 gilt

! 2
Ozjé4<VQ,ij>e4W: ]é\vxj\ & >o.

>0 >0

4.2 Der Beweis

Der Satz soll mit direkten Methoden der Variationsrechnung bewiesen werden. Dazu betrachtet man
folgendes Funktional:

Jow] = —]é4 (Aw)* — 2]é4 [Vw|* — 12]é4 W+ 310g]é4 Qe (4.4)

Satz 4.2. Sei Q € C™(S*),0 (x) = Q(—x) und sup,g: Q > 0. Fiir

weES:= {f € H*(SY) |f (x) = f(—x) £ i, ][4 Qe* > 0}
S
ist Jo [w] wohldefiniert und nach oben beschrdnkt.

Beweis. S # 0: Da sup,.s« Q > 0 und Q glatt, existieren glatte w, so dass f Qe* > 0 (z.B. durch
Skalieren der Funktion Q: w (x) = A (x) Q (x), A (x) glatt).

Zur Wohldefiniertheit: Da w € H? (84), sind die ersten drei Integrale des Funktionals Jy [w] wohl-
definiert. Bleibt zu zeigen, dass Qe*" integrierbar ist:
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ec™ S4

gec(s')
[ lee < max|Q|/S4\4W\

Lemma 3 1
S ma§]Q| (WCXP <CW||AW||§>CXP (4][4“’))
Xx€S N—— S

Jo [w] ist nach oben beschrinkt: Dazu betrachtet man fg (Paw)w
_ . _ — 2 —
]é (Paw)w = ]é4( A(-A +2)w)W—]é4 (A2 —24w) w)
p“‘;“"ﬁ <(Aw)2 ) \Vw|2) . 4.5)
S

Mit Hilfe der Beckner-Ungleichung kann nun gezeigt werden:

3 log][ Qe4w < 3log (max 0 ) =3logmaxQ +3 log][ et
S# S xeS* S4

xeS4

1» (#.5) ) )
310gmaxQ+][ ((Aw) 12|V ) + 12][ W
xes s s
Damit folgt
Jolw] < 3logmax Q = konst. < ee. (4.6)
xeS*
Das heifit: Jp [w] ist nach oben beschrinkt. 0

Lemma 4.3. Sei w € L*(S*) und w(x) eine ungerade Funktion, d.h. w(x) = —w (—x) fiir fast alle
x € S*. Dann gilt:

/ w=0 4.7)
S4
Beweis.

/S4w(x):—/84w(—x):—/84w(x). (4.8)
Also [saw =0. 0

Mit der Beschrinktheit von Jp existiert ein Supremum fiir Jp. Der folgende Satz soll nun zeigen,
dass dieses auch tatsdchlich von einer Funktion angenommen wird, d.h. aus dem Supremum ein
Maximum wird.

Satz 4.4. Sei Q € C*(S*) mit Q (x) = Q(—x) und sup,g: Q > 0.Sei

S:= {feHz(S“) |f (x) :f(—x)le.,]é4Qe4f>0}.

Dann existiert ein wg € S so dass:

supJo [w] = Jo [wo] - 4.9)
wes
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Beweis. Das Supremum existiert, da nach Satz Jo nach oben beschrinkt ist. Um zu zeigen,
dass dieses auch angenommen wird, benotigt man ein Kompaktheitsresultat, welches nur mit der

verbesserten Beckner-Ungleichung zu erreichen ist. Sei also (wy) eine maximierende Folge in S:

lim wy = supJp [w] =: a. (4.10)
oo wes
Fiir alle ¢ ist (w,) gerade, und somit folgt fs €™ x; Lem@amo, Jj=1...5. Analog zum Beweis
gerade ypoerade

der Beschriinktheit von Jg folgt nun mit der verbesserten Beckner Ungleichung und einem a < 1:

3 log][ Qe*t < 3logmax Q + a][ (Pawe) wy + 12][ wy.
S* xeS* S* sS4
Also

(1 —a)][ (Pywp)wy < 3logmaxQ+][ (Pawy) we+ 12][ Wp — 310g]Z Qe
N—— sS4 )CES4 S4 S4 S4
>0

= 3logmax Q — Jg [w] .
xes*
Sei ¢ so groB, dass Jp [w¢] + € > o. Dann folgt

(1 fa)]é (Pawe)we < 3logmaxQ — (o — )

xes4

= konst. < oo,

Sei So :={f €S| Js« f = 0}. Durch die Verschiebung S > w — w — [caw wird w € S erreicht. Es
gilt Jo [w] =Jg [w+c]:

Jolw+c]= —][ (Aw+c)2—2][ \Vw+c|2—12][ (w+c)+310g][ Qe’twte)
sS4 sS4 sS4 S4

= _][ (AW>2_2][ ‘VW|2— 12][ W—12€][ 1+3]0g][ Qe4(W)+12C
S* sS4 sS4 S S
Nz

=1
=Jo[w],

und damit sup,,csJo [W] = sup,,s, Jo [W].
Sei jetzt also wy € Sp:

konst. > / (Pywy) wy / (AW()Z—I—Z/ [Vw|?
sS4 S* S4

R R

s s C /s
Also existiert ein ¢ > 0, so dass ||wy||;2 < ¢ < . Da der Vektorraum H? schwach folgenkompakt
ist, existiert eine Teilfolge von (wy), welche wieder mit (wy) bezeichnet wird, die schwach gegen
ein wo € H?(S*) konvergiert:

wp — wq, £ — oo,

Mit dem Satz von Rellich-Kondrachov folgt die starke Konvergenz von (wy) in L? (S“):

wp — wg, £ — oo.
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Behauptung. wo € Sy.
Beweis dazu:

e Es gilt wo (x) = wo (—x) fast iiberall. Folgt analog zur Abgeschlossenheit in Lemma4.6|und mit
der L>-Konvergenz.

e Esgilt [¢awp = 0. Das Integral [q ist ein lineares Funktional auf H 2 (84). Dann folgt mit schwa-
cher Konvergenz, da fiir alle £ gilt [ss wy =0, dass [qawo = 0.

e Es gilt fo: Qe > 0: Aus der Definition von Jg [w] folgt:

‘?)log][4 Qe | < a+C w3 <C.
S

Fallunterscheidung:

— fss QeMt > 1

oder

— fea Qe < 1: Dann folgt —31log fou Qe* < C und damit [g, Qe > %e%é.

Zusammen gilt fiir alle ¢

2 -
4Qe‘wzmin{l,gi:e3c}::co>0. 4.11)
S

Aus der schwachen Folgenunterhalbstetigkeit der Norm folgt: es existiert ein c, so dass ||wo|| 2 <
c. Mit (#.T1)) und Lemma 3.4] folgt:

0<cy < / QeMr — / Qeto
S* S*

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Man zeigt nun weiter: & = sup,,s, Jo [W| = Jg [wo].

= lim Jg [w] = lim | — Azz][v2
@ = lim o ] Hm( (f, (aw +2f, w

—12][ wz+3log][ Qe4wf>
s s
—~—

=0

— — lim (J[ (AW)2+2][ |vw|2)
{—so0 K s4

wie ||.||2 schwach folgenunterhalbstetig

+ lim <3log ][ Qe >
{—yoc0 S4
——

wie oben— fg4 Qe*0

<- (][ (Awo)2+2][ \Vwo\2> +310g][ Qe
S# sS4 S*

=Jo [Wo] <.

Somit gilt Jg [wo] = & = sup,,5, Jo [w] und damit die Behauptung des Satzes. 0
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Definition 4.5. Sei w € H? (S“). Dann heiit w schwache Losung der Differentialgleichung 1}
Aw—2Aw+6 = Qe

falls fiir alle ¢ € H*(S*) gilt:

][ AwA<p+2][ VwV(p+6][ <p:][ 0c™ g, 4.12)
S* S* S* S

Lemma 4.6. Der Hilbertraum H? (84) lasst sich als direkte Summe der zueinander orthogonalen,
linearen und abgeschlossenen Unterrdume U, G darstellen, d.h. H 2 (S4) =U® G mit

U= {w € H? (84) lw(x) = —w(—x) fiir fast alle x € 84},
G:={we H*(S*)|w(x) = w(—x) fiir fast alle x € S*} .

Beweis. Die Tatsache, dass die beiden Teilmengen U, G lineare Unterrdume von H 2 (S“) sind, ist
leicht zu sehen.

Zur Abgeschlossenheit. Sei wy € G eine konvergente Folge in H> (84): ]}1_{210 wy = w. Zu zeigen ist:
w € G, d.h. w(x) = w(—x) fast iiberall.

1w () = (=) 172 < (1w () = (=) 172
2

H x) + Jim w (x) — lim wy. (x) —w (=)

g@mwggww

=0+0, da limwy=w
k—yo0

H?

k—roo0

2
H2>

Zur Orthogonalitit: Sei w € G. Zu zeigen ist fiir alle v € U: (w,v) = 0. Mit Lemma (4.3) folgt

’ lim wy (x) —w(—x)
" )
=Wi(—X

(w,v>:/ Aw, Ay, + | VW Vv—l—
S

St =~~~ st \,./ v
gerade ungerade ungerade gerade gerade ungerade
ungerade ungerade ungerade

=0.

Somit U C G* und G C U+. Zur direkten Summe. Man betrachtet folgende Projektion P : H? (S4) —
G, w3 (w(x) —w(—x)). Es gilt:

Firallew e G: Pw=0.

Firallewe U : Pw=w.

Fiir alle w € H*(S*) : —Pw (x) = Pw(—x), also Pw € U.
Fiir alle w € H*(S*) : (w—Pw) € G.
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Damit besitzt w die Zerlegung w = w — Pw+ Pw . Diese ist nach dem Projektionssatz eindeutig,
—_—— =~

€G €U
daraus folgt die Behauptung. a

Bemerkung 4.7. Sei w € H? (84) gerade. Damit w schwache Losung der Differentialgleichung
ist, reicht es, die Giiltigkeit von Gleichung allein fiir die geraden @ € H?(S*) nachzuwei-
sen: Einerseits kann nach Lemma der Vektorraum H? (84) in die Unterrdume der geraden und
ungeraden Funktionen zerlegt werden und andererseits ist Gleichung mit w gerade und ¢
ungerade immer erfiillt: Mit Lemma [4.3] folgt:

Aw  A@ +2][ Vw Vo +6][ ¢ =0=4 0" o . (4.13)
]é4\/\../ ST e N St N~ A~ N~
gerade ungerade ungerade gerade ungerade gerade ungerade
N— — N—
ungerade ungerade ungerade

Satz 4.8. Die Differentialgleichung besitzt eine schwache Losung.

Beweis. Seiwg € S mit Jg [wo) = maxesJo [w] und ¢ € H?(S*) gerade. Dann gilt wo+1¢ € S fiir
t nahe 0:

e Sicherlich ist wg 4 f¢ gerade.
o f5i Qe*("0+19) > (: Fiir  nahe 0 exisitiert ein 8 (¢) > 0, s.d. e*? € [1 — §, 1+ §]. Damit folgt:

4(wo+tQ) __ 4wy 41 o 4wg
S4Qe —]éAQe e"? > (1 5)]é4Qe > 0.
N——

>0

Da das Funktional Jy in wy maximal ist, verschwindet die erste Variation:

d
0= —Jo[wo+1¢] (4.14)

dt

t=0

Daraus folgt

d

_4 <_]é (A (w0+t<p))2—2]é4 IV (wo +19)”

t=0 dt

—12][ (wo +t(p)+310g][ Qe4(W0+"”)>
54 s

t=0

(L)<—2]é4 A(wo+tp)Ag —4]é4 V(wg+19)Ve
—_—— P —
[<[Awo||Ag|+Apl* |[<[Vwol Vol + Vol
Qe4(wo+t(p)4(p

JCS“ Qe4(WO+[(P) § ——_————
|.|<4|g||Qle*("0+)

—124 o+
st t=0

Zu (x): Vertauschung von Differentiation und Integration ist erlaubt mit Hilfe des Satzes iiber pa-
ramterabhingige Lebesgueintegrale. Hierfiir wird fiir die ersten drei Integrale fiir # nahe Null die
Holder Ungleichung benutzt und wo, ¢ € H?(S*). Lemma [3.3| hilft fiir das letzte Integral. Weiter
gilt
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o 12 4wo
0= —2]é4AW0A(p—4]é4 VWOV(p— 12]é4¢+fg4Qe4W0]é4 Qe™o,

und damit folgt fiir alle geraden ¢

6 4w,
]é4AwoA(p+2]é4 Von(p+6]é4 T

Sei vy := wg + ¢. Man wihlt ¢ so, dass =1:

_6
[RYoRD
_ 6 _ 6 _ 6

- JCS“ Qetvo - JCS4 Qe4(w0+c) - C4CJCS4 Qetwo’

1

Damit

1 6 1 1 g
C 410gJCS4Qe4W0__10g6]é4Qe .
Also erfiillt vy fiir alle geraden ¢:
][ Av0A<p+2][ VvOV(p+6][ 0 =1 0e*o. (4.15)
s s S s
Somit ist vy eine schwache Losung von (4.1)). O

Es bleibt zu zeigen, dass die schwache Losung vy tatsdchlich auch eine starke Losung der Differen-
tialgleichung (4.1) ist. Dies zeigt folgendes Lemma:

Lemma 4.9. Sei vg die schwache Losung aus Satz d.h. in der Form vo = wy + ¢ wobei
wo € H? (S4) das Funktional Jo maximiert. Dann ist vy € C~ (84) und damit starke Losung der

Differentialgleichung
AW —2Aw+6 = Qe

Beweis. Es gilt wg € C~ (84), daraus folgt dann die Behauptung. Nach Vorraussetzung maximiert

wo das Funktional Jy also minimiert wy das Funktional —Jp.

. [w]:][ (Aw)2+2][ \VW|2+12][ w—3log][ 0™
S sS4 S* S

:][ (Aw)2+2][ \VW|2—3log][ Qe
sS4 sS4 sS4

Also ist —vol (S*) - Jp ein Spezialfall des Funktionals aus Satz In diesem Fall sind o = 8 =
0, A;; = 2g;; und fiir alle x € R ist

E (x) = —3vol (84) log][ Qe* = konst.
S4

Die Bedingungen 1.-3. sind erfiillt:

1. |E (x)| = konst..

2.2 ‘Zi,jgijvivj‘ =a3 |v]2 mit az = 2.

3. |E'(x)] =0.

Das heif}t, die Bedingungen sind erfiillt mit a; = konst., a; =0, a3 = 2. Da wy auch das Funktional

—vol (S*) - Jo minimiert, folgt mit Satz wo € C*(S*) und damit ist vo = wo + ¢ starke Losung.
O



Kapitel 5
Der Parameter « in der verbesserten Beckner-Ungleichung

In diesem Kapitel soll der Parameter a in der verbesserten Beckner-Ungleichung

1
4w -
log 7[S4e < 3 (a7[g4 (Paw)w+12 o w>

niher betrachtet werden. Analog zu Korrolar @] bezeichne J, das zur verbesserten Beckner-
Ungleichung zugehorige Funktional

1
Ja [W] = logéA e4W_ § <af§4 (P4W)W+ 12 S4 W> 3

dessen Supremum fiir @ nahe 1 durch glatte Funktionen w, aus

. 2 (4 4w 4w .
yo._{weH(S)Uée —1,]é4e xj—O,]—l...S}

angenommen wird. Auflerdem erfiillen die kritischen Punkte des Funktionals J, die partielle Diffe-

rentialgleichung
5

—aPywa+ 6™ =6+ ) (Bfx;)e™e (5.1)
j=1

auf der Sphire S*. Die verbesserte Beckner-Ungleichung wurde dann in Kapitel wie folgt be-
wiesen: Fiir ein a hinreichend nah an 1 folgt w, = 0. Falls die Koerzitivitit des Funktionals J, fiir
a> %, wie von Wei und Xu behauptet, gezeigt werden kann, liegt folgende Vermutung nahe:

Hypothese 5.1. Sei . = {w € H*(S*) |fsse™x; =0, j=1...5}.

1. Falls @ > 3, dann gilt: sup,,c > Ju[w] = 0, d.h. w, = 0.
2. Falls a < % dann ist das Funktional J, nach oben unbeschrankt.

Untermauert wird die Vermutung, dass diese, fiir eine analoge Situation auf der Sphire S?, anniihernd
bewiesen werden konnte:

59
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5.1 Die Strategie auf der Sphire S?

In den Untersuchungen iiber die vorgeschriebene GauBrimmung K auf der zweidimensionalen

Sphire S? stoBt man auf folgende partielle Differentialgleichung auf der S*:
Au+Ke* =1

Mit Hilfe der sogenannten Moser-Onofri-Ungleichung:
Es existiert ein a < 1, so dass fiir alle u € H' (S?) mit fp e?x; =0, j=1,2,3 gilt

log][ e Sa][ |Vu|2+2][ u,
s? s? s2

kann unter Benutzung direkter Methoden der Variationsrechung eine Losung der Differentialglei-
chung gefunden werden. Die Moser-Onofri-Ungleichung wurde von Chang und Yang in [12] analog
wie die Verbesserung der Beckner-Ungleichung bewiesen, an deren Ende Chang und Yang eine, der
obigen entsprechenden Vermutung fiir das Funktional

zlog][ ez”—a][ |Vu|2—2][ u
S? s? s2

duferten. Entsprechend zum vierdimensionalen Fall erfiillen die kritischen Punkte u, des Funktio-
nals F, die partielle Differentialgleichung

3
aAu+e* =1+Y Bixe™ (5.2)
j=1

auf der Sphire S?. Fiir die Konstanten B]“ kann wiederum analog gezeigt werden: BJ“ = 0. Fiir gerade
Funktionen, d.h. u (x) = u(—x), zeigten Osgood, Phillips und Sarnak in [29] Korollar 2.2], dass die
Vermutung gilt.

Im Fall von achsensymmetrischen Funktionen auf der Sphire S? mit den iiblichen Winkelkoordina-
ten 6 und ¢, d.h. fiir Funktionen u (x1,x2,x3) = u (x3) = u(cos 6), ergibt sich das Funktional F, mit

X 1= X3 Zu:

u] =log - / dx—/_l1 (1—x%) | (x)|2dx—/_11u(x)dx.

Fiir achsensymmetrische Funktionen u (x), bzw. fiir Funktionen u (x) auf (—1,1) mit

1 3 1
tll g1 1.0y = </ W ()] (1-2) dx) <°°und/ e*Wxdx =0 (*)
: 1 1

konnten Feldman, Froese, Ghoussoub und Gui in [15] folgenden Satz beweisen:
Satz 5.2. Sei ., der Raum der Funktionen auf (—1,1), die die Bedingung (x) erfiillen. Dann gilt:

1. Falls a > % — & mit € klein genug, dann gilt sup,c o, Fy[u] = 0.
2. Falls a < % dann ist das Funktional F,, nach oben unbeschriinkt.
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Die Unbeschrinktheit des Funktionals F; fiir a < % konnte mit der folgenden, auf (—1,1) gerade
fortgesetzen Funktion gezeigt werden:

clog(l—x), fir0<x<1-29,
u(x) =
clog(8), firl—8<x<1.

n [19] wurde Satz von Gui und Wei auf das vermutete a > % fiir die achsensymmetrischen
Funktionen verbessert. Mit Hilfe dieses Resultates konnten Ghoussoub und Lin [[17]] die Vermutung
fiir a > % auf alle Funktionen u € H' (Sz) mit f e2”xj =0, j=1,2,3, verallgemeinern. Dabei
benutzten sie die Klassifikation der Losungen einer, zur partiellen Diffenrentialgleichung ,
dquivalenten Differentialgleichung auf R?. Das Verfahren soll im vierdimensionalen Fall vorgestellt

werden:

5.2 Die Strategie auf der Sphiire S*

Mit Hilfe der stereographischen Projektion 7 : S* — R* beziiglich des Nordpols der Sphire soll eine
zur Gleichung dquivalente Differentialgleichung auf dem R* gefunden werden.

Sei dazu die Sphire S* mit der Standardmetrik go und der R* mit der euklidischen Metrik g ausge-
stattet. Dann gilt nach Gleichung fiir x € R*:

4 _ _
go=—758 =g

(141’

Mit diesem konformen Metrikwechsel errechnet man fiir eine glatte Funktion w auf S* den Zusam-
menhang:
Pyw = (A;O —2Ag,) W= u? (—Ag)2 (wo n_l) . (5.3)

Sei nun w, eine glatte Losung der Differentialgleichung (5.1)), dann folgt fiir alle j: [3]“ = 0 (man
vgl. Schritt 1 im Beweis der verbesserten Beckner-Ungleichung). Damit erfiillt w, fiir alle glatten ¢
auf der Sphére die Gleichung:

—a/ (Pywy) (p+6/ eMip=6 (p (5.4)
Mit den Notationen W, (x) := wq (77! (x ) = ¢ (7' (x)) und dem Transformationssatz mit
der Funktionaldeterminante det (J,-1) = u* sowie Glelchung (5.3) folgt aus Gleichung (5.4):

—a/ u ((—Ag)zwa> [0) u4dx+6/ M utdx = 6/ ¢ utdx
R4 R4 R4

2 & P = 4
—a/R4<(—Ag) wa>(pdx+6/R4e (pudx—6/R4(pudx

Azwa+6u4 (l—em“) =0 aufR*. (5.5)

und damit

Daraus folgt

Setzt man
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2 1 2¢0-3) .6

. 1
R T A L 60
in die Gleichung (/5.5) ein, folgt:
4
2 o apt (A1)
s attog 2y Sy Syagme(H) e
a 1+ |x| a a
Mit
96
A;log 5 = 7= 6u’
1+‘X‘ <1+|x|2)
folgt
- 2 2\4@1) 4 4
AzVa— (1 + |x| ) e =0 auf R". (5.7)

Dies bedeutet: Gilt w, = 0, dann besitzt die Gleichung (5.7)) die speziellen axialsymmetrischen

Losungen

L 2,1, 2#(1-2) .6
vg=—log—— + —~log ———

Damit sieht man: Lassen sich die Losungen von der Differentialgleichung fiir a > % ent-
sprechend klassifizieren, dann sind Riickschliisse auf die Losung der Differentialgleichung
moglich und somit eine eventuelle Bestidtigung der Vermutung. Hétte man wie im zweidimensio-
nalen Fall die Vermutung fiir die axialsymmetrischen Funktionen w (cos 8) auf der Sphire S* ge-
zeigt und die Losungen von Gleichung unter gewissen Vorraussetzungen als axialsymmetrisch
klassifiziert, wiirde mit Gleichung die Axialsymmetrie fiir alle Losungen von folgen und
damit die Vermutung. Diese Probleme sind allerdings noch offen.

Fiir den speziellen Fall a = 1 konnte Lin [26]] die Losungen fiir die partielle Differentialgleichung

Agw = 6e* auf R*
(5.8)

e4w c Ll (R4)
klassifizieren:

Satz 5.3. Sei w eine Losung von ([5.8) mit |w(x)| = o <|x|2> in 0. Dann existiert ein Punkt xo € R*

und A > 0, so dass w radialsymmetrisch um xq ist und fiir alle x € R* gilt:

21

w(x) =log——F.
) gl—l—lz\x—x(ﬂz
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