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4 DIPLOMARBEIT

[. EINLEITUNG

Diese Diplomarbeit hat zum Ziel, ein Stérungsresultat fiir die Konvexitat symmetrischer Kapillar-
flichen zu zeigen. Modifziert man ein C*-berandetes und beschrinktes Gebiet durch hinreichend
kleine C*-Stérungen, kann fiir die Lésungen der Kapillaritéitsgleichungen eine gleichmifige C1*-
Schranke gefunden werden. Eine Schliisselrolle werden hierbei gleichméfige innere und dufiere Ku-
gelbedingungen einnehmen. Durch ein Widerspruchsargument kann dann auch eine gleichméfige
C??-Schranke und mit ihr eine Ahnlichkeit der zweiten Ableitungen festgestellt werden. Da kapil-
lare Oberflidchen iiber einem symmetrischen Grundgebiet konvex sind, sind es somit auch Losungen

iiber (im C*-Sinne) kreisihnlichen Gebieten.

KAPILLARE OBERFLACHEN

Kapillare Oberflachen beschreiben die Grenzschicht zwischen Gas und Fliissigkeit im Drei-Phasen-
System einer Rohre (sog. Kapillare, engl. capillary tube). Wird eine Kapillare mit Querschnitt
Q) C R2, einem beschrinkten und C'-berandeten Gebiet, in einen Fliissigkeitsbehilter gebracht,
so wird die Fliissigkeit infolge der Grenzflichenwirkung heraufgezogen oder heruntergedriickt. Die
sich dabei ausbildende Grenzschicht zwischen Gas und Fliissigkeit in der Kapillare soll im Fol-
genden als Kapillarfliche bzw. kapillare Oberfliche bezeichnet werden. Sie hdngt im Wesentlichen
vom Verhéltnis der Adhésions- und Kohiésionskrifte am Réhrenrand, und damit dem Tripel (Gas,
Flissigkeit, Feststoff), aber auch von Temperatur und Gravitationskriften, welche die Oberfla-

chenspannung beeinflussen, ab.

Zwei prototypische Situationen sind hier Wasser und Quecksilber in einem kreisrunden Glasréhr-
chen unter normaler Atmosphéire und Raumtemperatur auf der Erdoberflache. Wahrend Wasser
wegen der iiberlegenen Adhésionskriifte am Réhrenrand nach oben gezogen wird, iberwiegen beim
Quecksilber die Kohésionskrifte. Wasser bildet so eine konvexe Oberfliche oberhalb des &dufieren
Fliissigkeitspegels, und Quecksilber eine konkave Flache unterhalb des dufieren Fliissigkeitspegels
aus (vgl. [Rec65, 10.10 und 10.11]).

Gaufk stellte 1830 eine Modellierung der Situation als quasilineares elliptisches Randwertproblem
zweiter Ordnung vor (vgl. [Fin86, Chapter 1]). Die Kapillarfliche S C R? wird hierbei als Graph

S = {(xl,xz,u(x))T eR?:z= (a1, 22)T € Q}

iiber dem Grundgebiet 2 parametrisiert, wobei u : £ — R die Hohe der Fliissigkeit iiber dem
Fliissigkeitsspiegel des umliegenden Geféfes ist. Dazu wird das dufsere Gefaf hinreichend grofs und

kreisrund gewahlt und die Fliissigkeit als inkompressibel angenommen.

Die Randbedingung des Problems wird durch den Winkel 6 : 9Q — [0, 7] zwischen unterer Kapillar-
flichennormale und &ufserer R6hrennormale gegeben. Dieser Winkel hingt vom Verhéltnis zwischen
Adhésions- und Kohésionskréiften am Rand ab; es soll von homogenen Randverhéltnissen ausge-
gangen werden, sodass 6 konstant als v € [0, 7] gewahlt werden kann. Die Kapillaritdtskonstante x
ist eine rein physikalische Konstante, welche im Wesentlichen durch die Oberflichenspannung be-

stimmt wird und hier stets als £ > 0 angenommen werden soll. Es bezeichne aukerdem v : 9Q — S!

EINLEITUNG



5 DIPLOMARBEIT

Abbildung 1: Kapillare im Fliissigkeitsbehélter

die duflere Normale an 2.

Das resultierende Randwertproblem (vgl. [Fin86, 1.9]) besteht nun aus der Gleichung

div Ve = Ku, in ), (1)
1+|Vul|
und der Randwertvorgabe
\Y
S L S cos(y), auf 9. (2)
1+|Vul

RANDWINKEL UND KONVEXITAT

In dieser Arbeit wird, vor dem Hintergrund Konvexitat zu untersuchen, stets v € [0, /2] betrach-

tet, da sich Konvexitdt im Fall v € (7/2, 7] ausschlieft. Allerdings gilt:

Bemerkung 1. Es sei 2 C R? ein beschriinktes und C*-berandetes Gebiet, x > 0 und ~ € [0, 7).
Es ist u genau dann Losung des dazugehorigen Kapillaritdtsproblems (1)A(2), wenn —u Losung

des Problems fiir Q, x und 7 — =y ist.

Beweis. Offenbar gilt die Gleichung (1) fiir © genau dann, wenn sie fiir —u gilt. Da aufferdem
Vy e [0,7]:  cos(y) = —cos(m — ),
ist die Randbedingung (2) fiir v und v genau dann erfiillt, wenn sie fiir —u und 7 —~ erfiillt ist. O

Damit werden Aussagen von Existenz, Regularitidt und A-priori-Abschétzungen von Intervallen I C
[0, 7/2] auf die gespiegelten Intervalle m—I C [r/2, 7] iibertragen. Nur die Positivitidt von Losungen
aus Korollar 2 wird auf [r/2, 7] zur Negativitdt, und (strikte) Konvexitdt wird auf [r/2, 7] zur
(strikten) Konkavitét; entsprechend dndert sich das Storungsresultat. Die formelle Einschrankung
vermeidet also nur umstédndliche Doppelformulierungen und ist zu keinem Zeitpunkt eine inhaltliche

Einschrinkung.

EINLEITUNG
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NOTATION

Es sollen in der Arbeit folgende erwdhnenswerte Konventionen gelten:

Zu einem metrischen Raum (M, d) und einer Menge U C M bezeichnen U° das Innere, U den
Abschluss und OU den Rand von U in M.

Es bezeichne N die natiirlichen Zahlen ohne Null und Ny := N U {0}.

Zu n € N und p, g € R™ bezeichne p - ¢ stets das euklidische Skalarprodukt zwischen p und gq.
Zun € N und z € R" bezeichne |z| := /z - = die euklidische Norm von z.

Zun € N\ {1} und = € R" bezeichne (z!,...,2") := x die Komponentenschreibweise von z.

Zun €N, r>0und zp € R" bezeichne B, (zp) := {x € R" : |z — zps| < r} die offene Kugel mit
Radius 7 um den Mittelpunkt xp;.

Zu n € N bezeichne S"~1 := 9B;(0) C R™ die (n — 1)-dimensionale Standard-Sphére im R™.
Zun € Nund M C R™ messbar, bezeichne L™"(M) das n-dimensionale Lebesgue-Mafs von M.
Zu n € N heifst Q C R™ Gebiet, wenn es nicht-leer, offen und zusammenhéngend ist.

Zu n € N heifst M C R™ konvez, falls fiir alle 21,22 € M und A € (0,1) auch Az + (1 —N)az € M
ist. M heifst streng konvez, falls fiir alle x1, 22 € M und X € (0, 1) sogar Azx1 + (1 — X)zo € M° gilt.
Ist Q C R? ein C%-berandetes Gebiet mit Randkurve ¢ € C?(R;R?), ¢(R) = 99, (—c2,c')T stets
innere Normale und K € C°(R) die durch

gegebene Randkriimmung, dann ist €2 konvex genau dann, wenn IC > 0 ist. 2 heifst gleichmdfig
konvez, falls iiberall I > 0 ist. Ein gleichméfig konvexes () ist insbesondere streng konvex; die
Umkehrung gilt i.A. nicht.

Zun € Nund 0 < eg; < ey < 0o bezeichne Qg <dist<e, = {x € Qg <dist(x,00) < 52}. Analog

werden Qgist=c, , e, <dist<e, €tc. definiert. Fiir dist < 9 wird e2 = oo zugelassen.

Zu einem normierten Banachraum (X, || - ||) und 0 # My, My C X heit My kompakt enthalten in
My (engl. compactly contained), geschrieben My € My, falls M kompakt und M; C My ist.

Ein C'-berandetes und beschriinktes Gebiet 0 C R? heifit einfach zusammenhdingend, falls es
wegweise zusammenhédngend und nullhomotop ist. Insbesondere besitzt ein solches Gebiet ent-
sprechend des Riemannschen Abbildungssatzes genau eine Randkomponente, d.h. dass der Rand
zusammenhiingend ist. In diesem Fall heift die Randkurve ¢ € C(R; R?) mit ¢(R) = 9Q und |¢| > 0

2

mathematisch positiv orientiert, falls (—¢2,¢')T /|¢| stets der inneren Normale an € entspricht.

Es sei Q0 C R? ein beschriinktes Gebiet und r > 0. Es heift, dass Q eine innere Kugelbedingung mit

EINLEITUNG
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Radius r erfiillt, falls fiir alle € 092

dxp € Q0 BT(I’M)CQ, BT(SCM)QGQ:{I}
Es heifst, dass Q eine duflere Kugelbedingung mit Radius r erfillt, falls fiir alle xz € 092

oy €R?: By(vm) CR? \Q, B.(zm)NOQ={z}.

Zun €N, Q CR" und v : © — R bezeichne suppv := {z € Q:v(z) # 0} den Tréger (engl.

support) von v.

ZuneN, a€0,1], m € NgU {oo} und Q C R” offen und beschriinkt bezeichnen C™(Q2), C™(Q)
und CF*(Q) die iiblichen Ridume stetig differenzierbarer Funktionen iiber  (vgl. [GT01, S. 10])

und C™%(Q) und C™*(Q) die iiblichen Holder- bzw. Lipschitzriume (vgl. [GTO01, S. 52]). Es sei
fir v € C°(Q) und V C Q

oy o) =)
a,V =
z1,22€V |.131 - x2|a
k1,...,kn=0 @

o \" o \"
ki4-+kp<m

_ n o\ 9 \*»
| - Hcvn,a(ﬁ) O™ Q) - R, v ||’UHCm(§) + Z [(fhl) - (8%") U]

K1, kin =0
kit tkn=m

€ [0, o0].

Mit den iblichen Normen

n

I lem@ : C™(@) =R, v > sup

)

werden C™(Q2) und C™(€2) zu Banachriumen. Sie sind fiquivalent zu den in [GT01] verwendeten
Normen (vgl. [GTO01, S. 53]).

Zun €N, Q C R” offen, m € Ny und 0 < p < 0o bezeichne LP(Q2) die Menge der p-integrablen
Funktionen iiber €2 mit Norm

1
P

I oy 22@) = e o ([ o) s p 2
Q

I llzry : LP(2) = R, v /\}’Iéfg fszl\l}\)[‘vl, falls p = oo.
L7 (N)=0

Mit W™P(), WP () seien die iiblichen Rdume m-fach schwach differenzierbarer Funktionen

mit p-integrablen schwachen Ableitungen bezeichnet (vgl. [GTO01, 7.5]).

Auf Produktraumen
X =X1 x---xX,

von m € N normierten Riumen (X1, ||+ ||x1), ..., (X™, |- ||xm), sei mit ||| x stets die Maximums-

EINLEITUNG
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norm bezeichnet, d.h.
[ lx:X >R, z=(2'...,2™) — max{|lz"|x1,....[[z"||xm} . (3)

Durch diese Norm werden die meisten gemeinsamen Eigenschaften der Teilraume, wie Vollstdndig-
keit, an X vererbt.

Zun € N und Q C R" offen heift u € C?(Q2) konver, falls iiberall Hessu > 0, d.h. positiv
semidefinit, ist. u heifst strikt konvez, falls iberall sogar Hess u > 0, d.h. positiv definit, ist. Existiert

weiter ein d > 0 so, dass sogar Hessu > § iiberall, dann heifst u gleichmdfig konvez.

Zu i, 7 € N bezeichne
1, fallsi=j

5ijZ=
0 , fallsi#j

,

das Kroneker-Symbol.

v wird, wenn nicht ausdriicklich anders gekennzeichnet, ausschliefslich zur Bezeichnung &ufserer

Normalen an C'-Gebiete verwendet.

Es wird dem Leser nicht verborgen bleiben, dass eine Reihe an Abschétzungen sehr explizit dar-
gestellt werden. Da es am Ende der Arbeit zu einem Widerspruchsbeweis kommt und wiederholt
externe Grofen genutzt werden, bleibt das hier ohne gréfseren Nutzen und kann im Wesentlichen
iiberlesen werden. Fiir eine Weiterverwendung jedoch sollte es niitzlich sein direkt zu sehen, in

welcher Ordnung bestimmte Grofen in die Abschéitzungen einflieffen.

CHARAKTER DES PROBLEMS

Offenbar handelt es sich bei (1) um eine quasilineare elliptische Differentialgleichung zweiter Ord-

nung. Die Koeflizienten vor den Termen zweiter Ordnung lassen sich dabei beschreiben durch
d; j P’y
— — (4)

3
- -
V1+ bl (1 + \p|2)2

wobei 4, j € {1,2}. Die Gleichung (1) wird so zu

aij:R2—>R, p =

2
Z ai; (V) Ugizi = Ku.
ij=1

s

Es zeigt sich, dass die Gleichung elliptisch, aber weder gleichméfig noch strikt elliptisch, ist (vgl.
[GTO1, S. 31, S. 259]), da fiir £ = (¢1,62)T € R?

22: w(pyeies = £EHEE (CpP
i = )
i.4=1 1+ |p|” (1 + |p|2>

(MY

EINLEITUNG
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was sich abschétzen lasst zu

2 2N E12  []2]6]2 2 o 2
)\(p)|§|2 = |£‘ % _ (1+‘p| )|§| |p| |§| < Z aij(p)§z£] < ‘€|

3
2 A 2
(1+ 1) (1+ 1) =1 Vi+lp

wobei offenbar A(p), A(p) — 0 und A(p)/A(p) = 1+ |p|*> — oo fiir |p| — oo.

= A, (5)

Interessant wird das Problem auch durch seine nicht-lineare Neumann-Randbedingung (2), die

einen Zugang mittels Schauder-Theorie zu verhindern scheint.

EINLEITUNG
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I[I. VERGLEICHSPRINZIP

VERGLEICHSPRINZIP

Das folgende Resultat von Paul Concus und Robert Finn (vgl. [CF74b]) ist in [Fin86, Theorem 5.1]
nachzulesen und erlaubt es, durch die Wahl giinstiger Vergleichsfunktionen, verschiedene Eigen-
schaften kapillarer Oberflichen zu zeigen. So ergeben sich, neben den hier gezeigten C°-a-priori-
Schranken und der Eindeutigkeit, verschiedene Aussagen iiber die Gebiets-Abhéngigkeit der Hohe
und des darunterliegenden Volumens der in der Kapillare aufgestiegenen Fliissigkeit (vgl. [Fin86,
5.3]).

Es bezeichne im folgenden Abschnitt stets

b

P .
V1+p?

Satz 1 (Concus, Finn, 1974). Es sei Q) C R? ein beschrinktes und C*-berandetes Gebiet mit Guferer
Normale v : 0Q — S' und > 0. Fiir eine Zerlegung 9Q = £, U X5 und u,v € C*(Q) N CH(Q)
gelte

a:R? - R?

Nu := div(a(Vu)) — ku > div(a(Vv)) — kv =:Nv in Q
u<wv , auf X
a(Vu)-v < a(Vv) - v ) auf 3g

Weiter seien Nu und Nv dber Q) integrierbar.

Dann ist u < v in Q. Ezistiert auflerdem ein € Q mit u(z) = v(zx), so ist u = v.

Zum Beweis der letzten Aussage greifen Concus und Finn auf das Maximumprinzip von Eberhard
Frederich Ferdinand Hopf (vgl. [Hop52|) zuriick. Hier wird eine etwas allgemeinere aber bekannte

Formulierung verwendet, wie sie sich beispielsweise in [HL0OO, Theorem 2.5] findet.

Hilfssatz 1 (Hopf, 1952). Es sei D C R? eine offene Kreisscheibe und w € C*(D) N CY(D). Es
gelte in D die Ungleichung

A11 W11 + 2012W41 42 + AooWy2,2 + bWyt + bowy2 — cw > 0, (6)

wobei fiir ¢ € R gerade ¢ > 0, sowie fiir dn,dlg,dgg,l;l,l;g S C’O(E) und einem § > 0 gerade eine
gleichmifige Elliptizititsbedingung a11ao2 — G35 > & gelte. Ferner sei w < 0 in D und w(zo) = 0
an einem Randpunkt o € 0D.

Dann ist die Normalenableitung bzgl. duflerer Normale vp an D von w in xq strikt positiv, d.h.

(Ow/ovp)(xg) > 0.

Beweis zu Satz 1. Angenommen {x € Q : u(z) > v(z)} # 0. Fiir beliebiges M > 0 ist dann wegen
der Stetigkeit von w und v die Menge {x € Q : 0 < u(x) — v(x) < M} keine Nullmenge. Fiir M > 0

VERGLEICHSPRINZIP
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Abbildung 2: Zerlegung von 2

beliebig, aber fest, bezeichne

Q7 ={xeQ:ulx)—v(x) <0},
QY ={reQ:0<u(x)—v(x) < M},
O i={recQ: M <u(x)—v(z)}.

Wie oben erwihnt ist £2(Q)7) > 0. Es sei nun

0 , in Q7
w:Q—-R, w=qu—-v , inQ).
M , inQF

Der Rand von 2 setzt sich zusammen aus den drei Abschnitten

YT =00 Nno0, M =00¥NnoQ und XT =00 Noq.

Mit Nu und Nwv sind wegen der Beschranktheit von w auch (Nu — Nv)w und (u — v)w iiber Q

integrierbar. Es ergibt sich so unter Verwendung des Gaufischen Integralsatzes
0< / (Nu — Nv)wdz
Q

= /Qdiv (a(Vu) — a(Vv)) wdx — KJ/ (u —v)wdz

Q

=— /Q (a(Vu) — a(Vv)) - Vwdz — /«i/Q(u — v)wdx + /09 (a(Vu) — a(Vv)) - vwdS(z)
=— /Q (a(Vu) — a(Vv)) - Vwdz — /i/Q(u - v)wdx—i—/_ (a(Vu) — a(Vv)) - vwdS(z)

=:Q =W =0

+ /Zé” (a(Vu) — a(Vv)) - vwdS(x) Jr/E (a(Vu) — a(Vv)) - vwdS(z) .

+

=:5M =St

Es ist W > 0 und da Q) keine Nullmenge, ist sogar W > 0. Weiter ist T C 9Q\ 3, C X3; analog

VERGLEICHSPRINZIP
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S\ {z € B}t w(z) = 0} C L. Damit sind S§7, SF < 0. Fiir Q gilt
Q= o (a(Vu) — a(Vv)) - V(u — v)dz.
0
Da a(p) = p/+/1 + [p|* der starken Elliptizititsbedingung
Vp.g €R?: p#q=(a(p) —alq)) (p—q) >0 (7)

geniigt, ist also auch @ > 0, wobei @ = 0 nur im Fall Vu = Vv in Q) auftritt. Zum Beweis von
(7) betrachte fiir p # q aus R?

F(t):=(p—q) (alg+tlp—q)—alq)).

Da F(0) = 0 und

i (d q+tp—aq)
F'(t)=(p—q) (dt\/1+|q+t(p—Q)|2>

:(p_q)_< p—q _(q+t(p—q))[(q+t(p—Q))3-(p—q)}

V1tlg+tp—q)? (1+lg+tp—q)?)?

— p —ql? - \q+t(p—q)|2|p—61|32 _a+tlr—aq)- (p—qgl2
(I+lg+tlp—9I?)* (A+lg+tlp-a))*  (A+lg+tlp—q)l?)?

> p— qf? >0

vl

(I+1lg+tlp—q)?)

gilt tatséchlich
(a(p) —a(q)) - (p—q) = F(1) > 0.
Somit ist

0<-Q-W+0+8Y+5T <o,
ein Widerspruch. Also ist {z € Q : u(z) > v(z)} = 0.

Mit Hilfe des Hilfssatzes 1 bleibt zu zeigen, dass u = v schon aus der Gleichheit in einem Punkt

folgt. Dazu betrachte man w := v — v und die {iblichen Koeffizienten

03,5 p'p’

— , 4,7 €{1,2}.
VIFPE  (1+p?)?

Es ergibt sich auf ganz 2 eine Ungleichung der Form (6) an w:

ai.j:R2—>R, p—

0< Nu-—Nv=div L — ku — div L + KV

1+ [Vul? 1+ Vol

VERGLEICHSPRINZIP
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2
Z Qij VU) Ui i CLU(V’U) i xﬂ) — kw

Jj=1
2

2
Z ai; (V) wyizs + Z (@i (Vu) — a; (V) Vgigi — KW

j=1 ij=1
2 2 1 d
= Z a;;(Vu)wyigs + Z / [a;; (Vv 4+t (Vu — V)] dtvgizi — kw
ij=1 ij=1"0 dt

2

= Z a;;(Vu)wyizs + Z

2
ij=1 =1 \i,j=1

e ! da,
i )
E /0 oy (Vo +1t(Vu— V) dtvgiz | wa — kw,

wobei
&ij = aij(vu) (7';.7) € {(171)3(172)7(232)}3
l~)l = Z / (Vo+t(Vu—Vv))dtvgig, 1e€{1,2},
7,7=1
c:=k>0.
Mit ¢ := max g |Vul ist auch
&11&22 — &?2 = au(Vu)agg(Vu) — alg(Vu)agl(Vu)
1 |Vul|? u? u?, u? u?,
= 2 ne T 23] VT o, 23 (8)
L+ [Vul2 (14 |Vu2)?  (1+|Vuf?) (1+ |Vul?)
1 1
(14 |Vul?) (1+¢?)

erfiillt.

Angenommen P := {x € Q: w(x) =0} # 0, aber w < 0 und w # 0. Dann ist Q\ P = w~}(R\ {0})
offen. Man kann also ¢ € Q\ P so wihlen, dass dist(g, 9) > dist(g, P). Nun wéhlt man unter den
offenen Kreisscheiben um ¢, die noch ganz in 2\ P enthalten sind, das maximale Exemplar D aus,

also
D := B,(q), mit r:=max {7 >0: Bi(q) CQ\ P}.

Nun ist w < 0 auf D und es existiert ein Punkt 29 € 4D NQ mit w(z) = 0. Da auferdem D C ,
sind die Koeffizienten @11, a1, @22, b1, by stetig auf D und w € C?(D). Nach Hilfssatz 1 ist also
(Ow/dvp) (xo) > 0, sodass es in Q) Punkte mit w(z) > 0 geben miisste, ein Widerspruch. O

Bemerkung 2. Fiir u,v € C?(Q) welche in  die Kapillaritiitsgleichung erfiillen, sind die Voraus-
setzungen Nu > Nov und Nu,Nv € L}(£2) aus Satz 1 offenbar stets erfiillt, da Nu = 0 = Nv.

VERGLEICHSPRINZIP
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EINDEUTIGKEIT

Aus dem soeben gezeigten Vergleichsprinzip lésst sich nun, fiir alle in dieser Arbeit betrachteten

Formulierungen des Kapillaritétsproblems, die Eindeutigkeit folgern.

Korollar 1. Es sei Q C R? ein beschrinktes und C'-berandetes Gebiet mit dufSerer Normale v :
00N — S, k>0 und v € [0,7/2] gegeben. Sind u,v € C?(Q) N C*(Q) Lisungen des dazugehérigen
Problems (1)\(2), so gilt u=v in Q.

Beweis. Zur Anwendung von Satz 1 seien X, = () und X3 = 9Q gewihlt. Entsprechend Bemerkung
2 ist Nu = Nv. Die Randbedingung (2) liefert a(Vu) - v = a(Vv) - v auf 3. Also sind v > v und
v > in Q. O

VERGLEICHSPRINZIP
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[II. A-PRIORI-SCHRANKEN

ABSCHATZUNGEN DER SUPREMUMSNORM

An dieser Stelle soll eine Randwinkel-unabhéngige Abschéitzung des Supremums von Losungen
des Problems (1)A(2) als Folgerung des Vergleichsprinzips aus Satz 1 gegeben werden. In [CF74a]

zeigen Concus und Finn einen alternativen Weg, ohne die direkte Nutzung des Vergleichsprinzips.

Im Verlauf der Arbeit soll wiederholt auf die folgende Aussage zuriickgegriffen werden.

Hilfssatz 2. Es sei Q C R? ein beschrinktes und C'-berandetes Gebiet mit duflerer Normale
v:90 — S Sind x € Q und p € 9Q so, dass dist(x,0Q) = |z — p|, dann gilt

_pb—
lp— x|

p—r
y(p)~|p_x|—1 bzw. v(p)

Beweis. Wegen der C'-Berandung des Gebiets, lisst sich 02 lokal um p als Nullstellenmenge einer
C'-Funktion darstellen, d.h. es existiert eine in R? offene Umgebung U C R? von p und eine
Funktion g € C*(U) mit

VeeU: Vgz)#£0, UNnQ={xeU:g(z)>0},

bzw. U N 9N = g~1(0). Offenbar ist der Tangentialraum an 9Q in p l-dimensional; er werde
durch 7 € S! aufgespannt. Es existiert ein € > 0 und eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve
c € C1((—¢,¢€);09) so, dass ¢(0) = p und ¢(0) = 7. Da fiir alle s € (—¢,¢)

|z — p|? = dist(x,0Q)? < |z — c(s)]?

gilt, ergibt sich

0= % (js o(s) a:|2>

s=0
also dank der 2-dimensionalen Situation
p—x
v(p) - e{-1,1}.
) o € 1)

Angenommen, es wire v(p) - (p — x) negativ. Dann gébe es ¢ > 0 mit p + tv(p) = z. Da aber fir
s> 0 klein genug p + sv(p) € U und g(p + sv(p)) < 0 sein muss, da v als dufere Normale gewahlt
wurde, wire nicht die gesamte Verbindungsstrecke [0,#] 3 s — p + sv(p) € R? von p und z aus Q,
also p nicht die beste Approximation iiber 9 an x, ein Widerspruch. Damit ist die Behauptung
gezeigt. O

Der folgende Hilfssatz zeigt unter anderem, dass die Klasse der Gebiete, welche eine innere und
eine duflere Kugelbedingung erfiillen, hinreichend grof fiir die spatere Anwendung ist. Aufserdem

sollen einige wiederholt verwendete Hilfsaussagen festgehalten werden.

Hilfssatz 3. Es sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet.

A-PRIORI-SCHRANKEN
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(a) Ist zusitzlich O € C?, dann ewistiert v > 0 so, dass Q eine innere Kugelbedingung mit

Radius r und eine duflere Kugelbedingung mit Radius r erfillt.

(b) Ist zusitzlich 92 € C und erfiillt Q eine innere Kugelbedingung mit Radius r, so gilt fiir alle
x €
Jzp €Q: Bi(azy) CQ, x € Be(zy).

(¢) Erfillt das Gebiet Q) eine innere (bzw. duflere) Kugelbedingung mit Radius R > 0, so erfillt

es auch fir jedes 0 < r < R eine innere (bzw. dufere) Kugelbedingung mit Radius r.

(d) Ist 00 € C™ fir m € N, dann existieren endlich viele nach Bogenlinge parametrisierte
periodische Kurven cy,...,cy € C"™(R;R?), N € N, mit

90 = c1(R)U...Ucn(R).

(e) Es sei Q auflerdem streng konvex und ¢ € C*(R;R2) eine nach Bogenlinge parametrisierte
Kurve mit 9Q = ¢(R) und einer solchen Orientierung, dass (—¢2,¢t)T der inneren Normale

von §) entspricht. Bezeichnet K € C%(R) die Kriimmung von c, d.h.

dann erfillt Q fir jedes R < 1/(maxg K) eine innere Kugelbedingung mit Radius R.

Beweis. Die Teilaussagen werden in abgeénderter Reihenfolge bewiesen.

(d) Der Rand von  besteht aus endlich vielen nicht-leeren, disjunkten und zusammenhéngen-
den Randabschnitten. Dazu nehme man z; € 9Q # () und betrachte die dazugehorige Zu-
sammenhangskomponente ;. Weiter wahlt man jeweils x € 9\ U;:ll Y, solange bis
o0\ U;:ll Y, = (. Kdme das Verfahren nicht zum Stillstand, gébe es unendlich viele nicht-
leere, disjunkte und zusammenhéngende Randkomponente (3 )keny und dazu zx € Xy C 09.
Da 09 aber kompakt ist, existiert nach Auswahl einer Teilfolge z € 0f2, mit z; — x. Da
x € 002 und 902 € C" ist, existiert eine Umgebung U von z in der 9QNU zusammenhéngend
durch eine C™-Kurve dargestellt werden kann. Insbesondere liegt nur eine Zusammenhangs-
komponente von 0f) in der Ndhe von z, ein Widerspruch zu xz; — x. Damit gibt es nur
endlich viele Randabschnitte.

Nun sei ¥ € {¥1,...,Xn} beliebig, aber fest, gewéhlt. Als 1-dimensionale, zusammenhén-
gende und kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand ist ¥ homdomorph zu S, also geschlossen.
Zu jedem x € Y existiert wegen der C""-Berandung und nach dem Satz von der impliziten
Funktion ein £, > 0 und eine offene Umgebung U, C R? von z so, dass ¥ N U, Spur ei-
ner Kurve ¢, € C™((—e,,e,); R?) mit ¢,(0) = z ist. Nach einer Umparametrisierung nach
Bogenldnge und einer ggf. Einschrinkung von U, und ¢, (vgl. [Bérl0, Proposition 2.1.13]),
kann 0.B.d.A. ¢, als nach Bogenlénge parametrisiert angenommen werden. Aufserdem sei ¢,

2&1

0.B.d.A. so parametrisiert, dass (—¢z,¢,) lokal der inneren Normale an 2 entspricht. Da 3

A-PRIORI-SCHRANKEN
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kompakt ist, ldsst sich eine endliche Teilmenge P C X so finden, dass

sc .

reP

Die globale C"-Kurve kann nun als Aneinanderkettung von lokalen Randkurven definiert
werden: Es lassen sich x1,...,23 € P, M € N, und dazu Intervalle [ag, bi] C (—&4x,e.%) SO
finden, dass ¢, (ar) = ¢q,_, (bp—1) fiir alle k € {2,..., M} und c;1(a1) = cym(bpr). Es seien

dazu
k—1

ay = Z(bl — al), Ek = ay + (bk — ak).
=1

¢ kann nun auf [0, by] stiickweise definiert werden durch
C:[ak,gk}HRa S*—>ka($+ak7&k), kE{l,...,M}.

Es sei v : 9Q — S! die dukere Normale an €. Da ¢ aukerdem stiickweise in C* ist, liisst es

sich, fiir s € [ag, Bk], darstellen durch
51 S
o(s) = ¢(0) + / Hr)dr 4+ / o(r)dr
0 ax

s s —v2(c(r
:c(0)+/0 e(T)dT:c(oH/O <u1(i(:)§)> dr.

Daher ist ¢ nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auch in den Uber-
gangspunkten so glatt wie es v zuliisst. Insgesamt ist also ¢ € C™ ([0, bas]; R2), ¢(0) = ¢(bas)
und ¢([0, bar]) = 2.

Es erfiille 2 eine innere Kugelbedingung mit Radius R, wobei R > r > 0. Es sei p € 0f)
beliebig gegeben. Dann gibt es nach Voraussetzung zg € {2 mit

Br(zr) CQ, Bgr(zr)N o= {p}.
Man setze z, := p+ (r/R)(xr — p). Offenbar gilt

[ =l = |p+ G (@r = p) —p| = Hler —pl =7,

sodass p € B,.(z,) N 9N. Aukerdem gilt fiir alle x € B,.(z,)
ltr — 2| < |zgp — 20| + |2 — 2| < (R—7) +7 =R,

sodass © € Br(zgr), also B,.(z,) C Br(zgr) C Q. Daraus folgt auch, dass

B,(x,) N9Q C Br(zr) N = {p},

also {p} = B,(z,) N ON. Also ist B,(z,) eine geeignete innere Kugel mit Radius r fiir p,
sodass insgesamt {2 eine innere Kugelbedingung mit Radius r erfiillt.

A-PRIORI-SCHRANKEN



18

DIPLOMARBEIT

Die gleiche Aussage folgt analog fiir eine duftere Kugelbedingung.

Die Aussage wird hier nur fiir die innere Kugelbedingung gezeigt. Die duftere Kugelbedingung
folgt analog, oder indem man fiir eine 2 umgebende Kugel D eine innere Kugelbedingung
fiir D\ © sucht.

Entscheidend fiir diese Aussage wird die Beschranktheit von ©Q und damit Kompaktheit
von Of) sein. Zunéchst soll durch ein Kompaktheitsargument die bei lokaler Betrachtung
schwer kontrollierbare globale Struktur des Randes unter Kontrolle gebracht werden. Ist dies
geschehen, so konnen an jeden Randpunkt innere Kugeln mit Kriimmung gréfser als die der
Randkriimmung angelegt werden. Der Schritt zur Kontrolle globaler Strukturen kénnte durch

qualitative Vorgaben an ), wie beispielsweise dessen Konvexitét (vgl. (e)), umgangen werden.

Wie in (d) gezeigt wurde, gibt es N € N und dazu N nach Bogenlinge parametrisierte Rand-
abschnitte c1,...,cn € C?(R;R?), welche 0.B.d.A. so orientiert seien, dass (—¢2,¢1)T : R —
St fiir k € {1,..., N} die jeweils inneren Normalen an 95 sind; das ist durch gegebenenfalls

vorzunehmende Umparametrisierungen R > ¢t — —t € R zu erreichen. Fiir diese gilt
90 = c1(R)U...Ucn(R).

Es seien fir k£ € {1,..., N} jeweils i : R — R die zu ¢, gehorigen Kriimmungen, gegeben

durch
..1 _ . 2
Ck Ck

SIC ;:Sup{“Ck(t)l:kE{l,...,N},tER}.

sowie

Offenbar sind die ¢ periodisch, also auch die Ky, sodass S < oo.

Es sei p € 090 gegeben. Ferner sei k € {1,...,N} so, dass p € ¢x(R). Dann existiert eine

offene Umgebung U, um p so, dass

Yoy, 22 € 0ANUp: Jtr,t2 €R: ex(t) = a1, cx(te) =z, |61 —t2] < ﬁ 9)
Zuniichst sei dazu U, eine Umgebung von p so, dass 92 N U, = cx(R) N U,. Dies ist mog-
lich, da es zwischen je zwei Randabschnitten kqi,ke € {1,..., N} mit k1 # ko einen echten
Abstand gibt, d.h. dist(cg, (R), ¢k, (R)) > 0; vgl. dazu Teil (d). Auferdem kann fiir beliebiges
e > 0 eine Umgebung U. C B.(p) N U von p so gewihlt werden, dass cx(R) N U, zusam-
menhéngend ist; dafiir schneide man alle Kurvenabschnitte aus B (p) heraus, die nicht mit
p zusammenhéngen. Angenommen es gébe keine Umgebung U, C Up von p mit (9), dann
gibe es zu jedem € > 0 Randpunkte z1,z2 € U. so, dass fiir alle ¢1,t3 € R mit cx(t1) = 21
und cg(t2) = x2 gelten wiirde, dass |t1 — ta2] > 1/(2S5)). Also wire wegen der Parametrisie-
rung nach Bogenlédnge von ¢ fiir alle ¢ > 0 in B.(p) ein p beinhaltender Kurvenabschnitt
der Mindestlange inf {|t; — ta| : cx(t1) = 21, cx(t2) = 22} > 1/(2S;) > 0 enthalten. Es gibt
auerdem zwei Punkte p; und p, und dazu t,, <t, < tp, so, dass p = cx(tp), p1 = ck(tp,),

P2 = cx(tp,) und |t,, —tp|, |tp, —tp| < 1/(4Sk). Offenbar muss fiir jedes € > 0 mindestens einer
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der {p1,p2} in U, enthalten sein. Also gibt es eine Folge (&;);en, €; — 0 und ein j € {1,2}
so, dass p; € U, fiir alle i € N, ein Widerspruch zu |p — p;| # 0.

Es existiert eine offene Umgebung V}, C U, um p so, dass R, := dist(V},, dU,)/2 > 0. Uber V,,
lasst sich nun eine innere Kugelbedingung mit Radius r, := min{R,,, 1/(4Sk)} formulieren:
Es sei ¢ € V, N 0N beliebig gegeben und dazu s € R mit cx(s) = ¢. Als Mittelpunkt der

potentiellen inneren Kugel fiir ¢ sei

T = CEk\S T 7Ci(5)
M= cp(s) + p(é,ﬁ(s))

gewahlt. Da ¢ € V,, C U, und |zp — q| = 1p < R, = dist(V},,0U,)/2, ist
dist(zar, OU,) > dist(g, dU,) — |xar — q| > dist(V,, 0U,) — dist(V},, 0U,)/2 = Ry, > 1),

also B, (xa) C Up. Auberdem gilt fiir £ € R
t t T
ck(t) = ex(s) +/ o (T)dT = ci(s) +/ <c'k(s) +/ Ck(f)d§> dr

= ci(s) + (t — s)éx(s / / Ki(€ ( f%?) dédr,
Ck

ek (t) = (cx(s) + (t = s)ér(s))] < %It — s[?Sic < [t — s Sc.

sodass

Fir x € 00N B, (xM) C 002N U, gibt es wie oben gezeigt ¢t € R so, dass ¢x(t) = = und
|t —s| < 1/(2Sk). Damit ist im Fall ¢ # s

xr— x| = lep(t) — xp| > inf I—x
= oa) = fe(t) iEB“,fs‘zs,C<ck(s>+<t—s>ek<s>>| |

— max {0, [z — (cn(s) + (¢ — 8)éx(s))] — |t — 528}
= max {0, \JTE At — 82— [t — 5‘2S;<} ,

also wegen |t — s|?S2 <1/4<1/2<1-2r,5¢

ry = \/r; + 21|t — 5|28y + [t — s[4S2 — [t — 5|2}

< \/7"% + 2|t — 528k + (1 = 2r,Sic) [t — 5|2 — [t — s[5},

= ,/T%+‘t—s|2—|t—8|25k < |z —zpm]|

Da (—¢?(s),é!(s)) innere Normale an 9 in ¢ ist, muss also B, (z) \ {¢} C Q. Nach
Definition ist auferdem |q — zps| = 7p, also B, (xnr) NOQ = {q}.

Insgesamt gibt es also fiir jeden Punkt p € 9Q eine offene Umgebung V,,, auf welcher die
innere Kugelbedingung mit Radius 7, erfiillt wird. Wegen der Uberdeckungskompaktheit

von Of) kann man endlich viele Randpunkte pi,...,pr, L € N aussuchen, um den ganzen
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Rand mit Vj,, U--- UV, zu iiberdecken. Mit der Argumentation aus dem Beweis zu Teil (c)
wird in jedem der Abschnitte eine innere Kugelbedingung mit Radius min {r},,...,7p,} >0

erfiillt, also auf ganz 9f.

Q erfiille eine innere Kugelbedingung mit Radius r. Nun sei x € Q beliebig gegeben. Ist
dist(z, Q) > r, so kann x; = x gewdhlt werden. Ist allerdings dist(z, Q) < r so existiert
wegen der Kompaktheit von 992 und der Stetigkeit der euklidischen Norm ein p € 9 mit
dist(x,0Q) = |z — p|. Da Q eine innere Kugelbedingung mit Radius r erfiillt, existiert ein

xp € Q mit B(zp) C Qund |xp — p| = 7. Somit gilt nach Hilfssatz 2 fiir x5, und z, dass

DIV PO
Ip — 2] lp — x|

Weiter ist

(p—axm)(z—pl—r) _ (p=2)(z—pl—7) C(p—x) - r R

= _p M
lp — x|

=TpM — T,
r lp— 2|

also |zp — x| =r — | — p| <7 und damit = € B,.(zpr) C Q.

Zunéchst sei angemerkt, dass die Konvexitéit von € und die Geschlossenheit der Randkurve
K > 0 und Sk := maxg K > 0 sicherstellen. Um zu zeigen, dass ) die genannte innere
Kugelbedingung erfiillt, soll hier R? mit C identifiziert und die Situation im Komplexen

dargestellt werden.

Angenommen 2 erfiillte die innere Kugelbedingung mit Radius R nicht, dann gébe es ein

so € R so, dass

By <c<so> R (‘(())» MO0\ {els0)} £ 0.

c (So

0.B.d.A. seien s = 0, c¢(s9) = 0 und ¢ = (1,0)7. AuRerdem sei z € R? mit 2! + iz? € C
identifiziert; es ist hier stets i = /—1 die imaginéire Einheit und R(z) = 2! der Realteil von
z, sowie 3(x) = 2?2 der Imaginiirteil von x. Weiter bezeichne ), := (0, R)” den Mittelpunkt
der verletzten inneren Kugel Bg(zr). Die Kurve ¢ lisst sich bekanntlich beschreiben durch

die Winkelgeschwindigkeit 6 von ¢
0:R— R, s»—>/ k(o)do,
0
sodass

c(s):/ é(T)dT:/ ew(T)dT:/ et Jo wlo)do g
0 0 0

Man beachte, dass in dieser Darstellung die innere Normale ein i-faches des Tangentialvektors
ist, d.h.
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sodass fiir s € R tatsichlich

Es existiert eine offene Umgebung U C R? von 0 so, dass dQ N Br(xa) NU = {0}. Dazu
betrachte man in einer offenen Umgebung U  R2 von 0 die Kurve ¢ als Funktion g € C* und
OBRr(xys) als Bild der Funktion t — f(t) := R — v/R2? — t2. Offenbar sind g(0) = f(0) = 0,
g'(0) = f/(0) = 0 und ¢”(0) = K(0) < Sk < 1/R = f”(0). Damit ist 0 < g” < f” in einer
ggf. verkleinerten Umgebung U € U C R?, sodass fiir ¢ mit (¢, g(t)), (¢, f(t)) € U

max{0,t} p,max{0,7} max{0,t} pmax{0,7}
g(t) z/ / g"(o)dodr < / / f'(o)dodr = f(t).

min{0,t} min{0,7} min{0,t} min{0,7}

Es bezeichne L > 0 die minimale Periode der Kurve c. Da die innere Kugelbedingung verletzt
wird, miissen nun 0 < s; < so < L so existieren, dass ¢((0,s1)) N Br(zy) = 0, c(s1) €
OBr(zp) und ¢((s2, L)) N Br(zar) = 0, ¢(s2) € 0Br(zar). Die Anordnung garantiert, dass

mindestens einer der Falle auftritt:

ct(s1) = R(e(s1)) >0, cl(s2) = R(c(s2)) <0, c(s1) = c(s2) = (0,2R)T.

& &
c(s1) c(s2)
c(s2) c(s1)
c(0) R c(0) R
R R

c(s1) = c(s2)

c(s1)

¢(0) R c(0) R

Abbildung 3: Anordnung von c¢(s1) und ¢(ss)

Die strenge Konvexitdt von ) garantiert, dass das abgeschlossene Kreissegment unterhalb

der Sekantenstrecke von c¢(s1) bis ¢(s2) ganz in Q U {c(0),c(s1),c(s2)} enthalten ist (vgl.
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Abbildung 3). Es tritt also mindestens einer der folgenden Fille ein:

A\ 9(81) S ,
A

Nach ggf. einer Spiegelung der Situation kann hier 0.B.d.A. R(c(s1)) > 0 mit 0(s;) < «

angenommen werden.

Genau hier zeigt sich die Widerspriichlichkeit der Situation. Es wird nun moglich sein zu
zeigen, dass ¢ mit maximaler Kriimmung Sy nicht hinreichend gekriimmt ist, um auf dem
Weg von ¢(0) bis ¢(s1) nicht die Konvexitét zu verletzen. Die Kurve kann auf der verfiigharen
Hohe die ,Wendung” um den Winkel 6(s1) nicht vollziehen. Zunéchst soll gezeigt werden,
dass die sparsamste Variante die Winkeldifferenz zu {iberwinden, die Wendung mit voller

Kriimmung Sy ware. Es ist

0(s1)
Sk

O min : [O, } —10,0(s1)], T~ SkT

die Winkelgeschwindigkeit einer Kurve mit voller Kriimmung Sx. Die Umparametrisierung

0(§)
Sk

pilal = 0. 550] e k000 -

erfiillt offenbar O, 0 = 0 auf [0, s1]. Es ist ¢'(§) = 0'(€)/Sx = K(§)/Sk € (0,1] fiir alle
¢ €0, s1]. Damit ergibt sich
0(s1)

Sk

SIn(Omin (7))d7 (10)

0

Abbildung 4: Hohe h

Die Hohe soll nun definiert sein als b := S(c(s1)) — S(e(0)) = I(e(s1)). Einerseits ist ent-
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sprechend (10)

S1 S1 @
h=S =3 ie(f)d): in(6(£))d * Sin(Omin(7))dr
(e(51)) ( e 0ag) = [T snoenae = [ siniounlo)
s 1 o) 1
= / sin(SiT)dr = — sin(€)d¢ = — (1 — cos(0(s1))),
0 S}C 0 SIC

andererseits lasst sich h direkt aus der geometrischen Situation abschétzen. Es bezeichne
a den Winkel £(0,zp7,¢(s1)) (vel. Abbildung 4). Offenbar ist a < 6(s1), da ¢((0,s1))N =
Br(za) = 0. AuRerdem ist

und damit

h = R(1+ cos(m —a)) = R(1 — cos()) < R(1 — cos(6(s1))) < i(l —cos(6(s1)))-

Insgesamt wére also

iu —cos(8(s1))) < h < iu — cos(0(s1)),

ein Widerspruch.

O

Dass im Folgenden die Abschétzung des Supremums einer Losung w ausreicht um |u| abzuschétzen,

liegt an der Beobachtung, dass fiir v € [0, 7/2] Losungen von (1)A(2) nicht negativ sind.

Korollar 2. Es sei Q) C R? ein beschrinktes und C-berandetes Gebiet, k > 0, v € [0,7/2] und
u € C%(Q)NCHQ) Lisung des dazugehirigen Kapillarititsproblems (1)A(2). Dann ist entweder
u >0 in Q oder u=0 in Q.

Beweis. Als Vergleichsfunktion sei v = 0 in € gewéhlt. Offenbar ist Nv = 0 = N u. Weiter ist

Tv-v=0<cos(y)=Tu-r.
——
€[0,1]

Mit der Wahl ¥ := 09, Xy := 0, X, := 0 zeigt nun Satz 1 das gewiinschte Resultat. O
Das Korollar zur Abschiitzung des Supremums gliedert sich in drei Teile, wobei (a) die eigentliche
Aussage ist und (b) und (c) die Aufbereitung von (a) fiir die spitere Anwendung darstellen.

Korollar 3. Es sei Q C R? ein beschrinktes und C'-berandetes Gebiet, k > 0, v € [0,7/2] und
u € C?(Q)NCYQ) Lisung des dazugehirigen Kapillarititsproblems (1)A(2).
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(a) Es seien xpr € Q und r > 0 so, dass Br(xp) C Q. Dann gilt

2
sup  Ju(z)| < — +7r.

TEBy(xar) KT

(b) Erfillt Q eine innere Kugelbedingung mit Radius r, dann gilt

2
sup |u(x)] < — + .
z€Q KT

(c) Ist 90 € C?, so existiert eine von y unabhingige Konstante C = C(£, k) mit

sup |u(z)] < C.
€N

Beweis.

(a) Diese Folgerung des Vergleichsprinzips stammt von Concus und Finn, nachzulesen in [Fin86]
oder [CF74a|. Zunichst seien 0 < 7 < r betrachtet. Als Vergleichsfunktion wihlt man eine

untere Hemisphére ¢ tiber By(zs), deren tiefstliegender Punkt auf Hohe 0 := 2/(x7) liegt,

0: Bi(xp) — R, ml—>ﬁo+F—\/F2—\aﬁM—m|2.

Offenbar ist nun Br(xpr) C Q. Weiter sind in Bi(zr)

also

T—x
Vf}(m) = M ’
[ 2
72 — |z —
. N . T — TN 1
div (T o) = div ‘ E
\/772 — |z — af? \/1 + 752:13?21‘2
1 2
=—div(z —znp) = = = kg < KD,
7 T

also Nu =0 =N, und auf 0B;(xp)
7 Tu<l=p-T4,

wobei 7 die dufiere Normale von Bz(zjs) bezeichne. Die Anwendung des Vergleichsprinzips
aus Satz 1, mit der Wahl X5 = 0Bz (zpr), Lo := 0, X, := 0, liefert nun in By (xpy)

2
KT
7 — r und Korollar 2 liefern die Aussage.

(b) Teil (b) aus Hilfssatz 3 und die Anwendung von (a) in jedem x € ) liefern die Aussage.

(c) Da ein Gebiet mit C2-Rand nach Teil (a) aus Hilfssatz 3 immer eine innere Kugelbedingung

erfiillt, folgt die Aussage aus (b). O
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INNERE GRADIENTEN-SCHRANKEN

Um globale C'!'-Abschiitzungen an Losungen des Kapillarititsproblems zu erhalten soll zunichst
eine lokale Gradienten-Schranke eingefiihrt werden. Angenehmerweise kann diese Schranke unab-
héngig von der konkreten Gestalt des Gebiets €2 und unabhéngig von jeglichen Randvorgaben
gewihlt werden. Auf diese Weise werden sich die globalen C''-Schranken gleichmiiRig iiber ganzen

Klassen von Gebieten formulieren lassen.

Die meisten Arbeiten zu inneren Gradienten-Schranken (engl. interior gradient bounds) stammen
von den russischen Mathematikerinnen Olga Aleksandrovna Ladyzhenskaya und Nina Nikolaevna
Ural’tseva. In einer Reihe von Arbeiten fanden sie zunéchst Schranken fiir gleichméfig-elliptische
und parabolische quasilineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung (vgl. [LU69] und [LUG68b])

der Form

Z aij(z,u(x), Vu(z))ugizs = alz, u(z), Vu(z))

und konnten diese in [LU70] auf nicht-gleichmé&Rig-elliptische Gleichungen, mit Nicht-Gleichmé&Rig-
keit der quadratischen Form R™ > £ +— Z?jzl aij(z,2,p)&¢7 bis hin zur Ordnung 2, ausdehnen.

Diese Arbeit soll hier Grundlage der inneren Gradienten-Schranken sein.

Hilfssatz 4. Es sei Q C R? ein beschrinktes und C?-berandetes Gebiet, k > 0 und u € C%(Q)

eine Losung der Kapillarititsgleichung

Vu =

div| —— | = ku
1+ |Vaul?

Ferner sei Q' € Q und supg, |u| < M € R. Dann existiert eine, von Q und Q' nur durch dist(£2,0Q)
abhingige, Konstante C1 = C(dist(QY,00), M, k) so, dass

sup |Vu| < Cr.
Q/

Beweis. Entsprechend [LU70, Theorem 4] ldsst sich fiir klassische Losungen u einer Gleichung der

Form

Z aii ai(z, u(z), Vu(z)) = a(z,u(z), Vu(z)), =€, (11)

welche fiir |u| < M die Voraussetzungen [LU70, (2.2)], [LU70, (2.3)], [LU70, (2.4)], [LU70, (2.5)],
[LU70, (2.22)] mit geeigneten Konstanten py, ..., ur erfiillt, eine Abschitzung der Form

sup |Vu| < C(dist(Q', 09Q), o, - - -, p7)
Q/

angeben. Es reicht also zu zeigen, dass im Fall der Kapillaritdtsgleichung die genannten Vorausset-

zungen mit ausschliefslich von M und k abhéngigen Konstanten py, . . ., uy erfiillt werden. Offenbar
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sind hier
i

VI+pP

a: QxR xR =R, (z,2,p)+— Kz

a;: QxR xR?* =R, (z,2,p)+—

Zu [LU70, (2.2)]: Es wird gefordert, dass fiir ug > 0 gilt, dass

2
Y(z,2,p) € QA x [-M,M] x R?: Z la;(x, z,p)| < po.

i=1
Offenbar wird dies von der Kapillarititsgleichung mit pg = v/2 erfiillt:

2 1 2 1 2 1 2
Z|ai(x,z’p)|_lpl+lpl< | + [P R Y Y

i=1 \/1+|P\2 B \/#4, Ipt|[p2] + \p;P \/2 (|p1| +\L22|>2

Zu [LU70, (2.3)]: Es wird gefordert, dass fiir uq > 0 und pg > 0 gilt, dass

2
Y(z,2,p) € QA x [-M,M] x R? : Zai(x,z,p)pi > 1/ 14 [p|? — po.

i=1

Die Kapillaritatsgleichung erfiillt dies mit den Konstanten p; = po = 1:

2 2
i p 1+ |p 1
> " ai(x,z,p)p’ = P = i >1+p2 -1

pa CVIERE VIEDBE VIt P

Zu [LU70, (2.4)]: Es wird gefordert, dass fiir u3 > 0 gilt, dass

Y(z,2,p) € QA x [-M,M] xR?: la(z,z,p)| < ps.
Dies ist mit us = kM erfiillt:

la(z, 2, p)| = K|z < KM.

Zu [LU70, (2.5)]: Diese Eigenschaft ersetzt die nicht vorhandene GleichméRigkeit der elliptischen

Differentialgleichung. Zunéchst seien dazu

aij OxRxR?2 =R, (z,2p) = a; i (T, 2,p), 4,j€{1,2}.

Es wird gefordert, dass fiir u die quadratische Form

2

B3 & Y ay(e,ulz), Vu(n) €€

ij=1
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positiv definit ist und fiir Konstanten ps > 0 und us > 0 trotz Nicht-Gleichméfigkeit einer Ab-

schétzung

O ¢
V1+|Vul? V14| Vul?

geniigt. Dabei sollen & = ¢/(£) aus ¢ durch Einbettung in den R und anschlieRende Projektion

<3 (o u(e), Va(@)EE < s (12)

auf den Tangentialraum des Graphen von u (hier Kapillarfliche), d.h.

£=(€.0" wd ¢ :=(-(E ),
gewonnen werden. Dabei ist

1
V(x) = —m———x£=(ug1 (), u(z), —1
(z) 1JFWH(:C)'Q( (z), ug2 (), —1)
die untere Einheitsnormale an die Kapillarfliche im Punkt (2!, 22 u(x))T und z € Q. In dem Fall,
dass man es wie bei der Kapillaritatsgleichung linksseitig mit dem Minimalflichenoperator zu tun
hat, sind offenbar

9ij _ P’y

aij(x7zvp):aji(‘rvz7p): 39
VIHp? (14 |pf2)?

Dass die zugehorige quadratische Form positiv definit ist, wurde bereits in (5) gezeigt. Es zeigt

ije{1,2}.

sich auch, dass die Forderung (12) mit py = pus = 1 erfiillt wird: Dazu seien ¢ € R? und z € Q
beliebig. Ist Vu(z) = 0, dann gilt offenbar ¢- 7 =0 und damit

2
icj . TR €]
1;1 aij(z,u(z), Vu(@))'e = [€° = €7 = [ — (- 7)p)* = \/ﬁ

Ist Vu(z) # 0, so ist offenbar

Uyt Ug —Uy2

1
D e — Uyt

1
—F— | Up2 | 1 — U2 =
V14 |Vul? —xl |Vul\/1+ |Vul? |Vg;|2 |Vul 0

U=

Orthonormalbasis des R® und

1 11 [(—ue
{wvu’ ¥ T Wl <u )}

Orthonormalbasis des R2. Die wiederholte Anwendung vom Satz des Pythagoras ergibt so auch in

diesem Fall

2 e evep P (e )

;& = 3 3 3
iélaj ViHva? (14 vaP) (14 (ef) (14 1vuf)®
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S R I e e O L e
(14 19u?)’ (1+9u?)’ (1+19u?)’
(€ Vu)? + (€ V')’ + [Vu2(€ - Vi)
Vuf? (1 + |Vu|2>%

1 (£ Vu)? (& V+iu)?
2
1+ |Vu|2 |Vul|? (1 + \Vu|2) [Vul

_ m <<€~Tl)2+ (éTz)Q) = \/%-

Zu [LU70, (2.22)]: Es wird gefordert, dass fiir g > 0 und pr7 > 0 gilt, dass mit v := |[Vu|? in
(z,2,p) = (z,u(z), Vu(z))

2 2 2 2 2
1 d d 1
A= 3 E Qi Vi +V E i + g Ugt o5 0ial — 5 g ApiVgi — QU — g Uyl Gyl
i=1 i=1 j=1 1=1

il=1

fiir alle z € Q die Abschiitzung

A < pg [0Vu| + pry/1 4 |Vul?

gilt, wobei fiir w € C?(Q) die Abbildung 6Vw : @ — R? gegeben ist durch Einbettung des
Gradienten in den R? und anschliefende Projektion auf den Tangentialraum des Graphen von u,
d.h.

W= (wy1,wy2,0)",  Sw:i=1w— (- D)

.tz

Im Fall der Kapillaritdtsgleichung konnen pg > 0 und py; > 0 beliebig gewdhlt werden, beispiels-

weise als ug = pu7 =1, da

A=—av=—kVul? <0< |6Vu| + /1 +|Vul2.

O

Bemerkung 3. Eine mogliche Alternative um innere Gradientenschranken zu gewinnen, stellt
Neil Sidney Trudinger in [Tru72] und [Tru73| vor, der dort Gleichungen vorgeschriebener mittlerer
Kriimmung H behandelt, d.h.

div [ Y| = (),

1+ |Vul?

wobei allerdings die A-priori-Schranke abhéngig von VH und damit unbrauchbar fiir die Kapilla-
ritdtsgleichung ist. Es bleibt offen, ob dieser Zugang auf die hier behandelte Situation iibertragbar
ist.
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MAXIMUMPRINZIP FUR GRADIENTEN

Als weitere Vorbereitung fiir eine globale C''-Abschitzung an Losungen des Kapillarititsproblems
soll hier ein in [GTO01, Chapter 15] nachlesbares Maximumprinzip fiir Gradienten vorgestellt wer-
den. Es ist ein wichtiges technisches Hilfsmittel, dass sich fiir quasilineare elliptische Differential-
gleichungen unter bestimmten Strukturbedingungen an die Gradienten ihrerseits Differentialglei-
chungen formulieren lassen. Auf diese Weise lassen sich in vielen Féllen Regularitéit oder, wie hier,

Maximumprinzipien gewinnen.

Hilfssatz 5. Es sei Q C R? ein beschrinktes und C*-berandetes Gebiet, k > 0 und u € C3(Q) N
CY(Q) eine Lisung der Kapillarititsgleichung

div [ —Y“ ) — i, inc (13)

1+ |[Vul?

Dann gilt
sup |Vu| = sup |Vul.
Q o9

Beweis. Hilfssatz und Beweis entsprechen der Vorlage [GT01, Theorem 15.1]: Es soll in v := |Vul|?
eine Differentialungleichung hergeleitet werden, welche die Anwendung eines Maximumprinzips fiir
v erlaubt. In Q ist v nach Voraussetzungen zweimal klassisch differenzierbar und fiir i,5 € {1,2}

sind

2
Vi = 2 E UglUgl iy  Vgigi = 2 E (Ut g3 Ul i + Ut Ul i s ) -
= =1

Betrachtet sei die Kapillaritdtsgleichung in der ausdifferenzierten Form

2
Z a;j(Vu)uyii = ku, in Q,
ij=1
wobei wie oben
S s L
aij R2 >R, prs——d PP i,je{1,2}.

3
VIR (14 pf?)

Wendet man beidseitig den Operator 212:1 ugd/dz! an, so ergibt sich

2
E uxz (aij(Vu)tyigi) E Uyl KUl

O —
l,i,j=1
2 2
= Z Uyt @i ok (VU Uk 1 Ui i+ Z Ut Qi (VU Ui it — KU (14)
i,k l=1 igil=1
12 T 2
=5 Z i pk (VU) Ui g5 Uk +- 3 Z a;j(Vu)vgizi — Z @i (V) Upi gt Ugi ot — K.
ig, k=1 ij=1 igil=1
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Somit erhélt man fiir v eine elliptische Gleichung der Form

2 2
E dijvmiﬂ —+ E bi’l)zi = é’U + d,
i=1

4,j=1

wobei fiir i,5 € {1,2} die Koeffizienten gegeben sind durch

2
aij = a;;(Vu), b= Z agrpi (VU)ugiy, ¢=2r, d=2 Z @i (V) Ugigt Upi gt -
k=1 i,4,l=1

Ist also
cv+d>0, (15)

so folgt nach klassischem schwachen Maximumprinzip fiir elliptische Operatoren (vgl. [GTO01, Theo-
rem 3.1]), dass

Sup v = sup v
Q o0

und damit die Behauptung. Da x > 0 und v per se nicht-negativ ist, ist ¢cv > 0. Ferner ist wegen
der positiven Definitheit von (a;;(Vu)); j=1,2 auch d>0:

2 2

2
E aij(Vu)uxixzuzsz = E E uzizzaij(Vu)umsz > 0.
ii=1

1=1 \i,j=1
O

Bemerkung 4. Das in Hilfssatz 5 beschriebene Maximumprinzip ist fiir diese Arbeit vollkommen
ausreichend, da die in Satz 2 vorgestellten Methoden zur Abschitzung des Tangentialanteils des
Gradienten im Randbereich von Q sogar C3(2)-Regularitit an u voraussetzen. Es soll dennoch
nicht unerwihnt bleiben, dass es fiir das Maximumprinzip hinreichend wire, u € C%(Q) N C1(Q)

an Regularitdt vorauszusetzen.

WEG 1: Einerseits kann dazu, nach dem Vorbild von [GT01, Theorem 15.1], der Beweis von Hilfs-
satz 5 durch eine integrale Formulierung von (14) und ein Approximationsargument erweitert
werden: Es liisst sich (14) in Divergenzform bringen und, durch Multiplikation mit ¢ € C}(Q) und

anschlieftender Integration, umschreiben zu

2
Z / i pr (VU Ui gk V5 hdx
Q

i\j,k=1

0_1i/8[w) pda - L
T2 L Jo gt T IPEE T

)=

2 2
1
+§ E /aij,pk(Vu)uI%jvzkwdac— E /aij(Vu)uximzumjzzwdx—n/ vpdx
Q Q Q

i,5,k=1 i,5,0=1
2 2
1
=—= Z / a;; (Vu)vgiide — Z / @i (V) ugigi Ups gripde — n/ vipde =: I(u, 1)),
255 e igl=1"% @
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wobei hier

_ ik’ LT s WP ke {1,2}
= — 3 — — — YWik,pJ> 1J ’ ’
(+1pP)2  A+Ip*)>  (@+I[pP) (L+1pP) ’

Qjj pk 3 3
2 2

NS

eingeht. Fiir ein u € C%(Q2) N C1(Q) und ein ¢ € CL() findet sich, wegen supp 1) C 2, eine Folge
(ug)ken € C3(Q) N CH(Q), sodass up — U, U pi — Ugi, Up gizs — Ugigis 6,7 € {1,2}, gleichmiRig

auf Q N supp . Es ist analog zu den Betrachtungen von u fiir ux und vy, := |Vug|?

oo |, Vuy,
I(u, ) — I(ug, ) = ;/Q Pl [dlv (W — KUy | U g1 PdT

2
. Vuy 0 .
= — div | —/—— | — ku| =— |up | dx — 0, firk — oo
z/[ (Fmp) ] o [un 0]

also I(u,v) = 0. Damit ist fiir alle ¢ € C}(Q) mit ¢ > 0 wie schon in (15)

2 2
Z / a;;(Vu)vgithpide = —2 Z /aij(Vu)ugc%zuwmzwdx—Qﬁ/ vipdr < 0.
Q Q Q

ij=1 i,j1=1

Entsprechend dem schwach-formulierten Maximumprinzip [GT01, Theorem 8.1] folgt so tatséchlich

v < maxgq v.

WEG 2: Andererseits lisst sich interessanterweise fiir u € C2(2) N C1(Q) nach dem Vorbild von
[GTO1, 11.3] die Divergenzform der Gleichung (13) auf dessen Ableitungen wy, = ugr, k € {1,2},

iibertragen: Fiir
p

V1+IpP?

a:R? - R?% p—

und 9 € CZ(9Q) ist
2
/Qmukwdx =- /Q Kupgredr = — /Q div (a(Vu)) Ypeda = ; /Q a? (V) gk ps d (16)

2 2
=— Z /Qa;)i(vu)uxkxﬂ/fzjdm =— Z /Qa;i(Vu)wk@u/zzjdx,

i,j=1 ,j=1
Da |Vu] iiber dem Kompaktum 2 sein Maximum annimmt, erfiillen die Koeffizienten

; 1)

a;j = aiﬂ.(vu) = a;;(Vu) = 1,5 Ui Uy

VIHIVU? (14 |Vuf?)?

eine strikte Elliptizitdtsbedingung (vgl. (8)). Die Koeffizienten der linearen Gleichungen (16) sind
auRerdem glatt, sodass (16) wegen der Dichtheit von C2(Q) in Wy*(€2) (vgl. [Alt06, 1.27]) auch
fiir ¢ € W ?(Q) gelten:

2
Z/dij’ll}k7$iwwjd$+/ﬁ?1,l}kwd$:0.
Q Q

i,7=1
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Es erfiillen somit die wj, entsprechend dem schwach-formulierten Maximumprinzip aus [GT01,
Theorem 8.1] die Eigenschaft

%1}211 (min {wg, 0}) < wy, < max (max {wg,0}), inQ, ke{l,2},

sodass

|Vu| = /w? +w < \/maxwf + maxw? < V2 max |Vu|.
o0 o o
GLOBALE GRADIENTEN-SCHRANKEN

Nun verbleibt es, globale A-priori-Schranken an die Gradienten von Losungen w von (1)A(2) zu
formulieren. Unter Zuhilfenahme der inneren Gradienten-Schranken aus Hilfssatz 4 wird es moglich
sein, auf 0 Schranken an die Tangentialableitungen von u zu formulieren. Diese kombiniert mit
der Neumann-Randbedingung (2) ergeben eine Abschitzung fiir supyg, |Vu|. Das Maximumprinzip

fiir |[Vu| aus Hilfssatz 5 liefert dann die gewiinschte globale C'*-Abschiitzung.

Die folgenden Abschétzungen an die Tangentialableitungen von u folgen dem Vorbild der Arbeit
[Spr75] von Joel Spruck.

Satz 2. Es sei Q C R? ein einfach zusammenhdngendes, beschrinktes und C*-berandetes Gebiet,
k> 0,v € (0,m/2] und u € C3(Q) Lisung des dazugehdrigen Kapillarititsproblems (1)A(2).
Weiter sei M € R eine C°-Schranke an u, d.h. supq, |u| < M. Auflerdem sei ¢ € C*(R;R?) eine
nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit ¢(R) = 09, mathematisch positiver Orientierung —

sodass (—c2,¢t) der inneren Normale von Q entspricht — und K € C?(R) die durch

gegebene Randkrimmung. Man beachte, dass ¢ periodisch parametrisiert ist, wobei die Periode von

¢ der Linge von 0S) entspricht. Es gebe € > 0 so, dass

2

2ss%p|/C| <1 wund V(r,s)€[0,e] xR: (Z;Ez; 1:2&3) € Q. (17)

Dazu sei nun noch e; > 0 so gegeben, dass
Lio) _ ~p2
nf dist [ (€. = ) a0) >,
s€R 2(s) +ect(s)
und dazu C; = Cy(er, M, k) die durch Hilfssatz 4 gegebene innere Gradientenabschdtzung

sup  |Vu| <.

Qe <dist<oo
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Dann lassen sich die Tangentialableitungen von u auf 0X) folgendermafen abschdtzen:
sup |Vu(c(s)) - é(s)| < max {106 sup |K'|M 4+ 165~ sup [K'|
s€R R R

3
+ 24k~ 12 sup |IC/\2 + 8k tesup IK"], =Cr ¢.
R R 2

Beweis. Der Beweis soll in zwei Teile untergliedert werden. Im ersten Schritt wird die Differential-
gleichung iiber Qp<gist<c in — den Rand gerade biegende — krummlinige Koordinaten transformiert.
Im zweiten Schritt werden die gewiinschten Abschétzungen in transformierten Koordinaten vorge-

nommen. Wegen (17) gilt stets

(18)

o w

<l—-esup|K|<1—-rK<1+esup|K| <
R R

DN | =

SCHRITT 1: Geradebiegen des Randes. Fiir die folgende Transformation verweist Spruck auf die
Arbeit [Ser69]. Als Transformation sei

1

¢:[0,e] xR —R? (r,s) — <C2(5) - 7"6'2(8)>

c2(s) +rét(s)

gegeben. Fiir (r,s) € [0,¢] x R ist c(s) € 9, |é(s)] = 1, ¢(r,s) € Q nach (17) und damit ¢(r,s) €
Qo<dist<e. Da auferdem ¢ € C*(R;R?) ist, ist somit ¢ € C3([0,e] x R;Qo<qist<c) und damit
u:=wuog¢e C3([0,e] x R). Nun sind fiir beliebiges (r,s) € [0,¢] x R

br(r.s) = (‘.62@) L bulrs) = (C:;(S) _réj(8)> — (1 - rK(s))é(s),

é(s) & (s) +rét(s
und damit fiir jede beliebige Funktion w € 03(Qo§dist§a)

(5200)) 0:8) = ~2(6) s (60550 + 4 s)sa (0 )

(52009 () = (1= (N S (0109) + (1 = PR 6.5

Setzt man abkiirzend noch

G Y P s 13

W:[0,e] xR — R, (T’S)H\/1+UT(T’S)2+U.—7‘W

so ergibt sich aus (1) in (r, s) die folgende Differentialgleichung an @

1 0 U, 0 1w
Tk (ar [“‘”QH * a5 [1 _rva

1 ( —Pug + luge

0s

Upt + g 0 [éluy + Cuge
C1-7rK w

0 [—¢2
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=1 —lr/c ( - w +(1-rk)ee? [%L - (A-rkEe [%L
-0 1] s0-mee 5],
e e 1], v -noee 5],
romee ] va-moee[] )

V14 |Vl o

Die Randbedingung (2) wird fiir @ im Fall » = 0 zu

V14 |Vl .

2

Uy —Pug + luge Vu-v

= — = = C
V1+u? +u? 1+ [Vul2 1+ [Vul|2

Hierbei seien alle Funktionen iiber Qy<dist<e im mit ¢ verkniipften Sinne betrachtet. Insgesamt

os(7).

erfiillt @ also das transformierte Randwertproblem

_ 1 0 U, 9 LT, .
TR <8r [(I‘T’C)W} + 35 [(1—7“’0 WD in [0,¢] xR, (19)
cos(7) = — o , auf {0} xR. (20)

1+ u? + u?

Fiir den spéteren Gebrauch soll (19) hier auch in ausdifferenzierter Form gegeben werden. Es sind

0 [ 1 } _ Wlrs + (11— 1K) 2Uts + (1 — rK)3rK'u?

s |W w3 ’
D [1] @ty + (1 -rK)?u, + (1 - rK) *Ka;
or |\wW| w3 ’
und damit
k(1—rKu=— [(1— IC)& —|—2 (1—7"IC)*1E
-0 W\  0Os W
Uy Upr Uy + (1 — 1K) 20,0500, + (1 — rK) "3 Ku,u?
_—/cW+(1—m)(W_ = )
(1 — 1K) K (21)
et [(Tss | WTsTes + (1= rK) 2w + (1 - rK) 3 rK'ad
+ (1 —-7rK) (W 775
= = = 2 =3
Uy _2 Us _9.- Urly -4 Ug
1+ —7rK)" 2 Uy s 1+u?
=) O o ) B e - i)t A g

W3 W3 W3

SCHRITT 2: Abschétzen von w,. Im ersten Schritt sind ohne grofte Erlduterung die neuen Koordi-

naten via ¢ eingefiihrt worden. Offenbar ist wegen der Periodizitdt von ¢ die Transformation ¢

A-PRIORI-SCHRANKEN



35 DIPLOMARBEIT

nicht injektiv. Das fithrt im Folgenden allerdings zu keinem Problem. Interessant fiir das Versténd-
nis der Transformation ist die Surjektivitat, auch wenn sie im spateren Beweis keine direkte Rolle
spielt. Zu einem x € Qp<gist<e soll also (7, s) € [0,] x R so gefunden werden, dass ¢(r, s) = x ist.
Wihlt man r := dist(x,002) € [0, ¢], so existiert wegen der Kompaktheit von 9 im Banachraum
(R2,] - |) und der Stetigkeit der Norm | - | ein p € 9Q mit |z — p| = dist(x, ). Da p € c(R) ist,

existiert weiter ein s € R mit ¢(s) = p. Da |é(s)| =1 ist, ist

|6(r,8) —pl =7 = |z —pl.

Aufserdem gilt wegen der mathematisch positiven Orientiertheit von ¢ und nach Hilfssatz 2, dass
—Es)) z-p
és) ) lw—pl 7

r=p+(x—p)=p+ |z —p| (;f(i?) =c(s)+r (‘C (S)) = ¢(r, ),

also

sodass ¢ tatsdchlich surjektiv ist.

Wie man sieht, entspricht @s(0, s) der Tangentialableitung von w in ¢(s), d.h.
(0, 5) = Vu(c(s)) - &(s),

sodass fiir die gewiinschte Abschétzung eine entsprechende Abschéitzung an [us| zu finden ausreicht.

Es sei nun (rg,so) € [0,e] x R ein Punkt in dem [@s| sein globales Maximum tiber [0,e] x R
annimmt. Dieser existiert, da u, stetig, [0, ] kompakt und %, in s periodisch ist. Offenbar nimmt
s in (rg, Sp) sein Maximum oder Minimum an. O.B.d.A. werde @, in (rg, S9) maximiert; im Falle

eines Minimums lésst sich der Beweis analog reproduzieren.
Nun gilt es, in der folgenden Fallunterscheidung die gewiinschten Schranken zu finden.

Fall 1: 79 = 0. Offenbar wird in (rg, sg) der Wert fiir @, in s-Richtung maximal, sodass Tss (1o, $9) =

0. Das Ableiten der Randbedingung (20) nach s liefert nun in (rg, so)

0 / UpUps + UsUss _
Ups = — 008(7)7 ( 1+ ﬂ% + U?) = - COS(V)% = COS2(7) Uys-
0Os Vitu+u, ~~——

€[0,1)

Somit gilt auch @,s(rg, so) = 0. Es ist also (o, sg) ein kritischer Punkt von @,. Leitet man nun die
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ausdifferenzierte Gleichung (21) nach s ab, so ergibt sich in (9, so)

w, — —/c% B /cf; Ll (ﬂﬂW:r UsTss)
B K,mﬂﬁ B Kﬂgﬂm o WrlsTrs Kﬂrﬂz (W, Ts + UsTss)
w3 w3 w3 W5
N Qﬂ;g;sﬂrr N 1V+V3ﬂ§ —_ (1+71u?) (ﬂ;ggs + ﬂsﬂss)ﬂw
- QUM%H - Q%ﬂ + 6o (M{/VJF Uolloa)yy 2%&
N 2@;‘?;3%8 PNCES uz) (ﬂ{,/ggs + asﬂss)ﬂss 1 V+V 3@3 -
= flc/% - IC’EW’”Z? + % (1 4+ T2 Uprs — 20 TUsTpss + (1 + U )Usss ] -

Da fiir T in (7o, So) ein Maximum vorliegt, ist die Hesse-Matrix von % in (rg, Sp) negativ semide-
finit. Da auRerdem fiir beliebiges 0 # (¢1,¢2)T € R?

—9 o
(51 52) (1_2 ; Isz) <§> = (1 +a)) — 26" Euu, + £ (1 +u3)
= ¢l 1+ €262 + (el - €%3,)% > 0,

ist die entsprechende Matrix positiv definit. Also ist in (7, so)

7555 757‘5 ]- u> _77“75
(1 4T Tyys — 2UpTsThpss + (1 + T2 )Tgss = Spur [(u Y ) < U et >

2 S 0
Ugrs Ugrr —UrUs ]- + US

Es ist aufserdem (7o, so) > 0, da ansonsten Ty < 0 auf ganz {0} x R wiére, was der Periodizitét

in s widerspricht. Somit ergibt sich insgesamt im Fall 1

(10, 50) UT(TO,SO)US(T0,50)2>

(1o, 50)| = Us(ro, 50) < —k 'K/ (s (
s (70, 50)] (ro, 50) (s0) W (o, 50) W (ro, s0)?

— 2
< L L Bslro,s0)™\ o 1 o) < 94 "
<k |K<50)|cos<w)< T W e ) <2 cos(7)|K(s0) | < 2" sup K]

Im Minimum-Fall &ndert sich die Abschitzung nicht. In (rq, so) wére
(1 + ﬂg)ﬂrrs - QE'I’ESHT‘SS + (1 + ﬂ%)ﬂss:? 2 O

und damit

Ur(r0,50) | Ur(T0,50)Us(r0, S0)*
W(To, 80) W(TO» 30)3

s (ro, 50)| = —Ts(r0, 50) < 1K' (s0) ( > < 9k71 s%p K.

Fall 2: 0 < rp < e. In diesem Fall ist (r9, sg) automatisch ein kritischer Punkt von @s. Wie schon

im Fall 1, leite man die ausdifferenzierte Gleichung (21) nach s ab, wobei diesmal die Faktoren
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(1 — rK) beachtet werden miissen. Es ergibt sich in (79, so)

k(1 —rK)us — krK'u

Urs + IC (uru’rs (1- rIC)—QﬂSUSS +(1- TIC)_?’T/C/EE)
w W3
2L = rK) IR o (1= KK (1K) K

Us (ﬂ,ﬂm + (1 = 7K) a5 + (1 - 7K)*rK'u E)

= —/c’f K

uSS

— (1 —=rK)"*rK’ 73

(1-rK)" riC/c’ﬂI;/—ﬂf (1= k) 2K S — (1= 1K) 2K v;d

(1 - k)2t
(1 m)lecami (s + (1 — rIC)—;g;ass + (1 —rK)~3rK'u?)
—4(1 - r/C)—%?/c/?% —a- T,C)-z;mu% 501 ) ’C’u;?fs
a0 rlC)“"r}C’ﬁg (s + (1 — rIC)*QIZ;sﬁSS + (1 —rK)=3rK'u?)
et ;;;C) T,y + 2(1 - i) 1 T’?V;S’"’C/ﬂgmr
PSR o el U TIC)*%i) (@ + (1 I}/LZIC)*%S@SS (LK) k)
20 k) 2 S~ 9(1 - k), 21— k)
—2(1—rK)™! %ﬂ
61— m)flmﬂs (s + (1 — rIC)—;?;USS + (1 —rK)~3rK'u?) -
+(1—rK)"2 /c’l 1 B e+ 21— k) g (1 rK) 7 1v+vgﬂ
301 i) (1+ ur) (@ s + (1 = rK) " *ustss + (1 — riC)—3r/c'a§)ﬂss

W5

2

_ /@ _ -3 /Erus
= K (LK) KK S

—2
-(1-rK)” 2/C/ (1 +2(1 —rK) " 'rK - 3(1 — TIC)_?’TIC‘;L;)

+ (1 —7rK)"?r

T - u,

T (IC" +2(1 —rK) " 'rK? — (1 —rK) 3rK"? WQ)
2

—(1- TIC)747'—I;/S3 <IC” +4(1 —rK) K% = 3(1 — rlC)fgrlC’Q—us )

W2
R (1 —(1—rk)"*u2 Lal- rK)~*uz 4 (1 - r/C)4uj§>

ET’T‘

w3 Wb
V[; (1 =rK) (14 (1 = 7K) 202 s — 2(1 — rK) "0 Tyrss + (1 — ) 7 (1 4 T2 ) Wsss ) -

Nun ist es nétig, eine Abschitzung analog zum Fall 1 vorzunehmen. Dies soll hier der Ubersicht-
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lichkeit wegen zeilenweise geschehen. Zusammen mit (18), @, > 0 und

u> (1—rK)%u?

2 =L W2

<1,

lassen sich die ersten vier Zeilen der RHS wie folgt abschitzen:

@, |

w

U, 2
3

1 _ -3 !
+ (1 -rK)"°rKK W

_ _ 2

T o= =K' 2 + (1= 1K) kK 22 < K
U, 2
w3

IN

K| + (1 — rK) 3Kk

U,

W3

=2
<1 +2(1 —rK) 'K —3(1 — rIC)_3rlCI;[L/52>

2 = 54
s s

T=—(1- TK:)_QK:/

<K (1+(1- rK)~elK|) — (1 - T’C)_STKK/% +3(1 - rK)PrkK’
< 2"Cl| — (1 — TIC)iST]CIC/% + 3(1 _ T’C)757’,C’C/ UrlUg

Wb’

Ug _ _ ﬂz
T3:=(1- rIC)*2rW <IC" +2(1 —rK) " rK? — (1 — rK) 3NC/2W/2)

73
Ug

W3

=(1—-rK)™2 (K" +2(1 = rK)~'rK"?) — (1 — rK)~°r2K"

s

w
< (1=7rK) e (IK"| 4+ 2(1 — rK)~'eK"®) < 2¢|K"| + 8°K",
=3
uS

W3

Tp=—(1—rK)~*r

2
(lC” +4(1 —rK)" K2 = 3(1 —rK)3rk"? ;;;2>

=—(1- 1"IC)741"IC"E—52 —4(1— rlC)fSTQIC’QE +3(1— ’I‘IC)77T2’C/21§
w3 w3 Wb

=5

U’s

—3
< 2K — 3(1 — r/crf)r?/c'?% +3(1 - k) TR

Um Zeile 5 abzuschétzen, formt man diese zundchst um:

1—(1—rK) 2u? 1 —rK)~ 22 + (1 — rK)~*ul
%:_T,C,( (W3) (+3( ) ‘W5( ) )u

(1 — k) -272
:—rlC/<1 L Y O
uS

ul \ 1+ (1—rK)%ul_
1+(1—rK)—2

773 (.
Nutzt man erneut (21), so sieht man direkt

1+ (1 —7rK)~ 22 _

T5 := W3 Uy
- —1 4 Ur —3 g1 Us 3 Uy 5, s Us
=xku+ (1-rK) ICW—(l—rlC) r W—l—(l—rlC) ICW3 +(1-7K) TICW3.

Nun kann 75 analog zu den ersten vier Zeilen abgeschétzt werden:

- (1—7rK)~"%u? ;
515
+ (1 —-rK)2u?

1
7},)1 = —T’C/ 1
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||u7’| ||ur|u

< kel | + (1 — rK)~Le|K||K!

=g 22 Us (1= (1= rK) U 1 72@
+ (1 —rK)7°r<K W<1+(1TIC)2U§ 1-(1-7rK) e

_ _ 1—(1—7rK) 2w\ [ 1+ u?
< IC/ K:/ ’C/ 1—rK 3 2[(:/2% s r
—’%El ||u|+| |+| |+( r ) r w 1+(1—T’C)7252 W2

+ (1= 7K) el KK

< kelK'||a| + 2|K| + 42 K2,

2
T50:=—3(1 — TIC)_2TIC’%7’5

9 _ 9 _a
= =3r(1— rK) 2K/ T2 = 3(1— rK) KK S 4 8(1— 1K) 2K

W3
-3(1 - r/C)*%/c;cf% _3(1— T,C)qrzlc/z%
< 3ke|K'|[a| + 3|K'|
- ﬂg — ﬂruél U5
+3(1 — rK)~°r2K"? 75 3(1 — rK)°rkK/ s 3(1 —rK)~"r2K"? e

Die sechste Zeile wird, wie im Fall 1, als Spur des Produkts einer positiv definiten und einer negativ
semidefiniten Matrix, als < 0 erkannt. Es sind dazu fiir beliebiges 0 # (¢%,¢2)T € R?

(51 52) (1-rK)~'(1+) —(1 —rK)"'u, 7, ¢l
(L —r) s (1-rK) 1+ (1 -rK)7%a) ) \€2

= (1-rK) 7 (€€ + 20 —r0? + (€', — €1,)7) > 0,

und damit
1 e _ o\
Te := W (A=rK)(1+ (1 - ) 20 s — 2(1 — 1K) ™10, WsTpss + (1 — rK) 711 + uf)usss)

<0.

1 Usss Usrs (1 - TIC)_l(l + ﬂ?) _(1 - TIC)_lﬂTﬂS
s Spur || — S —2-2
W Ugrs Ugry _<1 - TK:) UrUs (1 - TK:)(l + (1 - TK:) us)
Insgesamt erhélt man nun im Fall 2 fiir ug > 0

|ﬂs(7”’0, 80)‘ = ﬂs(’f‘o, 50) < 2/{71H(1 — ToK(So))ﬂs(’f’o, 80)

=2k~ (koK (ro)u(ro,s0) + i+ o+ Ts+ Ta + Tsp + Ts 2 + Ts)

<2 (ﬁle’luI + K| + (1= rK) "3 r KK %

— 2
F 2K - (1— r/C)—?’r/c;c’—“I;V“; +3(1 — rk0)Srick Ll W5

+ 2¢|K”| + 8e2K"?
" 5, 24002 Uy 7 24 Ty
o 2[fC"| = B(1 = rK) PR 4 3(1 - ) TR
+ ke|K'|[a] + 2|K'| + 4e2K2
3
+ 3kel K |[u] + 3|K| + 3(1 — TK)_5T2]CI2%

_3(1 _TIC)_srlclclﬂrﬂ;L —3(1-7"’(:) -7 2’(:/2 2 +O)
w5 w5

(r,8)=(r0,50)
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= (10e|K'|[a] + 1657 K| + 24k~ 'K + 8k~ ' |K"|)

(ry8)=(r0,50)

< 10esup |K'|M + 165~ sup |K'| 4+ 24k~ e sup |[K'|? + 8k Lesup | K.
R R R R

Im Minimum-Fall ergéibe sich die gleiche Abschétzung. Es wéren
T
ws’
!/ -3 /ﬂ"‘ﬂg -5 /
T <2IK'|+ (1 —-rK)"°rKK W 3(1—rK)™°rKK

~T <K' — (1 —rK)3rKK

0,

T3 < 2¢|K"| + 8°K",
—T3 < 2¢|K"| + 3(1 — rK)~Pr?K"? ;:/53 —3(1 — rK)"Tr2K"
CTo < wel K[| + 20K7| + 422K,

~T5 < 3kelK!|[@] + 3IK|

—5. 242 Us _5 U Ty 7 o Ty
—-3(1—-rK)™°r’Kk W‘FS(I-T’C) rKK GTE +3(1—7K)""r’K 5
_7;3 S 07
und damit
[is(ro, 50)| = —Ts(r0, 50) < =26 k(1 — rokK(s0))Ts(r0, S0)

=2k~ (—kroK/ (ro)u(ro,80) = T1 — T2 — T3 — Ty — Ts1 — Ts 2 — 7o)
< 10esup |K'|M + 165 sup |K'| 4 24x 2 sup |K'|? + 8+ Lesup [K].
R R R R

Fall 3: rg = . In diesem Fall kommt die innere Gradienten-Schranke aus Hilfssatz 4 zum Einsatz.
Spruck verweist dafiir neben [LU70], der oben verwendeten Quelle aus dem Jahr 1970, auf [Sim71],

der Doktorarbeit von Leon Melvin Simon aus dem Jahr 1971.

Da nach Voraussetzung ¢(ro, so) € ¢, <dist<oo ist, gilt im Fall 3

. _ 3. 3
[@s(ro, s0)l = (1 = 710K(s0))[é(50) - V(g (ro, s0))| < 5[Vu((ro, s0))| < 5C1(er, M, k).
Dies ist unabhéngig vom Vorzeichen von .

Nun liegen in allen drei Féllen Abschétzungen vor. Da die Abschétzung aus Fall 2 schwécher ist

als die Abschatzung aus Fall 1, und aufserdem

sup |[Va(c(s)) - ¢(s)| = sup [us(0, s)| < sup [@s(r, s)| = |[us(ro, so0)| ,
seR s€R (r,s)€[0,e] xR

folgt die Behauptung. O

Bemerkung 5. Im Beweis von Satz 2 steht die einschrédnkende Formulierung iiber (0,7/2] ein
wenig im Weg. Eigentlich kann der Fall ws; < 0 auch durch Betrachtung von —u und m—+ behandelt

werden (vgl. Bemerkung 1). Das erklirt viel natiirlicher, warum sich im Minimum-Fall die gleichen
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Abschétzungen wie im Maximum-Fall ergeben.

Die Abschitzung des Tangentialanteils des Gradienten auf 02 zusammen mit der Randbedingung
(2) lasst nun die Abschitzung des Gradienten auf 92 zu. Das Maximumprinzip aus Hilfssatz 5

liefert dann die Abschétzung iiber ganz Q.

Korollar 4. Unter den Voraussetzungen aus Satz 2 gilt

Veos?(y) + C2,

1
sup |[Vu| < ——
aQ S

in(7)

wobei C- die dort beschriebene Tangentialabschéitzung an Vu ist, d.h.

3
C, := max {105 sup |K'|M + 165~ sup |K'| 4+ 24k~ e sup |[K'|? + 8k tesup | K|, 201} :
R R R R

Beweis. Gegeben sei x € 9Q. Wegen ¢(R) = 99 existiert s € R mit ¢(s) = x. Entsprechend der
mathematisch positiven Orientierung von ¢ und wegen |¢(s)| = 1, ist v(z) = (¢2(s), —¢!(s)). Also

bildet {v(x),¢(s)} eine Orthonormalbasis des R?, sodass nach Satz des Pythagoras
Vu(@)]® = [Vule(s)) - é(s)* + [Vu(z) - v(z)|”

und damit nach (2) und Abschitzung aus Satz 2

Vu(z)| < /02 + V() - v(z)
= [ CE V) @) — o) (€2 + [Vt - )
< oy VO s (T Ful)P) — ol V@) = s /O cos(r)?

gilt. Das liefert die Randabschéatzung fiir |Vu| die nach Hilfssatz 5 auch global gilt:

vV C2 + cos(v)2.

sup [Vu| < sup |Vu| <
Q o0

1
sin(vy)
O

Bemerkung 6. Die Formulierung des Satzes 2 und des Korollars 4 schliefft Gebiete mit Léchern
aus. Dies ist eine rein technische Einschrankung und kann durch Formulierung in endlich vielen
Randabschnitten behoben werden; vgl. dazu Hilfssatz 3, Teil (d). Jede der Randkurven ist ge-
trennt, genau wie im oben aufgefiithrten Beweis, zu betrachten. Die Abschatzung wird dann durch
das Maximum der Abschétzungen iiber allen Randabschnitten gegeben. Prototypisch fiir die Be-
handlung mehrerer Randkomponenten werden einmalig im Korollar 5 beliebige C*-berandete und

beschrankte Grundgebiete zugelassen.

Die aufwéndige Formulierung der vorausgegangenen Aussagen ist dem spéteren Vorhaben geschul-
det, gleichméfige Gradienten-Abschétzungen fiir Losungen iiber einer ganzen Familie von Gebieten

zu erzeugen. Durch die gleichméfige Kontrolle aller in den Voraussetzungen vorkommenden Gréfien
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wird dies moglich werden. Fiir Resultate iiber einem festen Gebiet reicht die folgende Formulierung

aus.

Korollar 5. Es sei Q C R? ein beschrinktes und C*-berandetes Gebiet, k > 0 und v € (0,7/2].
Dann existiert ein C = C(Q, k,7) so, dass fiir jede Lésung u € C3(Q) des dazugehirigen Kapilla-
ritdtsproblems (1)A\(2)
sup [Vu| < C
Q

gilt.

Beweis. Dank Teil (a) des Hilfssatzes 3 existiert ein R > 0 so, dass {2 eine innere Kugelbedingung
mit Radius R erfiillt. Nach Teil (¢) aus Hilfssatz 3 kann 0.B.d.A. 2Rsupg |[K| < 1 angenommen

werden. Es ist nach Hilfssatz 3

2
M = ) +R> ilég|u(x)|

Nach Teil (d) aus Hilfssatz 3 existieren fiir N € N nach Bogenlénge parametrisierte Randabschnitts-
kurven cp,...,cy € CHR;R?) mit 9Q = ¢;(R)U...Ucy(R). Kehrt man gegebenenfalls durch die
Umparametrisierung ¢ — —t deren Orientierung um, so kann man diese zusétzlich als so orientiert

annehmen, dass jeweils (—¢?,¢!)T der inneren Normale an € entspricht. Zunichst soll

(s)

Qdist_R_{Ck(5)+R< 1%( ) > :SER,]CG{].,...,N}} =: Sgr
CkS

gezeigt werden: Ist x € Qqise—g, SO existiert wegen der Kompaktheit von 992 und der Stetigkeit der
euklidischen Norm ein p € 92 mit |z — p| = dist(x, 9Q2). Dazu existiert s € Rund k € {1,...,N}
mit ¢x(s) = p. Nach Hilfssatz 2 und wegen der Orientierung von cg, liegt « in der Menge

{ck(s) +r (;?(i?) ir> O} .

Da ¢; aulerdem nach Bogenldnge parametrisiert ist, muss

r=ci(s)+R <_fi(s)> € Sk

¢ (s)

sein. Somit folgt Qgist—r C Sg. Ist nun = € Sk gegeben, so existiert ein s € R und ein k €

{1,..., N} mit
—é2(s)
x:ck(s)—i—R( _lk )

Da () eine innere Kugelbedingung mit Radius R erfiillt, existiert xp; € €2 mit

BR(,TM) c Q, BR(Z‘M)HGQZ{C]C(S)}
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Damit ist |cg(s) — za| = R = dist(zar, 0Q) erfiillt, sodass nach Hilfssatz 2

Ty € {ck(s) +r <—éi(s)> r> 0}
¢ (s)

ist. Da ¢, nach Bogenlidnge parametrisiert ist, heifft das insbesondere x3; = x. Also ist © € Qgist=r

und damit Sg C Qqgist—r, insgesamt Sr = Qgist—R-

Setzt man nun noch € = e; = R und beachtet Bemerkung 6, dann sind alle Voraussetzungen aus
Satz 2 bzw. Korollar 4 erfiillt und die gewiinschte Abschitzung gefunden, welche nur noch von R,

K, K', K", k und ~ abhingt, genauer

1
sup |Vu| < ——+/cos?(y) + C2,
o sin(y)

wobei fiir £, Randkriimmung von ¢g, k=1,..., N,

2
C; := max {1OR sup K] < + R) + 16571 sup K
R.ke{1,..,N} kR R,ke{1,...,N}

3 2
+24x7 'R sup KL +8<T'R O sup K}, =C) (R7 —|—R,/<;) }
R,ke{1,...,N} R,ke{1,...,N} 2 KR

CH*_SCHRANKEN

Auch wenn sich das Problem (1)A(2) wegen seiner Randbedingung einem Schauder-Ansatz ent-
zieht, werden im spéteren Verlauf gleichmifige C1'*-Schranken von essentieller Bedeutung sein.
Entscheidend ist es auch in diesem Fall, die gleichméfigen A-priori-Holderschranken der Ablei-
tungen in Randnéhe zu zeigen. Dafiir soll sich hier an [LU68a, S. 467-468] orientiert werden. Fiir
die inneren Holderschranken dient dann [GT01, Theorem 8.24].

Satz 3. Es sei Q C R? ein einfach zusammenhdngendes, beschrinktes und C*-berandetes Gebiet,
welches eine innere und dufere Kugelbedingung mit Radius R > 0 erfillt, k > 0, v € (0,7/2] und
u € C3(Q) Lisung des dazugehdrigen Kapillarititsproblems (1)\(2). Weiter sei c € C*(R;R?) eine
nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit ¢(R) = 99, mathematisch positiver Orientierung —

sodass (—¢%,ét) der inneren Normale von ) entspricht — und K € C*(R) die durch

gegebene Randkrimmung.

Ferner seien Sx > 0, Sxr >0, Coo > 0 und Co1 > 0 als Schranken an IC und u gegeben:

sup|K| < Sk, sup K| < Scy suplul < Coo,  sup |Vl < Con.
R R Q Q
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Dann existieren von k, Sx, Sk, Coo, Ccr und R abhdngige Konstanten o und Cgi.a so, dass
u € CH(Q) und

[ullgre@y < Core
18¢.
Beweis. Der Beweis soll in zwei Teile untergliedert werden. Im ersten Schritt wird wie in [LUG68a,

S. 467-468] eine C'1*-Schranke in Randnihe, im zweiten Schritt eine C1®-Schranke im Inneren

von (2 gefunden, welche dann zu einer globalen C'**-Schranke verkniipft werden.

SCHRITT 1: A-priori-Hélderschranken der Ableitungen in Randnéhe. Wie in den Beweisen von Ko-

rollar 5 und Satz 2 erldutert, ldsst sich die Gleichung in Randnéhe in den Rand gerade biegende
Koordinaten transformieren. O.B.d.A. sei dazu R < 1 und 2RS) < 1 (vgl. Hilfssatz 3, Teil (c)).
Wie oben lésst sich das Problem (1)A(2) fiir € := R im Randbereich Qo<qisi<. durch

¢ € 03([076] X R; R2)7 (rys) —e(s)+r (;f?(;))

transformieren zu

_ 1 0 Uy 0 s .
FU=1,K (m [(1 - TIC)W} + 5 [(1 —7K) WD in [0,¢] x R, (22)
COS(’y) = —#’ auf {0} % R, (23)
1+ u? 4 u?
wobei @ := u o ¢ und
T (r, $)?

W:0,e] x R—R, (r,s)+— \/1 +a,(r,s)? + 5 = V14 [Vu(o(r, s)))2.

(1—7K(s))

Es ergeben sich

<l—-eSp<l—-esup|K|<1—rK<1+esup|K| <1+eSc <
R R

DN | =
N | O
—~
[N}
=
N

und wegen /@2 + (1 — rK)~2a2 = |Vu| und (24) auch

3
sup \/ﬂ% +(1—-rK)2u2 < Ccr, sup [G. <Cc, sup [us < =Cen. (25)
[0,e] xR [0,e] xR [0,e] xR 2

Es habe weiterhin ¢ die Periode L > 0. Nun lassen sich Holderschranken an %, und 7, formulieren.

Dazu wird in Schritt 1.1 zunéchst eine integrale Ungleichung iiber
Ap :=(0,¢) x (—&, L +¢)

und damit eine Holderschranke fiir die Tangentialableitungen iiber

3 3 3
Ay = (O, 4€> X <O — Zs,L + 45>
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und dann im Schritt 1.2 eine integrale Ungleichung tiber

3

Ay = (og) X (O—%,LJr?) C A,

und damit eine Holderschranke an die Normalenableitungen iiber

A= (0,%) X (0—§,L+Z) C A,

gewonnen; als v4, = (u}%, ViO)T sei im Folgenden die fast {iberall definierte zu Ay gehorige dufiere

Normale bezeichnet.

- 0 L 4% L+§5 L+38 L+-

{0} xR

Ao

{e} xR
Abbildung 5: sukzessive Einschrankung des Randbereichs
SCHRITT 1.1: A-priori-Holderschranken fiir , iiber A,. Es sei n € W2(4y) eine Testfunktion mit

kompaktem Triger in AgU (049N {0} x R). Da aukerdem @ € C3(Ay) und @ sowie V# beschrinkt

sind, lassen sich die folgenden Umformungen durch Testen der transformierten Gleichung (22) mit

7, Integration und unter Verwendung des Gaufischen Integralsatzes sowie der Randbedingung (23)

vornehmen. Zunéchst ist

/An cos(Y)n-d(r,s) = /8Ao cos(v)nyilodS(r, s) = —/ cos(y)ndS(r, s), (26)

aAgﬁ{O}XR

sodass

0 (ﬁu (1—rk)" (887“ [(1 - r/cﬁﬂ n % [(1 - rn)lz;D) nd(r, s)

/
_ /: (0~ =m0 2 [ oz |- @0 2 |- 2 ) dtr)
/.

_ Uy _17 Up
= 0 (/ﬂm + W +(1-rK)[(1-7K) 1]T W
_o Usg _ _17 Us
+(1-rK) 2W773 +(1—rK)7 ! [(1 —rK) 1]5 Wn) d(r,s) (27)
—/ @nul ds(r,s) —/ (1- T’C)72E77V2 ds(r,s)
8A, w Ao ’ 840 W\.\fg ’
=0
_ _ o Up B 14 Ur
= /AO (mm—}— Wnr +(1-rK) ICWn
+(1—-rK _QEns—i— 1—rK _37“IC'US77>CZ r,s)+/ E77dS T8
R It 1) LCO R BN G
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U U
= U T 1 — —lg 7
/Ao (mm—&- ' + (1 = rK) ICWn

+(1-7K) s s+ (1 — ’I“K)_?”I“K:I%U + cos(’y)nr> d(r, s).

—2Us
W77
Nun sei £ € {x]a, : x € C°(R?)} mit supp& N Ay C Ag U (9Ag N {0} x R) gegeben; es sind

& € WH2(Ag) und supp £ N Ag C Ag U (0Ag N {0} x R). Mit der Wahl n = & in (27) ergibt sich
die Gleichung

u U,
_ e, 4 U 1— i) -1l
0 /Ao (ﬁufs + Wfrs + (1 =7K) Iwas

+(1- rlC)fQ%ﬁss +(1- T’C)iST]C/%fs + cos(v)@.s)d(r, s)

_ o _ | U Ty o
_/AO (ﬁufs [WLfT—i—(l rK) /CW§S

iz e
[(1 riC) W] ) &+ (1—rK)7°rk Wfs [cos()], f,») d(r,s) (28)
+/ ﬁfr ’/1240 dS(r, s) +/ (1— rlC)fz&ﬁs 1/310 ds(r,s)
aAonfoyxr W7 2 9AoN{0} xR | N~
- —0

+/ cos(y)&r 1/310 ds(r,s)
dAoN{0} xR —

=0

_ /A ( </<;u+ (1- rIC)’llC% L1 r/C)%/c’;j) ¢,

(] o oo ®] e

Wegen der Dichtheit von {x|4, : x € C5°(R?)} in W12(Ag) (vgl. [Alt06, A 6.7]) ist (28) fiir belie-
biges ¢ € W12(Ap) mit supp& C Ag U (0A4p N {0} x R) giiltig. Nun withle man h € R, p > 0 und
Yo = (r0,50)T € Ag U (0Ag N {0} x R) beliebig, aber so, dass

Bp(yo) QZQ C Ao U (8A0 N {O} X R)

Zusitzlich sei eine beliebige Funktion ¢ € C°°(R?) mit supp ¢ C B,(yo) und ¢(R?) C [0, 1] gewiihlt.
Entsprechend [GT01, Lemma 7.6] sind &, 4 := (> max {tis — h,0} und &, _ := (> max {—us — h, 0}
zuléssige Testfunktionen in (28); ferner verschwinden &, 4, & —, sowie ihre schwachen Ableitungen

aufterhalb von

Ao+ =1y € Ao N By(yo) : us(y) > h},
Anpyo,— 1= {yeAon Bp(yo) s (y) < —h},
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fast iiberall, sodass
0= /14h,,,),y0,+ < (nu+ (1- rlC)fllC% +(1- TIC)“D’TIC';) [Cz(ﬂs — h)}s

-] e - nl, - Ja-mo] (-], Jas)

= /,4,L,p,y0,+ <2 (mu—i— (1-— rlC)—llC% +(1- r;g)—?)rlcﬂlj;) (T — h)CC

S

+ <Hu+ (1- rlC)*llC% +(1- rlC)%lC;j) U2

T Up (Wrlrs + (1 — 1K) 20T + (1 — rK) 3rK'u2) |
-2 < W W3 (us - h)<<r

Tprs  Up (Wrlps + (1 — 1K) 20Ut + (1 = rK) 3rKu2) \
“\w E Ursd

- 2(2(1 = 1K) K (1K) P

= (7 _ —2= — _ —3,. 4012
(1= iy e (@ + (1= 7K) gvsgssﬂl rk) T’C“S))(us—h)ccs

_Qﬂss

- (2(1 - T’C)_?’T‘/C/% +(1-=7K) W

Us (UrlUys 1-rK 7279799 1-rK -3 ’CliQ
(1 e (e OO £ 0P Y ),

Nun gilt unter Zuhilfenahme der C*-Schranke (25), der Schranke (24) und der Cauchy-Schwarz-
schen Ungleichung die Ungleichung

1 > U, s us
Wﬂfs - Ij:/fsﬂfs —2(1 - TK)_2%HTSHSS +(1—-rK)2—w, —(1-rK)™* ;;ga?s

1 2 2 o 2 Uy Urs :
e (<urs (1= k)R ) W - (((1 - rIC)_lus> . ((1 - TIC)_luSS>> )

1 —2 —2-2 2 Uy Urs
e <(u” 1=k W ‘ ((1 = rIC)1u5> <(1 - rIC)luss>

= s (070 202) > g a1 ) )
Cl
> jva,p
9(1+C%,)*

Damit ergibt sich

o

$/ |V [*¢d(r, 5)
9(1+C2,)2 Ja

h,p,y0.+
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_oUplUs _
W3 UT'SUSG

1 2
<[ (e 20
Ah,ﬂ‘yo,-# W W3 °

9 1
+(1—-rK)*—u;
/‘Ahyﬂ‘?lod—

2
= (L= ) )l

(2 (/-iu+ (1-— rIC)’llC% +(1— TIC)STIC'QVL;> (s — h)(Cs

+ <ﬁu+ (1= k) K+ (1 TIC)_BTIC’;;) e

HT‘S
—_9| 2 _
(W

+(1-rK)”

27 —
UsUss

W3

rsC

—2— —
uSuSS

(29)

+(1- rlC)‘%lC'u?)) (@ — h)CC

W3

- 3
- <2(1 - TIC)_grlC’% —(1— TIC)_57"IC’IZ;3> USSC2> d(r, s).

Fiir beliebiges § > 0 gilt der folgende Spezialfall der Young’schen Ungleichung

ab—\/>a7<5 _,_71)2

Va,b e R : 755 S 5

Es ergibt sich nun mit (29), (30), (24) und

w2 (1 —rk)2u?
r S 2
TH Sl <L 1SW S\ 140,

fiir beliebiges § > 0 die Abschéitzung

</,

|V, |2¢2d(r, s)

[N

h,p,yo,+

(2 (57 + 2|K] + 4e[K']) (@5 — h)C|Cs| + (5T + 2|K] + 4e|K']) [ss|¢?

hipsyost+

+ 2 (2[Tys| + 2|tss| + 2¢|K'|) (Ts — R)C|Cr| + 26| K| [T | ¢
+2 (85"Cl| + AUss| + 2[Trs| + 4ftss| + 45|KID (s — h)C|Cs]
+ (86|IC/| + 45"Cl|) WSSK ) (T,S)

— k) 3rK'w?
+(1-7rK) s))(us B

h)¢Cs

(30)
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<),

(2 (kT + 2|K| + 4e|K')) [(5@ + 4—15|CS|2(ES — h)Q}

h,p,yg,+
+ (ku+2|K| + 46|IC'|) [Ty
el [542 bl P h) ] 4 [62 Liclm, - hﬂ
[ 4 G - h) ] 2|2
24|k [5@ bl (@ - >2]
1
4|02+ 1P 7] + 16 B2 + ol — 2]
+ 125|K’||uss|(2) d(r, s)
< / (kT + 2|K| + 16¢|K]) |Vﬂs\c2d(r, s) + 205/ |Vﬁs|2<2d(r7 s)
Ah,ﬂ,ygd— Ah,p,yo,-%—
+6 (2kT + 4|K| + 36¢|K'|) d(r, 5)
Ah,p,yoHr
1
+ 5 (20 + 2k + 4|KC| + 32¢|K|) (@ — h)?|V¢|2d(r, s)
Ah,pﬂyoér
<218 |V, 2¢2d(r, s)
Ah,p,yoﬁr
1
+ L (KT + 2/K] + 166]K))2 d(r 5 +5/ (26 + AIKC| + 362|C)) d(r, 5)
40 Ah:ﬂ«yoﬁr An,p, yo,+
1
+ 5 (20 + 2K7 + 4|K| + 32¢|K'|) (@s — h)?|V|?d(r, 5).
Ah,p~yo,+

Mit der Wahl

s_ 1 9 - 9
2 \9(1+02)? ) 189(1+C2)°

ergibt sich so

/ |V, |2¢%d(r, s) < Dy / (@s — h)?|VC¢2d(r, ) + DoL? (Anpyo.t) (31)
Ap rY0,+

Ah,p-,yo,-%—

mit Konstanten D1 = D1(Cgo, Cer, Sk, Sk, k,€) und Do = Dy(Cpo,Cer, Sk, Sk, k, €), genauer

1701
Dy = 780 (14 CZ1)3(10 + KCco + 28k + 162Sk),

1701 2, 2
Dy = — = (1+ C&1)* (kCco + 28k +16e5k:)” + o (kCoo + 25k + 18eS5kr).

Auf demselben Weg ergibt sich die Ungleichung

/ Va2cd(r, s) < Dy / (<t — W2VCPA(r, ) + Dol (Appy—)  (32)
A A

h,p,yp,— h,p,yp,—

mit den gleichen Konstanten D; und Ds. Durch Zusammenfassen von Termen in (29) liefen sich
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die Konstanten noch etwas verbessern.

Die Ungleichungen (31) bzw. (32) zeigen nun, dass us bzw. —u, die Ungleichung [LU68a, Chap-
ter 2, (6.1)] erfiillen: Es sei ein beliebiges o € (0,1) und damit die konzentrischen Teilmengen

Anp—opwort C Anpyort WA Ap popyo.— C Anpyo.— gegeben. ¢ € C°(R?) sei so gewihlt, dass

3

SUPPCCB;J(Z/O)7 OSCS 1, <|B op

p—frp(yo

(vgl. Bemerkung 7). So ldsst sich die Ungleichung [LU68a, Chapter 2, (6.1)] fiir us,

/ IV, 2d(r, ) < / IV, [2¢2d(r, )
Ah,p—ap,y0,+ AthﬂJOr‘*‘
<D / (e — B)2[VC[2d(r, 5) + Dol (An o +)
Ah,p,yoHr

< (Dl o2p? AJ,I:T;,J,(ES —h)?+ D2> L (An.pyo0,+)

< max{9Dq, Dy} ( max (us — h)2 + 1) L2 (Anpyo+) >

szz Ahrﬂpwyo#

analog auch fiir —g, zeigen. Damit ist %, in der in [LU68a, Chapter 2, Section 6] und [LU68a, S.
93| eingefiihrten Klasse [LU68a, Ba(Ag U (04 N {0} X R), (3/2)Cer, max {9D1, D5}, 6,0)], wobei
0 > 0 beliebig gewihlt werden kann.

Um [LUG68a, Chapter 2, Theorem 7.2] fiir U, tiber Ag anwenden zu kdnnen, verbleibt es, die Ei-
genschaften [LU68a, Chapter 2, Theorem 7.2, (1)] und [LU68a, Chapter 2, Theorem 7.2, (2)] fiir
das Randstiick 04p N {0} x R zu zeigen. Dazu seien p < ¢, yo € 049 N {0} X R und hy > hs
beliebig gegeben. Entsprechend [LU68a, Chapter 2, Lemma 3.5] und [LU68a, Chapter 2, Remark
on Lemma 3.5] existiert ein ausschlieflich dimensionsabhéingiges 8 > 0 so, dass die Ungleichung
[LU68a, Chapter 2, (7.7)], also Eigenschaft [LU68a, Chapter 2, Theorem 7.2, (1)], erfiillt wird:

T

p /
(Bo(0) NA0) \ Anapyot Jan, o \Ang pvo.s

N|=

(hl - h2) ('CQ (Ah1,p,yo7+)) <p

|Vag|d(r, s).
Auflerdem ist wegen p < € und der Geometrie von Ay auch die Eigenschaft [LU68a, Chapter 2,
Theorem 7.2, (2)] erfiillt:

£ (B,(y0) 1 Av) > 17 (B, (yo))

Entsprechend [LU68a, Chapter 2, Theorem 7.2| existieren also ein a@ = a(e, Cor, D1, Do) € (0,1)
und ein CN’S@ = C~'s7a(€, Cc1,D1,D3) > 0 so, dass fiir alle p > 0 und yo € Ag U (049N {0} x R) mit

po := dist(yo, 04¢ \ ({0} x R)) >0, B,(yo) N0Ag C {0} x R,
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die Ungleichung [LU68a, Chapter 2, (7.4)]

max Us— min ug < C~’S7a <p> (33)
Bp(y())nA(J Bp(yo)ﬂAo Po

erfiillt.

Insbesondere ist Uy iiber Ay gleichméfig holderstetig: Es seien y1,y2 € As und dazu yo = (y1 +
y2)/2 € Ag, sowie p := min {|yo — y1],£/4}. Es ist nach der Wahl von Ay und A

)

po = dist(yo, 04 \ ({0} x R)) >

I

insbesondere B, (yo) N0Ag C {0} x R. Entsprechend (33) ergibt sich im Fall |y; —y2| < €/2, wobei

insbesondere 2p = |y; — yo| ist, dass

(0% (e
_ _ _ . _ ~ p ~ 2
— < - <(C — <C — 2p)¢
[ (1) — s(y2)] < B,,glﬁ)&o Us B,)(I;)I)%AO Us = s (po) - e (5) (20)

- 2\ ¢
- Os,a <€> |y1 - y2|a

Im Fall |y; — y2| > £/2 ist auferdem

. 2\
[Ts(y1) — Us(y2)| < max@s — minTs < 3Cc1 < 3Ce () ly1 — yo|®,
Ao Ao I3

sodass fiir alle y1,y2 € Ag

- 2\ ¢ 2\ ¢
[ts(y1) — Us(y2)| < max {Cs,a <E) ,3Ccn (5) } ly1 — y2|® =: Csalyn — Yol (34)

gilt.

SCHRITT 1.2: A-priori-Holderschranken fiir @, iiber A. Essei p > 0und yg € A,;U(9A,sN{0} xR)
so gegeben, dass B,(yo) N 0A,s C {0} x R. Entsprechend der Wahl von A,, muss dafiir p < e/2
sein; insbesondere ist Bs,/2(y0) N 0As C {0} x R. Es sei nun ¢ € C°°(R?) so gewiihlt, dass

6

supp ¢ C By, (y). 0<C<L (g =1 V(<7

(vgl. Bemerkung 7). Zu € > 0 seien

he := min  us —é
B, (yo)NAs
2
und
in € Bs NA,, mit w in) = min .
Ymin 2p(y0) S S(ymln) ng(yo)ﬂAs s
2

Es liefert fiir y € Bs,/a(yo) N As die gleichmékige Holderschranke an %, iiber Ay aus (34) die
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Abschétzung

‘ﬂs(y) - hé| S |ﬂ9(y) - ﬂs(ymin)| + é S Cs,a|y - ymin|a + é S Cs,a(3p)a + é (35)

Die Ungleichungen (31) und (35) erlauben nun wegen Bs,/2(y0) N As = A, 35/2,y0,+ die Abschét-

zung

/ |V, |2d(r, s) / |Vﬂs\2C2d(Ta s)
B,(yo)NArs Bs,/2(yo)N

<Dy (@ — he)2|VC|2d(r, 8) + Do L2 (ng(yo) N AS>

- 2
ng/Q ’L/o)ﬂA

36
( 5a 3p )2p2+D2) £2 (B%p(yO)mAs>

9
< (36D1 (Cy.a(3p)™ +6) + D2p2) o

IN

Dac <1und a € (0,1), ist p? < p?*. Mit & — 0 ergibt sich somit

9 N
/B o |V, |2d(r, s) < i 7 (36D1C2 3% 4 D3) p** =: Cs 0p°". (36)
Yo rs

Nach Ausdifferenzieren der Gleichung fiir @ (vgl. (21)), ergibt sich

w3 u, W? usW?
Ty = T+ (1-7K)"'K - —(1=rK)*rK’ :
" {HlJr(lrlC)Q e e - A S A sy g e
— —3
1-rK)73K Urtls 1 - rK)~5rk! Us }
B S S wry s - Rl Sy )
Uy Tis 1 +u?

+ [2(1 —rK) 2

1+ (1—rk)—2u? 1+ (1—rK)~ 21@} e

=:b+ brsﬂrs + bssﬂs&

Unter Verwendung von (24), (25) und ¢ < 1 ergeben sich fiir die Koeffizienten b, b5, bss von k, Sk,
Si/, Coo und Ce1 abhéngige Schranken:

[b] < KCeo (14 CZ1)” +25kCen (14 Cu) +4Sks (14 C¢1) +25kCen + 125k Con =: Cy,
|brs| S 4001 =: Cbrs,
|bss| < 4(14 CZ1) =: Cy,..

Damit gilt auch fiir @, eine Ungleichung

/ |Vﬂr|2d(?”, 5) = / (|b + bysrs + bssﬂss|2 + |ﬂrs|2) d(T‘, 5)
B (yO)mArs (yD)mArs

< / (3B + 3bral2 s |? + 3lbss | Tus |2 + [Trs]?) d(r, s)
B, (yo)NAgs

Ars

< 3Cpmp® + max {3C;  +1,3C}. }/ |V, |2d(r, s)
p yO
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< 3C’f7rp2°‘ + max {3Cl?m +1, 3Clis} CA’S’OLp2C¥ =: CA'naan.

sowie

Offenbar ist C’,a ausschlieflich von &, Sk, Sk, Cco und Ce1, durch Cy, Cy,, und Cy
zuséatzlich von e, Dy, Dy und «, durch C’s,a, abhéngig.

ss)

Damit existiert entsprechend [LU68a, Chapter 2, Lemma 4.2] eine von C’r,a abhingige Konstante
C}a = ~r7a(n, Sk, Sxr, Ceo, Cor,e, D1, Do, ) so, dass fiir alle durch p > 0 und yo € A,s U
{04, N {0} x R} gegebenen Kreisscheiben mit Bs,/2(yo) N OA,s C {0} x R gilt, dass

max U,— min @ u, < ér’apo‘. (37)
Bg (yo)NArs B (yO)mArs

(S

Insbesondere ist i, tiber A gleichméfig holderstetig: Es seien y1, y2 € A und dazu yo = (y1+y2)/2 €
A, sowie p := min {|y; — y2|,£/6}. Es ist nach der Wahl von A, und A

Bs,(y0) N 0Ars C Ba_(yo) N 04, C {0} x R.

Le
Entsprechend (37) ergibt sich im Fall |y; — y2| < €/6, wobei insbesondere p = |y; — yo| ist, dass
‘Oé

7 - < max U,— min U < Crap*=C —
| r(yl) r(y2)| > B%(yo)ﬁArs T B%(yg)ﬁArs r > Urap r,a|y1 Y2

Im Fall |y; — y2| > €/6 ist auferdem
_ _ _ . 6\" @
[@,(y1) — Ur(y2)| < max@, — min, <2Ccr <2001 | =) |y1 — 92|,
Ao Ao €
sodass fiir alle y1,y2 € A
— — A 6 “ « «
|ur<y1) - ur(y2)| S max C’r‘,om 2001 g |y1 - y2| = Cr,oz|y1 - y2| (38)

gilt.

SCHRITT 2: A-priori-H6lderschranken fiir Vu im Inneren. Innere Holder-Schranken fiir Gradienten

Cl-beschrinkter Losungen elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind gut bekannt.
Sie finden sich beispielsweise in [LU68a, Chapter 9, Theorem 3.1] oder [GT01, Theorem 13.6]. Die
Divergenzform von (1) erleichtert das Finden solcher Schranken jedoch. Wie bereits im Weg 2 von
Bemerkung 4 vorgestellt, lassen sich Gleichungen an die wg := ugx, k € {1,2}, formulieren: Mit
den Koeffizienten

~ 52"3‘ Ui Wy i

;i - — 3
TTOVIHIVAR (14 | Vaf?)?

sind

2
Ve eWR Q) Y /Qaijwmiwﬂdmr/gnwmdx = 0.

ij=1

Die Koeffizienten erfiillen die Bedingungen [GTO01, (8.5)] und [GTO01, (8.6)] mit von x und Ce
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abhéngigen Konstanten (vgl. (5)):

2

ij=1 (1+ |Vu|2)% (1+ C%l)% ’

22: a2 = 22: <6i’j (1 + |vu|2> - u:ciu;w')Q

=G (1+ |Vup2)?
_ 22: 03,5 (1 + |Vu|2)2 26, Uity (1 + |Vu|2) +uiiui]’

ij=1 1+ |Vauf2)®

_2 (1 + |VU|2)2 —2|Vul? (1 + |Vu|2) + | Vul*
B 1+ |Vul2)®
14 (L VeP)? 1 )

= -+ <2.
(1+|Vul?)? (14 |Vu2)? 1+ |Vul?

Entsprechend [GT01, Theorem 8.24| existieren damit ein Cy g = C; g(Cco,Cet, k,€) > 0 und ein
B = pB(Cer,k,€) so, dass

Vk € {172} : ||wk||co,5(§2 ) < Of,ﬁ'

£ is
£ <dist<oo

SCHRITT 3: ugi-Schranken im Randbereich. Bevor eine Verkniipfung der Schranken aus Schritt 1

und 2 erfolgen kann, muss gezeigt werden, dass Holderschranken an %, und s auch u,1 und w2

im Randbereich kontrollierbar machen.

Es seien x1, 22 € Qo<aist<e/4 zundchst fest, aber beliebig, gegeben. Ferner seien y; := (71, 51),y2 1=
(re,s2) € A so gewdhlt, dass ¢(y1) = =1, ¢(y2) = x2 und |s; — s2| unter solchen Wahlen minimal

wird, also

(. . . e _ . £
|81—52|=mm{\81—52|1¢((T1’51)>=$1>¢((T2,82))=$27—Z§81782§L+ Z}

Ist |1 — @2| > /4, dann sind fir k € {1, 2}

4 [0
|tk (1) — ugk (x2)| < 2Ccn < 2Ccn (6) |z — 22]®.

Es sei also der Fall |x; — 29| < &/4 betrachtet. Offenbar ist |r; — ra| < |21 — 22]. Die dufere
Kugelbedingung an 2 garantiert, dass ein Cs = Cs(e, Sg) so existiert, dass |s; — s2| < Cslz — 22

wird. Es sind aufterdem
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und somit nach Adjunktenformel

Damit ergibt sich fiir u,:, unter Verwendung von

2 b2
—\/5\/%+ab+5 <V2Va? + 02,

Va,beR: a+b<+V2

(24), |x1 — x2| < |1 — 22| und |¢] = 1, dass

[ugr (21) = gt (w2)] < |E*(s1)Ur(y1) — (s52)Ur (y2)| + (1 = 7K) 71| (s1)Us (y1) — ¢ (52)Us (2)]
< | (s0)ar(y1) — ¢ (s2)@(y1)| + ¢ (s2) (1) — ¢ (52)T (32) |
+ (1 =rR) e (s1)as(y1) = ¢ (s2)8s(y1)| + 2] (s2)8s(31) — ¢ (52)Ts(2)]
< (Cra +2Cs0) ly1 — y2|™ + Con |¢*(s1) — 2(s2)| + Cen |¢M(s1) — ¢ (s2)]
< (Cra +2C50) ly1 — y2|* + V2Cen |C(81) — ¢(s2)]

/5 é(r)dr

S (Cr,a + 205,04) |yl - y2|a + \/§Cclslc|51 - 52|
< [(Cra +2Cs0) (14 Cs)* + V201 ScCs] |21 — o™

< (Cra+2Cs0) [y1 — y2|* + V2Ce

Analog ergibt sich die Schranke fiir u,2 mit gleicher Konstante, also insgesamt fir z;,22 €
Q()Sdistgs/él beheblg und k € {1, 2}

4 «
[tugr (1) — upr (22)] < max {2001 (6) ,(Cra +2Cs0) 1+ Cs)* + V2C S;CCS} |z — 29|

=: Cylz1 — 22]*.

SCHRITT 4: Globale Hélderschranken. Es seien x1, 79 € Q beliebig, aber fest, gegeben. Ist |xq —
x2| > €¢/8 und k € {1,2}, dann ergibt sich

min{a, B}
[tgk (1) — ugr ()] < 2Cc1 < 2Cen (E) |21 — ao i {0},
Also seien |z — x3] < g/8. Offenbar sind entweder x1, 2 € 0. /g<dist<oo und damit
[ugk (1) — Uk (22)] < Cr glzr — 22]? < Cp glay — mpmin{ef}
oder 1,72 € Qo<gist<e/4 und damit

i (1) — e (22)| < Colzy — 22|* < Culay — o ™in{es),
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Insgesamt ergibt sich die Schranke
||u||cl,min{a,[}}(§) S CCO -+ \/iCCI -+ 2 max {0175, Ca} .

O

Bemerkung 7. Es seien ein Radius p und ein o € (0, 1) gegeben. Gesucht ist, wie im Beweis von

Satz 3 verwendet, eine Funktion ¢ € C*°(R?) so, dass

3
supp¢ C B,(0), 0<(¢<1, <|Bp—op(0) =1, |V < op

Die Idee ist es, die Funktion

1 ;< p—3op

. 1,2 /mp2

CEWg (), w2 (p—gop—lel) . p—Fop <l <p—3op
0 . p—30p<|z]

mit einem Glattungskern hinreichend kleinen Tragers zu falten. Details zu Glattungskernen und

Faltung finden sich beispielsweise in [Alt06].
Es sei

cexp(—ﬁ) .zl <1

cpeC(‘)X’(]RZ), T ,
0 , 1< |z

wobei ¢ > 0 so gewéhlt sei, dass

/R2 p(x)dx = 1.

Ferner sei ¢ := 36(0p) ?¢(6(cp)~'x). Es ist supp @ = B,,/6(0) und
(:=(xpeC(R?.
¢ erfiillt die gewiinschten Eigenschaften: Fiir x € B,_,,(0) ist

@@—yﬁwﬂy=/‘ Gz —y)dy = 1.

Bop (2)

o) = [ #le=nitds = |

Bep ()

Analog sind ((z) = 0 fur |z| > p— %ap und 0 < ¢ < 1. Wegen (i = Cpi %3, € {1,2}, ist aukerdem
|[V¢| < 3/(op). Damit ist ¢ eine geeignete Abschmierfunktion.
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IV. EXISTENZ UND REGULARITAT

Nachdem nun C“-a-priori-Abschitzungen fiir die Losungen von (1)A(2) gezeigt sind, wiire es
wiinschenswert das Problem mittels linearer Theorie und Schauderschem Fixpunktsatz zu 16sen
und so Existenz und maximale Regularitdt zu gewinnen. Im Gegensatz zu den Koeffizienten der
Gleichung jedoch scheint es dafiir unumgénglich, die hochsten Koeflizienten der Randbedingung
(2) in C%%, nicht nur in C%?, zu kontrollieren. Es mussten also andere Zuginge zu diesem Problem

gefunden werden.

Ein frithes Resultat (vgl. [Emm73]) stammt von Michele Emmer, der 1973 mittels Variationsme-

thoden fiir das Funktional

F:WH Q) - R, v / V14 |Vo|2ds + g/ vidx f/ cos(y)vdS ()
Q Q a0
zeigen konnte, dass fiir lokal Lipschitz-berandete Gebiete mit Lipschitzkonstante L und cos(y) <
1/v/1 + L? Losungen fiir (1)A(2) im schwachen Sinne existieren. Im Fall von C!-berandeten Ge-
bieten entfiillt die Kleinheitsbedingung an cos(y) (vgl. [Emm73, S. 2, 2)]).

Einen ersten klassischen Zugang fand Nina Nikolaevna Ural’tseva, die fiir konvexe Grundgebiete
Q und v € (0,7/2] die Existenz von C?(£2)-Lésungen zeigen konnte (vgl. [SS76, S. 19]).

1975 gelang es Joel Spruck auf einem anderen Weg auf die Konvexitéit zu verzichten und eine
hohere Regularitit zu gewinnen (vgl. [Spr75]). Angeregt von Leon Melvin Simon regularisierte er

zunéichst das Problem durch vom Stérparameter ¢ > 0 abhéngige Storterme elliptisch zu

div {C + in 0

1 —
\/m] Vu> = KU ,

C-i—\/ﬁ Vu-v=cos(y) , auf 02

Der Vorteil der gestorten Probleme ist die fiir { > 0 neu gewonnene Gleichméfigkeit der Elliptizi-
tat. Fiir solche Probleme steht durch [LU68a, Chapter 10| ein umfangreicher Werkzeugkasten zur
Verfiigung, sodass es ihm reichte, von ¢ unabhiingige C'-Schranken zu finden. Es gelang ihm fiir
C*-berandete beschriinkte Gebiete und v € (0, 7/2] die Existenz von C%%(Q)-Lésungen zu zeigen.
Im Fall v = 0 wies er aukerdem die Existenz von C?(Q2) N CY(2)-Lésungen nach. Sprucks Resultat

soll fiir die spétere Verwendung festgehalten werden:

Satz 4. Es sei Q C R? ein C*-berandetes und beschrinktes Gebiet mit dufSerer Normale v : 02 —
St und k > 0.

Ist v € (0,7/2], so existiert ein a = a(Qk,v) € (0,1) und genau eine C**(Q)-Lésung des
dazugehdorigen Kapillarititsproblems (1)\(2).

Ist v =0, so existiert genau eine C?(2) N C°(Q)-Lisung des dazugehirigen Kapillarititsproblems
(IN(2) in dem Sinne, dass fir eine Nullfolge (vn)nen € R eine Folge von zugehdrigen Lisungen
(Un)nen gleichmdipig gegen die Losung u € C?(Q) N C°(Q) fiir v = 0 konvergiert.
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Beweis. Die Aussage des Satzes entspricht fiir K = 1 dem Inhalt von [Spr75, Theorem 3.3].

Fiir k > 0 beliebig folgt die Aussage mit einer analogen Vorgehensweise wie in [Spr75], aber auch

durch ein einfaches Skalierungsargument: Dazu wéihle man

Q. = VEQ = {Vkz: 2z €Q}.

Offenbar ist auch ©,, C R? ein beschranktes und C*-berandetes Gebiet; es bezeichne v, : 9, — S!
die dufsere Normale. Fiir z € 0N existiert eine lokale Darstellung des Randes durch ein € > 0 und ein
nach Bogenlinge parametrisiertes ¢ € C4((—¢,¢); R?) mit ¢(0) = x und (—¢%(0),¢H(0)T = —v(z).
Die Kurve

¢n € C* ((—v/Re, V/RE)SB?), s nc(\/lgs>

ist ebenfalls nach Bogenlinge parametrisiert und erfiillt c,(0) = /kz und (—¢2(0),¢L(0)T =

—v.(vkT), sodass
(o _(E0)_,.
) = (—éi(@) - (—el(@) e

Es sei nun u, die Losung von

div _ Vue ) _ U, 10y, Vs Ve cos(7y), auf 0€,.

1+ |Vu| 1+ |V, |

Es hat nun v := u,(v/k - )/y/k tber Q die gleiche Regularitit wie u, iiber Q,; und erfiillt auierdem
fiir x € Q

v Vu(:v)) = Vkdiv Vur (Vi) = Vku, (Vkz) = ku(z)
( 1+ |Vu(z)|? \/1 + [V, (\/Eas)\z ( )

und z € 00

Vu(x) -v(x) _ Vug (Vka) - v (VEz) = cos(7).
1+ |Vu(z)|? \/1+ |V, (\/Ex)|2

O

Kurz nach Sprucks Veroffentlichung konnten Leon Melvin Simon und Joel Spruck das Resultat auch
fiir eine etwas breitere Klasse von Problemen zugéinglich machen (vgl. [SS76]). 1982 stellte Gary M.
Lieberman einen Weg zu C%%(Q)-Loésungen mittels eines Fixpunkt-Arguments von James Caristi
(vgl. [Car76] bzw. [Lie82, Lemma 3]) vor und konnte so auf elliptische Regularisierung verzichten
(vgl. [Lie82]).

Nachdem fiir v € (0, 7/2] die Existenz von C%(Q) gezeigt ist, liisst sich aufierdem noch die innere

Regularitdt mittels linearer Theorie und Bootstrapping maximieren.
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Korollar 6. Es sei Q C R? ein C*-berandetes und beschrinktes Gebiet, k > 0 und v € (0,7/2].
Dann existiert fiir das zugehorige Kapillaritatsproblem (1)A(2) ein « € (0,1) und genau eine
Lisung u € C3(Q) N C>(Q).

Beweis. Entsprechend Satz 4 existiert genau ein u € C*%(Q) als Losung von (1)A(2). Zu 4,5 €
{1,2} seien

~ (Si’j Ui Uy i

Qg5 ° 5 -
TOVIHIVEP (4 | Vap)

Da |Vu| auf 2 sein Maximum annimmt, sind die a;; € C**(2) Koeffizienten eines strikt elliptischen

und linearen Operators u +— Lu := Z?,j:l ijUgziyi dber Q (vgl. (8)). Es erfiillt v die lineare
Gleichung Lu = ru iiber Q. Entsprechend [GTO01, Theorem 6.17] ist damit sogar u € C**(Q),
also a;; € C**(Q). Eine fortlaufende Wiederholung des Arguments (sog. Bootstrapping) zeigt die

Zugehorigkeit von u zu C**(Q) fiir alle k € N. Damit ist u € C*(Q). O
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V. KONVEXITAT

An dieser Stelle sollen bekannte Resultate iiber die Konvexitit kapillarer Oberflichen vorgestellt
werden. Im Fall von Kreisgebieten und im Fall strikt konvexer Gebiete mit v = 0 wird sich Konve-
xitdt feststellen lassen. Interessant ist die Frage, ob es sich dabei um singuldre Phéanomene handelt,
oder ob bei leichter Storung der Daten die Konvexitdt der Kapillarflichen erhalten bleiben. Dies
wird Inhalt des Abschnitts VI. sein.

RADIALSYMMETRISCHE LOSUNGEN

Obwohl die Kapillarwirkung im Alltag in sehr unterschiedlicher Weise zum Tragen kommt — so
beim Aufsteigen von Nésse im Mauerwerk, von Wasser in Pflanzen oder von Tinte im Fiiller — lag
es doch aus historischer Sicht nahe, zum besseren Verstidndnis ihres Wesens, den Fokus zunéchst auf
den einfachen Fall kreisformiger Rohren zu legen. Solche Untersuchungen gehen bis zu Leonardo
da Vincis (1452-1519) Studien von 1490 zuriick und fithrten nach der Beteiligung einer Reihe
bedeutender Wissenschaftler wie Jacques Rohalt (1620-1675), Geminiano Montanari (1633-1687),
Giovanni Borelli (1608-1679), Francis Hauksbee (1666—-1713), Sir Isaac Newton (1643-1727), Brook
Taylor (1685-1731) und James Jurin (1684-1750) schlieflich zur ersten prézisen Formulierung des
Problems durch Pierre-Simon Laplace (1749-1827) im Jahr 1805 (vgl. [Fin86, Chapter 2], [GWQO03,
2.4.1)).

Es stellte sich heraus, dass fiir kreisformige Grundgebiete die Losung des Problems (1)A(2) radi-
alsymmetrisch wird. Dies erlaubte die Formulierung des Problems als gew6hnliche Differentialglei-
chung

rw'(r)

m = Iﬂ}’rw('f‘)

mit Randwertvorgaben
w'(0) =0, w'(R)= cot(y)

mit 0 < r < R dem radialen Abstand zum Mittelpunkt des kreisférmigen Grundgebiets mit Radius
R > 0. Durch diese Umformulierung konnten 1968 William Ernest Johnson und Lawrence M. Perko
ohne grofle Schwierigkeiten die Existenz und andere interessante Eigenschaften der Kapillarflache
zeigen (vgl. [JP68]). 1982 zeigte Frederic Paul Brulois, dass w auferdem absolut monoton und

damit insbesondere die korrespondierende kapillare Oberfldche konvex ist (vgl. [Bru82|).
Diese Aussage soll im folgenden Hilfssatz festgehalten werden.

Hilfssatz 6. Es seien R >0, zg € R, k > 0 und v € (0,7/2) beliebig gegeben und € := Br(xo).
Dann ist die dazugehdrige Losung u von (1)A(2) gleichmafSig konve.

Beweis. Der Ubersichtlichkeit wegen sei 0.B.d.A. zg = 0. Ist g € R? beliebig und vy Losung des
Problems iiber Br(0), dann ist offenbar u = ug(- + x¢) die nach Korollar 1 eindeutige Losung
iiber Br(zp). Offenbar ist u genau dann gleichméfig konvex, wenn auch ug gleichméfig konvex ist,

sodass die Untersuchung in xg = 0 ausreicht.
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Der Beweis soll nun in folgenden Schritten vorgenommen werden:

SCHRITT 1: u ist rotationssymmetrisch um 0. Es sei u € C?(Q) die Losung von (1)A(2). Fiir o € R
D.— cos(a) —sin(a)
sin(a)  cos(a)

Uq € C%(Q), ugn(r) :=u(Dx)

beliebig sei

und damit

die um den Winkel a gedrehte Losung u. Nun 18st u, ebenfalls das Problem (1)A(2), da mit z € Q

und
2
Ua ot (¥) = Y Uge(Dx) Dy, i € {1,2},

Uy, i g3 (l‘) = Z Uk gl (DJ?)D;“'DU, 1,] € {1,2},

2
= Z k»(Dx)ug (Dz) (Dg1 Dy + D2 Di2)

ug1 (Dx)? + uye (Drx)? = |Vu(D2)|?,
2

Aug(z) = Z Ugk 1 (D) (D1 Din + Dy Di2)

k=1

)

= U151 (D) + uy2,2 (D) = Au(Dx),

2 2 2 2
Z Ugy, 21 (L) Uy 5 (T ) Uy i i (T) = Z Ugk (D)t (DX )Ugmzn (D) Z Dy Do Z Dy;D,,;
i,j=1 k,l,m,n=1 i=1 j=1

= Z Ugk (D) gt (D) tgmgn (D) 101 n,

k,l,m,n=1
2
= Z Uk (D) Uyt (DT )ty g2 (D)
k=1
gerade
2
C Ui (Dx)ugs (Dx
Kua(z) = ku(Dx) = Au(Da) - 2=t Vet (D7) (3 )Uzwﬂ(Dx)
1+ |Vu(Dx)|? (1+ |Vu(Dz)[?)?2
) St @ue®,
= — 3 a,xtxt ’
L Vu@F (14 Vua(@))*
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gilt, und ebenfalls fiir x € 0, mittels D orthogonal und v = 1d /R,

Vue(z)-v(z)  D'Vu(Dz) v(z) Vu(Dz) Dv(z)  Vu(Dz)-v(Dz)

- - - ~ cos(1)
V1+Vua@ 14+ [VuDa)? 1+ [VuDa)? /14 [Vu(Da)
gilt. Wegen der Eindeutigkeit nach Korollar 1 ist also u = ug.
SCHRITT 2: Gleichung in w = u(+,0). Ist 0 < r < R beliebig gegeben, so sind
u(r,0) = w(r),
Uz (r,0) = w'(r),
Up2 (r,0) = lim wrr) —u(n =7) o=,
T—0 2T T—0
Ugrgr (1,0) = w" (1),
Ug22(r,0) = lim U2 (1, 7) — Ug2(r, 0)
T7—0 T
1 _ _
— llm - ].lm U(T, T + C) u(r7 T C)
7—0 T (—0 2<
L /PG OR0) a7 OR0)
7—0 T (—0 2<
_ 2 N2 £ 22 — Tim —an (/72 1+ 2 T
_}%T Tw( r +7')—}1Ln w' (V1 +T)\/m
= *w/(T),
und damit auf (0, R] die Gleichung
2
A 0 G i1 Ugi (7, 0)ugs (1,0
rew(r) = reu(r,0) =r ur,0) - 2ijm Ut (1,0) (3 )u,”ﬂ (r,0) (39)
1+ |Vu(r,0)|? (14 |Vu(r,0)]2)2
B G S (o L ) w'(r)
T+w' ()2 (1+w/(r)?)? dr | \/T+w(r)?

erfullt.

SCHRITT 3: w” > 0. Aus der Gleichung (39) ergibt sich durch Integration fiir r € (0, R]

Tw(T)dT.
0

w'(r)

Da v € (0,7/2) und damit « # 0 ist, gilt nach Korollar 2, dass stets w > 0 ist. Insbesondere ist

damit nach (40) w’ > 0 fir r € (0, R], sodass w in 0 — und damit « in zg — strikt minimal wird.

=K

(40)

Nun ergibt sich fiir r € (0, R] durch partielle Integration in (40)

2

|
0 2

1 1

1 T
*Ii-/ Tw(T)dr = —krw(r) — =K
r Jo 2 r

w'(r)

NEroa

—w'(1)dr < %nrw(r). (41)
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Somit ist nach (39) und (41) fiir r € (0, R]

krw(r) =r ( ! AU ) w”(r) + vl

L+w'(r)? (14 w’(r)2)% 1+ w'(r)?
S S— w(r) " —w'” (r 1m“w r).
(1+w/(r)2>% ( )+ ]_+w’(7')2 < (1+wl(r>2)% ( )+ 2 ( )

Wegen w > 0 ergibt sich so fiir r € (0, R], dass w”(r) > 0 ist.

SCHRITT 4: u ist gleichméfig konvex. Da u in 0 wie oben erwéhnt ein striktes Minimum annimmt,

ist es dort auch strikt konvex. Durch die Wahl von w ist gerade u = w(|-|) und damit fiir Q > z # 0
und R23 €40

"(l2l) +

3 e (a) ssfzi( W (Jal) -

3,j=1

‘ S (al) ~ (o >) cie

Gz A) ]
r N—_—— r N—_——

>0 >0

Also ist u auch in Q\ {0} strikt konvex, insgesamt also auf ganz Q. Wegen dessen Kompaktheit ist

u damit sogar gleichméfig konvex. O

Bemerkung 8. Im Fall v = 7/2 ist u = 0, also nur konvex, nicht strikt konvex. Der Fall v = 0

hat in Fragen Konvexitét eine Sonderstellung (vgl. Satz 5).

v = 0 UBER STRIKT KONVEXEN GEBIETEN

Fiir den Fall, dass die Kapillarfliche die Kapillare tangential beriihrt und 2 strikt konvex ist, zeigte
Nicholas Korevaar 1983 die Notwendigkeit von Konvexitéit (vgl. [Kor83]).

Satz 5. Es sei Q C R? ein C'-berandetes, beschrinktes und strikt konvexes Gebiet, k > 0 und
v=0. Ist u € C%(Q) N C%Q) eine Lisung des dazugehdrigen Kapillarititsproblems (1)A(2), dann
ist u konvex.

Beweis. Der Satz ist ein Spezialfall von [Kor83, Corollary 1.3]. O

FALLE VON NICHT-KONVEXITAT

Wiéhrend in den Féllen v = 0 und v = 7/2 stets Konvexitit vorliegt, lasst sich fiir kein anderes
v € (0,7/2) ein solch allgemeines Resultat finden. Das konnte Nicholas Korevaar ebenfalls 1983

mit der Konstruktion von geeigneten Gegenbeispielen zeigen (vgl. [Kor83)).

Satz 6. Es seien k > 0 und~y € (0,7/2). Dann existiert ein C*-berandetes und beschrinktes Gebiet
Q C R? so, dass die Lésung u € C3(Q) des zugehdrigen Kapillarititsproblems (1)A(2) nicht konvex

18t.
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Beweis. Die Konstruktion eines solchen € findet sich in [Kor83, 2. O

Bemerkung 9. Entsprechend der Konstruktion aus [Kor83], kann das Gebiet €2 in Satz 6 strikt

konvex und symmetrisch zur x'-Achse gewihlt werden.

Es bleibt offen, wie man die Klasse von Gebieten, iiber denen Kapillarflichen konvex werden,
beschreiben kann. Korevaar stellt am Ende seiner Arbeit die sich aufdringenden, aber bisher nur
unzureichend beantworteten, Fragen: Ist es moglich, allgemeinere Bedingungen an v, x und 92
so vorzugeben, dass die Kapillarfliche tiber €2 konvex wird? Ist es richtig, dass Level Sets von
Losungen des Kapillaritdtsproblems iiber konvexen Grundgebieten konvexe Mengen einschliefien,

selbst wenn die Kapillarfliche nicht konvex ist?
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VI. STORUNGSRESULTAT

Die strikte Konvexitédt von Kapillarflichen iiber Kreisgebieten ist kein singuldres Phinomen. Um
diese Aussage zu bestétigen, wird in diesem Abschnitt eine gewisse stetige Abhéngigkeit der zweiten
Ableitungen vom Grundgebiet formuliert. Zum Variieren eines Grundgebietes 2 C R? wird, fiir

einen Umgebungsparameter p > 0, die Menge der C*-Diffeomorphismen iiber der p-Umgebung
U= {z € R?: dist(z,Q) < p}
herangezogen; sie werde bezeichnet als
D= {® € C*U;R?) : ® injektiv, Vo := DU),d ' € C*(Vg;R?)}.

Es bildet fiir ® € D die Menge Qg := ®(Q) ein neues Grundgebiet. Der Unterschied zwischen
Q und Qg wird dann naheliegenderweise durch [|® — Id||q4 7.2 gemessen. Zur angenehmeren
Lesbarkeit der Beweise sollen die Grundgebiete stets von nur einer Randkomponente begrenzt
werden. Prinzipiell steht der Wiederholung eines Stabilitatsresultats wie Korollar 9, mit endlich

vielen Randkomponenten, also iiber beliebigen C*-Gebieten, nichts im Weg.

Mittels der Formulierung einer gleichméfigen inneren und dufseren Kugelbedingung werden gleich-
miifige C'- und C'1“-a-priori-Schranken gewonnen. Deren Explizitheit muss im letzten Schritt fiir
ein Widerspruchsargument aufgegeben werden. Dafiir kénnen C%#-Konvergenz und insbesondere

das gewiinschte Storungsresultat gezeigt werden.

Die folgenden Hilfssétze sollen die technischen Grundlagen fiir die Arbeit iiber variierten Grund-

gebieten schaffen.

Hilfssatz 7. Es sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet und p > 0. Dazu seien

U= {z € R?: dist(z,Q) < u},
D:={® € CYU;R?) : @ injektiv, Vo := ®(U), 2" € C*(Vg;R?)} .

Dann ezistieren ein 6 = §(€, p) und ein C = C(, u) so, dass
Ve eD: |®-Id|cigpey <0 = max{||‘1’||c4(ﬁ;R2)a H‘I’*l||c4(ﬁp;nx2)} <C
und, im Sinne Bs(Id) := {<1> € CHU;R?) : || @ — 1 | o ey < 5},
{® € C*(U;R?) : @ injektiv} N Bs(Id) = D N Bs(1d).
Ist U konver, so eristiert ein 6 = 6(2, u) so, dass
Vo e CYU;R?) 1 [|® —1d|lagpey <6 = @ €D,

Beweis. Esseien ® € C*(U;R?) injektiv und Jp : U — R? die jeweiligen Jacobi-Matrizen von ®. Da

die Determinante einer Matrix eine stetige Funktion der Matrixeintrége ist, kann manein1 > ¢ > 0
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so wihlen, dass fiir [|® —Id || s g2y < 6 und alle # € U die Determinante det(Jo(x)) > 1/2 ist.

Nach dem Satz von der Umkehrabbildung ist damit insbesondere

{® € C*(U;R?) : ® injektiv} N Bs(Id) = D N Bs(1d).

Es sei nun ® € DN B;(Id). Da [[® — 1d || cag7.z2) < 0 < 1, ist schon
12l cs@zgey < 12— 1d [ cagrpe) + [11d [ cagrpey < 1+ max {lz| rz €U} +1=: C1(Q, p).
Weiterhin ist
H(I’AHCO(V@;W) <max{|z|:z €U} < Cy.

Auch die Ableitungen von ®~! lassen sich im Wesentlichen durch C; beschriinken: Es seien dazu
Jo :U — R? und Jp-1 : Ve — R? die jeweiligen Jacobi-Matrizen von ® und ®~'. Entsprechend
des Satzes von der Umkehrabbildung ist

Ve €Ve: Jor(w) = (Je(®@ 1(2) .

Da mit der Wahl von ¢ die Jacobi-Determinante det(Jg) > 1/2 ist, kann man entsprechend der Ad-
junktenformel ein Co = C5(C1) so wihlen, dass die Eintréige von Jg-1 tiberall durch Cy beschrankt
sind. Entsprechend sind auch hohere Ableitungen von ®~! rationale Funktionen von Ableitungen
von @ (mit nach unten beschrianktem Nenner), sodass sich insgesamt ein C' = C(Q, ) so findet,

dass HCI)_IHC“(V@‘Rz) < C'. Damit sind die ersten Aussagen bewiesen.

Es verbleibt nun zu zeigen, dass fiir ein ® € C*(U;R?), mit ||® — Id |4 @2y klein genug und
U konvex die Abbildung @ injektiv wird. Es werde angenommen, es gibe eine Folge (Px)ren €
CL(U;R?) so, dass @), — Id in C1(U;R?), aber z1, # yi in U so existieren, dass @y (x1) = Pk (y)-
Da U kompakt ist, konvergieren die Folgen (x3)ren und (yx)ren, nach Auswahl einer Teilfolge,
gegen = € U und y € U. Offenbar ist

v =yl = lm |z —y|
< lim ([1d(zy) = @k ()| + [Pk (wr) = Pa(ye)| + [ D (ys) — 1d(yx)])

< 2]}1“;0 [®x = Id | cogzpe) = O,
also x = y. Da U konvex ist, liegt fiir hinreichend grofe k die Konvexverbindung
{zk(A) =2k + A(yk —2x) : A € [0,1]}

vollstéindig in U. Dadurch ist

Vie{1,2}: @ (yp) = DL(ap) / Vol (2,(\) - 2Tk g,
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also wegen @y (1) = Pr(yr)

1 1
Wi e {1,2) : oz/ VoL (2 (\) — e .udH/ e YET T o
{1,2} O( (z(N) —er) T AR

wobei e; := (1,0)” = VId" und ey := (0,1)7 = V1d?. Damit wird fiir [ € {1,2}

1
Y = Lk ! Yk — Tk
e —— = e — V& (zk(N))) - ————dA < 2||Py, — Id T R2Y -

" Ty — ] /O<z K)o 1A < 21 ~ o ey

Damit ist nach dem Satz des Pythagoras

2 2 2
Yk — Tk Y — Tk Yk — Tk 2
l=|\i—7= =l&o 7T — ey — | < 8||Pp —1Id v
|yk - $k| |yk — xk\ |y,c — $k| I ”Cl(u,R2)
ein Widerspruch fiir k£ hinreichend grof. O

Hilfssatz 8. Es sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet und p > 0. Dazu seien

U= {z € R?: dist(z,Q) < u},
D:={® € CY(U;R?) : ® injektiv, Vo := ®(U), 2" € C*(Vg;R?)} .

Ist € D und Jp : U — R2*2, Jp-1 : Vo — R2*2 die jeweiligen Jacobi-Matrizen von ® und &1,

dann sind diese tberall invertierbar.

Beweis. Fiir ¢ € U ist nach Kettenregel

(é ?) = Tot00(@) = Tot (8(2))T(a),

insbesondere Jg(z) invertierbar. Fiir © € Vg ist nach Kettenregel

((1) ?) = Tpoo1(z) = To(@ (1)) To 1 (2),

insbesondere Jg-1(z) invertierbar. O

Hilfssatz 9. Es sei Q ein einfach zusammenhingendes, beschrinktes und C*-berandetes Gebiet

mit nach Bogenlinge parametrisierter Randkurve ¢ € C*(R;R?) und p > 0. Dazu seien

U= {z e R*: dist(z,Q) < u},
D:={® € CYU;R?) : @ injektiv, Vo := ®(U), " € C*(Vo; R?)}.

Fiir beliebiges ® € D ist Qg := ®(Q) ein beschrinktes und C*-berandetes Gebiet. Die Kurve
ce = ®oc erfillt cg € C*(R;R?), co(R) = 0 und éa(s) # 0 fiir alle s € R.

Beweis. Zunichst gilt nach Kettenregel sofort, dass cp € C*(R;R?) ist und dass entsprechend
Hilfssatz 8
¢p = (Poc) =(TJpoc)c#0.
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Es ist @71 stetig und mit  somit auch Qg = ®(Q) offen; weiter ist Qe # (. Auch Qg ist
zusammenhingend, denn angenommen, es gibe zwei offene Mengen O; # 0 und Oz # () so, dass
01N 0 =0 und Qg = O U O, dann wiiren wegen der Stetigkeit von ® auch O; = ®~1(01) und
Oy = ®~1(0,) offen. Wegen der Bijektivitiit von ® : U — Vg wiiren 01N0;=0,0,#£0,0,#0
und Q = O; U O,. Also wiire Q nicht zusammenhingend und damit kein Gebiet, ein Widerspruch.
Insgesamt ist also auch Qg ein Gebiet in R2. Da Q kompakt ist, ist wegen der Stetigkeit von ®

auch ®(Q) D Q¢ kompakt und damit insbesondere beschrinkt. Also ist Q¢ sogar ein beschrinktes
Gebiet.

Es sei nun ein p € 00 gegeben. Dann gibt es Folgen

(ar)ken € Qa,  (bp)ren € Vo \ Qo

so, dass ay — p, by — p fiir K — oo. Entsprechend der Bijektivitdt von ® : U — Vg gibt es
dazugehorige Folgen (ax)ren € U und (l;k)keN € U so, dass ay, = ®(ax) und by = <I>(l~)k) fir alle
k € N. Da die aj, aus 23 sind, miissen wegen der Injektivitdt von ® definitionsgemaft die ax aus
Q sein. Offenbar sind auferdem by € U \ Q, da ansonsten b, € g wiren. Da ®~! stetig ist,
konvergieren die Folgen (dy)ren und (by)ren gegen das Urbild von p:

= (ar) = @7 (p) =5, b =27 (by) = @' (p) =5, k— oo

Also ist p € 9. Damit gibt es wegen der C4-Berandung von 2 eine offene Umgebung U C U von
p und eine Funktion § € C*(U) mit

VeeU: Vi(x)#0, ﬁﬂQ:{xeﬁzg(x)>0}.

Da @' stetig ist, ist U := ®(U) wie schon U offen. Weiterhin ist mit @~ € C* nach Kettenregel
auch g := go ®~1 € C*(U). Es ist fiir z € U gerade g(z) > 0, genau dann wenn 7 := ®~1(z) € Q,
also x € Qg. Da entsprechend Hilfssatz 8 die Jacobi-Matrix Jgp-1 von ® 1 iiberall invertierbar ist,

verschwindet auch der Gradient von g auf U nicht
Vg = j@’lvg7

sodass insgesamt Qg tatsiichlich C*-berandet ist.
Aufserdem existiert s € R mit ¢(s) = p, also auch ce(s) = ®(c(s)) = ®(p) = p; also ist auch
Co (R) = 6Qq> O

Der folgende Hilfssatz ist Inhalt der Aufgabe [Béarl0, Aufgabe 2.10].

Hilfssatz 10. Es sei Q2 ein C*-berandetes Gebiet mit nach Bogenlinge parametrisierter Randkurve
c € C*(R;R?) und pu > 0. Dazu seien

U= {z € R*: dist(z,Q) < u},
D= {® € CYU;R?) : D injektiv, Vo := ®(U), 2~ € C*(Vo; R?)}.

Es sei ® € D und die Randkriimmung der i. A. nicht mehr nach Bogenlinge parametrisierten Kurve
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cp = Poce CHR;R?) mit Ko € C?(R) bezeichnet. Dann ist Ko fiir s € R gegeben durch

_ det ((éa(s), é(5)))
¢a(5)]3

IC@(S)

Beuweis. Es sei ¢ € C*(R) eine orientierungserhaltende Parametertransformation von cg so, dass
égp := cg o ¢ nach Bogenlidnge parametrisiert ist (vgl. [Bérl0, Proposition 2.1.13]). Dazu ist die

Kriimmung Ko wie iiblich gegeben durch

Zu zeigen ist nun, dass Ko = RHS o o, d.h.

g, det((caop Caoy))
? EXr

Tatsédchlich ergibt sich mit Hilfe linearer Algebra

B 5 5 _ él el o nel g + 12:1
Ko = Ko det ;I’ =1 :g) = det s0/ ;) 7 90// ;) 7 90/2“;1’ 7
@ Ce Cs PCpop YCEopF+picsop

lc'l ° ,261 ° ) .
:m<@?¢*gjw = ¢ det ((¢0 0 9, 0 0 )

AN
X

AN
~_—
N~

Il

(oW

@

-+
/N
N
Q- O
B g

Yétop G op
det ((¢q 0 @, ép 0 @)
|éa 0 |3

= g det((eop,épop)) =

GLEICHMASSIGE A-PRIORI-SCHRANKEN

Um Stabilitdt unter Gebietsvariation zu erreichen, muss es notwendigerweise gelingen, lokal gleich-
miRige C1-*-Schranken zu erzeugen. Zunichst wird hierfiir das Korollar 4 genutzt, um gleichméRige
C'-Schranken iiber einer Klasse Q-#hnlicher Gebiete zu formulieren. Kann man gleichméRige in-
nere und dufsere Kugelbedingungen sowie gleichméfige Schranken an die Randkriimmungen und
deren erste und zweite Ableitung formulieren, so wird es, wie im Beweis von Korollar 5, moglich
sein, gleichméfige Voraussetzungen fiir Korollar 4 und damit gleichméfige Gradienten-Schranken

zu formulieren.

Satz 7. Es sei 0 ein einfach zusammenhéngendes, beschrinktes und C*-berandetes Gebiet mit
nach Bogenlinge parametrisierter und mathematisch positiv orientierter Randkurve ¢ € C*(R;R?)

und p > 0. Dazu seien

U= {z € R*: dist(z,Q) < u},
D :={® € CHU;R?) : ® injektiv, Vo := ®(U), @ € C*(Vo; R?)}.

Dann existiert ein 6 = 6(Q2) > 0 und ein R = R(Q, pn) > 0, sowie Konstanten Sg = Sg(Q), S, =
S (), S = Sgu () > 0 so, dass fir alle ® € D mit ||® — Id || cag7.p2) < 0 gilt:
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Fiir Qg = ®(Q) C R? ein, entsprechend Hilfssatz 9, einfach zusammenhingendes, beschrinktes
und C*-berandetes Gebiet und o € C*(R;R?) eine, entsprechend Hilfssatz 3 existierende, nach
Bogenlinge parametrisierte und mathematisch positiv orientierte Randkurve von Q¢ mit Rand-

krimmung Ko € C?(R)

(a) erfillt Q¢ eine innere Kugelbedingung mit Radius R und eine duflere Kugelbedingung mit
Radius R.

(b) sind supy |Ka| < S, supg [Kj| < Sg., supg [Kig| < Sg.

Beweis. Fiir ® € D wird, wie in den Hilfsséitzen 9 und 10, die Qg-Randkurve cg := ®oc € C4(R; R?)
mit Kriimmung Kg € C?(R) verwendet; ferner bezeichne K := Kiq. Zunichst soll gezeigt werden,

dass eine von ® unabhingige Konstante C' = C(||¢[|¢3(r;r2)) so existiert, dass
lew — cllos ) < CI —1d | ugrze- (42)

Dazu sei festgehalten, dass fiir m € {1,2}

cg =P"oc

i,5,k=1

i,7,k,l=1

2
= (@poo)d,
i=1
2 2
& = Z(@gﬁ oc)é + Z (7, 00) ¢,
i=1 i,j=1
2 2 2
=) (PRoc)@+3) (Pn 008 + D (Pl 00) et
i=1 i,j:l i,j,k:l
2
i=1 i,j=1 i,j= 1
2
+6 Z (@ ,woc) ek + Z Ok oc) ek

Nun sind fiir 4,7, k,0 € {1,2}, m € {1,2} und 2 € U

|27 (2) — 2| = |07 (z) — 1™ (@)| < [|® — 1d || ca g7.R2).
@ () = Omi| = |0 () — 1d% ()] < [ = 1d [l ca 72
@305 (2)] = |9, () — 1d3is (2)] < @ —1d [ g2
[Pyt g (2)] = [ g (2) = T30 (@) < [[@ = 1d || 0 72
|Po gi ot (D) = [ s g (2) = 1 s o ()] <P = 1d || g 729

(vgl. auch (3)), und damit auf ganz 09

e — @™ = |8 0 ¢ — ™| < sup [B™(z) — 2™
zedN
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<@ = Id [l cs @z
2 2
& == D@00 d =& = |3 (o bni)é
i=1 i=1
< 2[¢lles®re) 1P — 1d | ca 7 m2)
2
égl—ém|:2(<bg}oc— m,chZ i
=1 7,7=1
< (2ellos @ + 2||é||%3(R;R2)) 1@ = 1| )
2 2
éfg—ém}:Z(@?;oc— m,c—i—SZ mojoc)Ed + Z (@™ no0c) ek
i=1 i,j=1 1,4,k=1
< (2ll¢llos@re) + 6||é||203(]R;R2) + 2||é\|?éS(R;R2)> |®—Id ||c4(a;R2),
2 2
Ep =i = (@roc—0ma)E +4 > (B, 00) ¢ +3 Z m
i=1 i,j=1 4,j=1
2 2
+6 Z (q)gtawmk © C) Clcjck + Z (q)gtaﬂxkxl o C) Clcjckcl
iy, k=1 iyjike,d=1

< (2Hé||C3(R;R2) + 14|l 20 gymey + 12011 Es g2y + 2||é||é3(R;R2)> 1® = 1d || s z7m2) -

Diese Abschédtzung liefe sich durch genauere Analyse der Normen deutlich verbessern. Entschei-
dend ist jedoch, dass tatsdchlich ein C' = C([|¢[|cs(m;r2)) so existiert, dass die Abschétzung (42)
erfiillt wird.

Im zweiten Schritt soll nun gezeigt werden, dass fiir alle ¢ > 0 ein 6 = 4(é, lléllcs rir2y) > 0 so

existiert, dass
VO eD: & —Td|gagppey <0 = Ko —Klleow) <& (43)
Entsprechend Hilfssatz 10 sind

Ka(s) = det((éip(S),dp(s))) _ é(lb(s)éé(s.) - c'%(g)é}?(s)’

[Ca (5 [¢a ()
1 (s) = cp(8)iq(s) = 3 (s)ip(s) , (€a(5)Eq(s) — €5 (s)8q(s)) (¢a(s)Eq(s) + 5 (5)E5 (5))
? |Ca ()] |Ca(s)]° ’
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Kl (s) = Ep(5)C3(5) + ¢3(5)C3 (5) — E3.(5)C () — 3 (5)Ci (5)

| als)P
(BB )~ BEH6) (GE)6) + EE)F ()
Tea(s)P |
L (BOB6) + A EE) - BEH6) - GEHE) (A6)H6) + GEE)
e ()P
(BB - 36H) (EH6) + AEHE + B6FE6) + AEE)
()P
1 OB ) ~ B () () + E()F ()
(o) '

Offenbar kann man also stetige Funktionen fo, f1, fo € C°(R®) so wiihlen, dass fiir alle s € R und
alle ® € D

Ke(s) = fo(yes(5)), Ka(s) = fi(yea(s)), Kg(s) = f2(yes (5)),

wobei

ea (5) 1= (Eh(5), E3(5), 85(5), E3(5), E5 (), E(5), 84 (5), B (s)) " € RE.

Entsprechend der Periodizitét und Differenzierbarkeit von c¢ ist die Menge S¢ := {yc,,($) : s € R}
kompakt in R8. Ist also & > 0 fest, aber beliebig, gewiihlt, dann existiert ein 5 = S(é, C) > 0 so,
dass fiir alle y € S, gilt, dass

fo(Byos(y)) C Be(fo(y)), f1(Byes(y)) € Ba(f1(y)) und fo(Byrs(y)) C Ba(f2(y))- (44)
Somit gilt fiir beliebiges ® € D mit || — Id || ga g7.p2) < 6 wegen (42), dass
Vs €R: ea(s) — ona(5)] < 2licw — cllonqams) < 201 — 1d [l s sy < 208
und damit wegen (44)

1Ke = Kllcow) = Sup IKa(s) — K(s)| = Sup | fo(Yeo (5)) = fo(Yera(s))| < &,
1Ko = K'llcowy = sup [Kg(s) — K'(s)] = sup [ f1(yeq (5)) = f1(Yera (5))] < &,
seR seR

1IKe = K" llcow) = up K (s) = K" (s)] = sup [ f2(Yes (5)) = f2(Yera (5))] < &,

sodass & und & = d(e, [¢]lcs (r;r2y) fiir (43) geeignet sind.

Nun lassen sich die gewiinschten Eigenschaften fiir die transformierten Gebiete 2g, wobei || —

Id || o z7,p2) hinreichend klein sind, zeigen:

(a) Entsprechend Hilfssatz 3 existiert ein Rg > 0 so, dass  eine innere und &ufere Kugelbedin-

gung mit Radius Rgq erfiillt.

Zunéchst zur gleichméRigen inneren Kugelbedingung: Es sei R := Rq/2 gewihlt. Zu jedem s
in R sei der Rand der inneren Kugel mit Radius Rq in c(s) als by € C°°(R;R?) bezeichnet;
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genauer sei entsprechend Hilfssatz 2 fiir £ € R

—é%(s)

R () TR Gy

Offenbar ist b, mathematisch positiv orientiert und nach Bogenlénge parametrisiert. Da by =
60, by = 50, bs = by und by = by fiir alle s € R, existiert offenbar eine gleichméfige Schranke
My, = My(Rgq) > 0 so, dass

bs

VseR: < M.

C3(R;R2) —

Zu ® € D seien by ¢ := P o by, sodass analog zu (42) ein Cp, = Cp(M,) so existiert, dass
[bs,0 = bsllca@re) < Col|® — 1d || ca g7.m2) -

Als Kriimmung K ¢ seien die Kriimmungen der Kurven bs ¢ bezeichnet. Da b, 14 jeweils
Kreiskurven mit Radius Rq parametrisieren, sind K, 1a = 1/Rq fiir alle s € R. Analog zu
(43) existiert also ein 0g = dr(My, Rg) so, dass

Ve eD, VseR: [[®—Id|cigpre <Or = Ky

- < Kp,0 < o5
3Rq = 2Rq

Es seien nun s und ® mit [|® —Id || o4 7 g2y < Or festgehalten, aber beliebig. Wie im Hilfssatz
9 gezeigt, berandet bs ¢ die verformte und C*-berandete Kreisscheibe Dg := ®(D), mit
D := Bpr,,(zn,s). Entsprechend Hilfssatz 2 ist D C Q und 0D N 9Q = {c(s)}. Damit sind

Dg = @(D) C (I)(Q) =Qp, 0D NINg = {C@(S)} .

Da die Randkriimmung K, o > 2/(3Rq) > 0 also strikt positiv ist, ist D¢ insbesondere
streng konvex. Wegen Ky, ¢ < 3/(2Rq) erfiillt nach Teil (e) aus Hilfssatz 3 die verformte

Kreisscheibe Dg eine innere Kugelbedingung mit Radius R, da

1

1 2
R=-Rog<-Rp < — ———.
2 @ 3 €= maxger Kbsxb(f)

Also existiert eine Kreisscheibe Dp C Dg C Q so, dass 0Dr N 0D¢ = {ca(s)} also auch
ODr N OO = {ca(s)}. Da ® und s beliebig waren, 14sst sich somit fiir jeden Randpunkt
co(s) € Qg eine solche innere Kreisscheibe mit Radius R finden. Also erfiillen alle Q¢ mit

|® —1d || s 7.2y < Or die gewiinschte innere Kugelbedingung mit Radius R.

Abbildung 6: Ubertragung der inneren Kugelbedingung von © auf Qg
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Geht man davon aus, dass p > 3Rq ist, dann lésst sich die Argumentation fiir eine gleich-
maéfige dufsere Kugelbedingung analog wiederholen. Gegebenenfalls muss Rq entsprechend

verkleinert werden. Daher ist R im Allgemeinen abhéngig von p.

Offenbar existiert ein do > 0 so, dass fiir alle ® € D mit ||® — Id |42y < do auch die
Kurven ¢ mathematisch positiv orientiert sind. Um (b) zu beweisen, reicht es auferdem, die
Kriimmungsschranken fiir einen nach Bogenlénge parametrisierten und mathematisch positiv
orientierten Vertreter der Randkurven zu zeigen, da sich zwei solche Vertreter nur durch eine
konstante Verschiebung unterscheiden. Ist also fiir ® € D mit [[® — Id || s 7.2 < do gerade

L die Lange von ¢, Ly die Lange von ce und
va:0.0)~ 0La) s [ fea(rlar (15)
0
dann kann mit ¢g := 5" : [0, Ls) — [0, L) 0.B.d.A.

Za|i.1,) = Co © pa € C*(10, Ls); R?) (46)

angenommen werden; bekannterweise ist ¢ eine orientierungserhaltende Umparametrisie-
rung von cg |0,y nach Bogenlénge (vgl. [Bir10, Proposition 2.1.13]). Wegen der Lg-Periodi-
zitét von é¢ ist die Kurve und ihre Kriimmung durch (46) auf ganz R bestimmt.

Nun sind auf [0, Lg)
Ko =Keopa, Ky=(Ksows)ps Kg=(K§opas)psps+ (Ksopa)ps.  (47)

Zunéchst ist es somit sinnvoll, Schranken an K¢, K, und K zu finden. Entsprechend (43)

existiert zu € = 1 ein dx = dx(||¢| o3 (r;r2)) S0, dass
Vo eD: ||(I) —1Id ||C4(H;R2) < min {(5}(,(50} = ||K:¢. — ’C||C2(R) < 1.
Die Konstanten

Sk :=sup |K| + 1, Sk :=sup|K'| + 1 und Sk :=sup |K"| +1
R R R

kontrollieren damit die Kriimmungen der cg, fiir ® € D mit ||® —Id || o4 g7.p2) < min {dx, o},

wie gewiinscht gleichméfig:
sup |Ko| < sup|Ke — K| 4+ sup |K| < 1+ sup K| = Sk,
R R R R
sup I | < sup [k, — K| + sup [K| < 1+ sup [K] = S,
R R R R
sup |Kg| < sup [KF — K"| +sup K] <1+ sup |K"| = Sicrr.
R R R R
Um nun ebenfalls gleichméfige Schranken an die Kriimmungen der ¢¢ zu finden, verbleibt

es nach (47) die |[¢a|lc2(j0,L,)) zu kontrollieren. Etwas weitreichender ist es zu zeigen, dass

mit [[® — Id || cagz.pe) auch [le — Id|[c2((0,z4)) kontrolliert werden kann. Auf diese Weise
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wird entsprechend (47) auch die Kleinheit von ||Kg — I€q>||cz(R) in Abhéngigkeit von ||® —
Id (| o4 z7.r2) Klar, die hier nicht bendtigt, aber nach der Wahl von ég in (46) erwiinscht und

erwartet ist.

Es sei festgehalten, dass fiir ® € D entsprechend (42)

mﬂgx|c‘<p\ < max le] + max Co —¢| <1+ O —1d || cagzpe2) (48)

mﬂ%n|c'q>\ > H%R;ln le] — max ¢ —co| 21— C||® —1d || gzpe)-
Insbesondere ist fiir [® —Id [ cagz.p2) < 1/(20)

<léa| < 5. (49)

N | =
N w

Es sei nun @ € D mit [|[® — Id || 4 7.2y < min{do,1/(2C)}. Fiir s € [0, L) ist nach (45)
Smﬂén|é¢\ < a(s) < smﬂgx|é¢|,

dementsprechend fiir ¢ € [0, Ly) durch Wahl von s = g (t)

ot
minR |C<I>‘ '

< pa(t) <

maxpg ‘Cq>| -

Somit wird, fiir ¢ € [0, Lg) und unter Zuhilfenahme von (48) und (49),

(pq>(t) _tet |:]. — INMaxpg |Cq>| 1 —min]R |C<p|:|

maxg [¢p| = ming |¢o)

ct [_20”(1) —Id ||c4(H;R2)= 2C||1® - 1d HC‘%U;H@)} )
sodass wegen der freien Wahlbarkeit von ¢ € [0, Lg)
s —1Id[coo,L4)) < 2LC|P —1d || cagzr2)-

Weiter ist nach dem Satz von der Umkehrabbildung

1 1— : 1 — mi .
©p(t) — 1 1 { maxg |Co| ming |C¢>|:|

" Jea(pa(t)] maxg [ép| ~ ming |éal

C [-201® ~ 1| cu gz 201 — 1 | s sy |
sodass
HL)OZP - Id/ HCO([O,L:@)) < QCH(I) —1d ||C4(H;R2)'

Bekannterweise ist 0 = (1/2)41 = (1/2) L ¢(s)]? = Z?Zl ¢ (5)é(s). Zur besseren Lesbarkeit

sel auferdem s := g (t); damit ist zuletzt auch

57 (8)E ()¢ (1)
o (s)?

Yo (1) =
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sodass

3 )~ @] )|+ 3 [Es) — #00)] [ (s) 9] D
< L0 et (5) — 6)| + (6 len(s) — E6)] + fn(s) = )| ea(s) — )

< 8C|l¢sllco(0,La)) (\/§||5HCB(1R;R2) +C[|¢ —1d ||c4(H;R2)) 1@ —1d [|cs @7 r2)
1 .
<8C ||Id/ =+ [Sﬁib - Id/] ||CO([0,L<1))) (2 + \/§||C||C3(R;]R2)> ”(I) —1d HC4(ﬁ;R2)
1 .
< 16C (2 + \/§||C|CB(R;R2)> [© = 1d || ca zz;m2)

1 .
||(pg> —1d” |‘CO([07L¢)) < 16C (2 + \/§CHC3(R;R2)> ||‘I> —Id HC‘I(U;H@)‘

Insgesamt existiert also eine Konstante C, = Cy(L, [|¢|c3mr2),C) > 0 so, dass fiir alle
® € D mit || — Id || s gz.pe) < min{do,1/(20)}

lea —Id|lc2(0,4)) < Coll® = 1d [| s z7r2)-

Entsprechend (47) sind nun die Konstanten Sg := Sk, Sg, := 2Sxs und Sg,, := 4Skr+12(1+
l[¢llos (mir2)) Sk geeignet, damit fiir alle @ € D mit [|® — Id || gagz.p2) < min {do,1/(2C), x }

sup |I€¢>| = sup |]Cq>| < Sk = Sli?

R R

sup || < sup [Kg| sup || < 25k = Sk,
R R [OvL‘P)

S§p|/€$| Ss%pllC&il sup I%\2+s§pllﬁpl sup |

0,Lo 0,Lo

1
< 4Scr +38 (2 + \/§||é||c3(R;R2)) Skr = Sgu-

Setzt man zuletzt noch § := min {0g,dx,d0,1/(2C)}, so werden (a) und (b) mit den soeben

gewonnenen Konstanten R, Sg, Sg, und Sg, wie gewiinscht erfiillt. O

Bemerkung 10. Die Vorgehensweise im Beweis von Satz 7 zeigt, dass sich die gleichméfigen

Kugelbedingungen aus (a) explizit abhingig von jeder inneren und duferen Kugelbedingung die

Q erfiillt formulieren lassen, vorausgesetzt der Umgebungsparameter p ist hinreichend grofs ge-

wahlt. Das heift, erfiillt {2 eine innere und &ufsere Kugelbedingung mit Radius Rg, dann kann §

beispielsweise — wie im Beweis geschehen — so gewihlt werden, dass R = min {Rq /2, u/6} ist.
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Mit diesen ausschlaggebenden Gréfen unter Kontrolle lisst sich nun eine gleichméfige C'*-Schranke

an die ug, Losungen der Kapillaritdtsprobleme tiber den Gebieten 24, formulieren.

Korollar 7. Es sei Q) ein einfach zusammenhingendes, beschrinktes und C*-berandetes Gebiet mit
nach Bogenlinge parametrisierter und mathematisch positiv orientierter Randkurve ¢ € C*(R;R?),

w>0, k>0 undy € (0,7/2]. Dazu seien

U= {z € R*: dist(z,Q) < u},
D :={® € CHU;R?) : @ injektiv, Vo := ®(U), @ € C*(Vo; R?)}.

Ferner seien 0 = 6(Q) > 0, R = R(Q, ) > 0 und Sg = Sg(2), 8¢, = S, (Q), S = Sien () >
0 die sich dazu ergebenden gleichnamigen Grofien aus Satz 7. Dann gilt fir alle ® € D mit
[ —1d |cagzrey < 0: Ist G € C3(Qq) tiber dem, nach Hilfssatz 9 ebenfalls C*-berandeten und
beschrinkten, Gebiet Qg = ®(Q) mit dupferer Normale ve : 0Q¢ — S' Lisung des Kapillaritits-

problems
div _ Ve = Klgp, n s, _ Vie-ve =cos(y), auf 0N, (50)
1+ Vi 1+ [Vis|
dann ist

1
sup |[Vig| < ——+/cos?(y) + C2,

wobei fiir M :=2/(kR) + R und C;(R, M, ) innere Gradienten-Schranke aus Hilfssatz 4
3
C, := max {1ORS,€,M + 165" Sg, 4+ 24~ R?S%, + 857 ' RSk, §CI(R, M, m)} )

Beweis. Es sei ® € D mit [|[® — Id [|cagzpey) < 0 beliebig gegeben. Nach Satz 7 erfiillt g eine
innere Kugelbedingung mit Radius R. Nach Aussage (b) aus Korollar 3 ist damit

2
itelgl%(x)l < pHR=M

Wie zuvor soll g € C*(R) eine orientierungserhaltende Parametertransformation von cg := ® o ¢
so sein, dass ¢o := o 0 e nach Bogenlinge parametrisiert ist. Ferner sei K¢ die Kriimmung von
Cop. Es sei daran erinnert, dass mit [|[® — Id [ cag g2y < ¢ die Kurven cg und ¢ mathematisch

positiv orientiert sind.

Es soll analog zum Beweis von Korollar 5 die folgende Aussage gezeigt werden:

N dist=R = {5q>(8) +R (jfé(s)> is € R} = Sr.o.
o (s)

Ist z € Qg gist=r, S0 existiert wegen der Kompaktheit von 9€Q¢ und der Stetigkeit der euklidischen
Norm ein p € 9Q¢ mit |z — p| = dist(x,90s). Dazu existiert ein s € R mit ¢e(s) = p. Nach
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Hilfssatz 2 und wegen der mathematisch positiven Orientierung von ¢ég liegt = in der Menge

{éq,(s) +r <;§D%i§)> i > 0} .

Da ¢g aufserdem nach Bogenldnge parametrisiert ist, muss

x=2Co(s)+ R (—?%(s)) € Sr,o

Cp(s)

sein. Somit folgt Qo dist=r € Sg,e. Ist nun = € Sk o gegeben, so existiert ein s € R mit

Da Qg eine innere Kugelbedingung mit Radius R erfiillt, existiert xy; € Q¢ mit
BR(LL'M) C Qgp, BR({)SM)ﬂaQq) :{E(p(s)}.

Damit ist |és(s) — za| = R = dist(zar, 0Qq) erfiillt, sodass nach Hilfssatz 2

. ~&3(s)
xa € {ap(s)—f—r( L;D ) :r>0}
Cp(s)

ist. Da ¢ nach Bogenlinge parametrisiert ist, heiflt das insbesondere xp; = z. Also ist x €

Qo dist=r und damit Sg o C Qo dist=r, insgesamt Sg o = QLo dist=R-

Setzt man nun noch € = ey = R, so sind alle Voraussetzungen aus Satz 2 bzw. Korollar 4 erfiillt

und die gewiinschte Abschétzung gefunden:

1
sup |[Vig| < — \Jcos?(y) + C% 4,
T sin(7y) i

wobei
Cr.¢ = max {IORsup |K| M + 165~ sup |Kh|
R R
~ .3
+ 24k R? sup [Ky |2 + 85 Rsup | K4, §CI(R, M, m)}
R R

Es ist nach Satz 7 aulerdem

SCI(R,M, /«u)} —c,,

Cr.¢ < max {10RS,€,M + 165" S, +24r" ' R*SZ, + 857 RSk,
und damit die gewiinschte Schranke nachgewiesen. O

Bemerkung 11. Im Korollar 7 wird von der inneren Gradienten-Schranke C7(R, M, k) gespro-

chen. Um diese aus Hilfssatz 4 zu erhalten, kann man sie beispielsweise als Schranke iiber (2

STORUNGSRESULTAT



79 DIPLOMARBEIT

formulieren, sodass
sup |VU’| < CI(RaMa H:)'

QR<dist<oo

Da sie ausschliefslich von R, M und x abhéngt, gilt sie dann auch fiir alle transformierten Gebiete,

in welchen die innere Kugelbedingung mit Radius R erfiillt ist, d.h.

sup  |Vig| < Cr(R, M, k).
Qa, R<dist<oo
Korollar 8. Es sei ) ein einfach zusammenhingendes, beschrinktes und C*-berandetes Gebiet mit
nach Bogenlinge parametrisierter und mathematisch positiv orientierter Randkurve ¢ € C*(R;R?),
w>0, k>0 und~y € (0,7/2]. Dazu seien

U= {z € R?: dist(z,Q) < u},
D:={® € CY(U;R?) : ® injektiv, Vo := ®(U), 2" € C*(Vg;R?*)}.

Dann existieren § = 6(2) > 0, o = a(Q, &, 7, 1) € (0,1) und Cera = Coria (2, 5,7y, 1) > 0 so, dass
fiir alle ® € D mit | ® —1d || g 7.2y < 6 gilt: Ist e € C3(Qq) iiber dem, nach Hilfssatz 9 ebenfalls
C*-berandeten und beschrinkten, Gebiet Qg = ®(Q) mit duferer Normale ve : 0Qe — St Lésung

des Kapillarititsproblems

div & = Klp, n e, M =cos(), auf s,
1+ |Vie|? 1+ |Viig)?
dann gilt

||ﬂq>||cl,a(§¢) S Ccl,a .

Beweis. ZuQseid =0(Q) >0, R = R(Q, ) > 0und Sg = Sg(Q), S = Se/ (Q), S = S () >
0 die sich dazu ergebenden gleichnamigen Grofen aus Satz 7. Fiir ® € D mit || @ —Id HC4(H;R2) <4
ist entsprechend Korollar 3

2
up| < — + R.
arlel iR

Fiir alle ® € D mit ||® — Id ||c4(U;R2) < ¢4 sind die Randkriimmungen der Q¢ entsprechend Satz
7 durch die Gréfen Sg, Sg, und Sg,, kontrolliert; die 2 erfiillen eine gleichméfige innere und
dufere Kugelbedingung mit Radius R. Aufserdem zeigt Korollar 7 die Existenz einer gleichméfigen
C'-Schranke Cc1 = Cei(k,7,9, R, ), sodass fiir alle ® € D mit |[|® — Id HC4(E;R2) < ¢ gerade
supg, |Vie| < Cor.

Die gleichmiiftige C1'*-Schranke folgt somit aus Satz 3. O
STORUNGSRESULTAT
Die bis hierhin gewonnenen C'®-a-priori-Schranken erméglichen es nun, die C?®-Stabilitit un-

ter Gebietsvariation zu zeigen. Insbesondere wird dabei die Konvexitéit hinreichend kreisdhnlicher
Gebiete folgen. Zentral ist hierbei ein [LU68a, Chapter 10, S. 463-465] entliechenes Widerspruchs-
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argument, welches fiir das folgende Resultat modifiziert wurde.

Satz 8. Es sei Q C R? ein einfach zusammenhingendes, beschrinktes und C*-berandetes Gebiet
mit GupPerer Normale v: 92 — S, u >0, k >0, v € (0,7/2] und o € (0,1). Dazu seien

U= {z € R?: dist(z,Q) < u},
D :={® € CYU;R?) : @ injektiv, Vo := ®(U), 2" € C*(Vg;R?)}.

Gegeben sei eine Folge (Py)ren € D so, dass
| ®r —Id Hc4(U;R2) —0, k— oo (51)

Die Mengen Q, = ®.(Q) C R? sind entsprechend Hilfssatz 9 ebenfalls beschrinkte und C*-
berandete Gebiete; vy, : O, — S' bezeichnen die duferen Normalen dieser Gebiete. Weiterhin

seien Randwertvorgaben (v )ken € (0,7) so gegeben, dass
e — 7, k— oo. (52)

Fiir die Folge von entsprechend Satz 4 und Bemerkung 1 existierenden Lésungen iy € C3(Qy) der

Kapillaritdtsprobleme

Vi Vi - vk
div [ ——2k | = K, in Q, S - cos(vx), auf Oy, (53)
1+ |V V14 Vit
gebe es eine gleichmdf$ige Schranke Coi,a > 0 so, dass
vk e N: HﬂkHCl,a(m) < Ccia. (54)

Dann konvergiert fiir beliebiges 0 < 3 < a die Folge uy, := 1y, o & € C3(Q) in C?P(Q) gegen
u € C3(Q), Lésung des Problems

Vu . Vu-v

div| — | = ku, nQ, —— = cos(y),
1+ |[Vul? 1+ [Vaul?

Beweis. Der Beweis arbeitet wiederholt mit kompakten Einbettungen von Holderrdumen, ausfiihr-
lich nachzulesen in [Ada75, Theorem 1.31]. Zunichst wird fiir ein 3 < 3 < « eine in C1P(Q)

konvergente Teilfolge von (uy)ren gewahlt und diese Konvergenz genutzt, um eine Unbeschrénkt-

auf 0. (55)

heit der [[u//c2.5q, durch Widerspruch auszuschliefen. Dazu soll eine lineare Gleichung an die
Differenz von Folgengliedern formuliert werden, die eine zielfiihrende Abschitzung an die C%#(Q)-
Norm solcher Differenzen zuliisst. Die Beschriinktheit in €27 () erlaubt dann, nach Auswahl einer
weiteren Teilfolge, die Konvergenz in C?#(Q) festzustellen. Die Eindeutigkeit des Grenzwerts si-

chert, dass man im Riickblick auf die Auswahl einer Teilfolge verzichten kann. Fiir den Verlauf des
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Beweises gelten die iiblichen Bezeichnungen

0,4 p'p’
a;; R*> =R, pr— =L —
’ VITPRE (14 p2)?

p

V1t

AuRerdem sei 3 < 3 < a im Folgenden beliebig, aber fest, gewahlt.

47 €{1,2},

a:R> - R?% p—

Da die (®4)ren in C*(Q;R?) entsprechend Hilfssatz 7 gleichmiifiig beschrinkt sind, lisst sich mit
(54) auch eine gleichmifige C1*(Q)-Schranke Coi,a = Ceotia(Cota, (Pp)ken, Q) fiir die Folge

(uk)ken formulieren; sie sei so gewéhlt, dass

VEEN: |k pragm,) + [ukllgre@ < Core (56)

Auflerdem existiert — wegen der gleichméfigen Schranken an ® ! aus Hilfssatz 7 — eine, ausschlieft-
lich von den (®j)rey und g abhingige, Konstante C = C((®y)ren, 1) so, dass fir k& € N und
6 {85

Z Huk zigi © (I)HCQ 5(9 + Z uk ,xd o q)) = é”ukHC?ﬁ(ﬁ)- (57)
1,j=1 i,j=1 C2:5(Q)
Offenbar sind a;; € C°°(R?) und a € C*(R? R?), sodass fiir das Kompaktum K := Be . (0)
R? eine Konstante C, so existiert, dass
2 ~
lallcsx) + Z laijllcsxy < Ca- (58)
4,j=1

Wegen (56) und der kompakten Einbettung von C1¢(Q) in C*#(Q) konvergiert die Folge (u)sen,
nach Auswahl einer Teilfolge, in C1-#(Q).

Fir beliebige I,m € N soll nun ein lineares Randwertproblem formuliert werden, welches von
v = u; — Uy, erflillt wird; die Koeffizienten und rechten Seiten sind von u; und wu,, abhingig.
Zunichst ldsst (53) durch Verkniipfung mit ®; eine Formulierung der Probleme iiber  zu. Es sind
flir beliebiges k € N

2
RUp = Z Qi (Vﬂk o (I)k) akxixj o (I)k (59)
ij=1
2
= Z (ai; (Vug) + [ai; (Vig 0 @) — ai; (Vur)]) (wepios + [Ugpizs © Pr — U zigi])
ij=1

a (V’ak o @k) . (l/k o (I)k) (60)
(a (Vug) + [a (Vi o D) —a (Vug)]) - (v + [vg o O — v]).

cos(7k)
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Dadurch ergibt sich fiir v die Gleichung

= 3,j=1

2
da;
Lv = Z [ai; (Vug)] vgig Jrz Z / a] Vg, + (Vg — V) dtty, 4igi | Vg — K
2

a;;(Vuy) (ul,Iin — um,xix_,») + Z [aij (Vur) — aij (V)] Uy gigi — 6w — um)  (61)
i,j=1 i,5=1

= — Z (aij (Vul) [al,miwj o (I)l — Ul’wiwj] + [aij (Vﬂl o @1) — Qg5 (Vul)] ﬂl,a:"'a:j ] (bl)
i,j=1
2
+ Z (aij (Vtm) [ gizi © Pm = U giqs ]| + [aij (Vi 0 Pr) = @ij (V)] G gigs © Prm)

ij=1
und die Randbedingung

2 Oa

Buv := Z [ . 7 (Vum + 1t (Vug = Vugy,))dt - v] vge
k=1

(a(Vuy) —a(Vup,)) - v (62)
cos(y) —a(Vu) - [0 ® —v] = [a (Vi o &) —a (V)] - (v 0 ®)
—co8(Ym) + a (V) « [Vm © Ppy — V] + [a (Vlm © @) — a (V)] - (Um0 @) -

Die Operatoren L und B erfiillen fiir die von ! und m unabhéngigen Konstanten

1
c,;=cgi=—— >0

(1 + C%m)

die Bedingung [LU68a, Chapter 3, (3.3)], da fiir £ € R?

e

2

2
Z a”(vul)gzé-j _ |€|2 + |€|2 |Vul| — (5 ) VU1)2 > ‘€|2

B > > cp|¢? (63)
ij=1 (1 + |Vul\2) ’ (1 + \vul|2>

N[

und die Bedingung [LU68a, Chapter 3, (3.4)], da mit ¢(t) := Vu,, + ¢ (Vu; — Vuy,)

&

=1

8@3

Ydtv'v? (64)

))dt - 1/]

/ Z a;j(q wiadt > cp v = cp.

Da mit (56) aus Einbettungsgriinden auch gleichméfige C18-Schranken fiir (ug)keny und (@x)ken

existieren, gibt es eine weitere von [ und m unabhingige Konstante ¢; = ¢1(Cc1.a) so, dass sich
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die Koeffizienten von L und B fiir alle i, j € {1,2} folgendermafien abschétzen lassen:

||aij(vul)||co,ﬁ(§) +1 - ’1”00(6) +1 - ’choﬁ(ﬁ)

1
a—al,(Vum +t(Vu, — Vuy,))dt - v

C0.5(89)
S C1,
[t danm
> i (Vi + £ (Vi = Vi) )t
n,m=1 0 p co (ﬁ)

1
0
%(Vum +t(Vu, — Vuy,))dt - v

(65)
C1(8Q)

<er (Lt lullagy + lumllea) -

a ’rfl
Z / an U+t (Vg — V) dtt, opmn

n,m=1

Co8(Q)

1
+ / iai(Vum—l—t(Vul—Vum))dt-y
0

Op

C1.8(00)

<o (14 ullgas@ + lumllons)) -

Aufserdem sollen die rechten Seiten in (61) und (62) kontrolliert werden. Es sind fiir ¥ € N und
ij €{1,2}

2
0 . 5.
Ukt = 55 (g o Py) = E ¢Z7ziuk,wﬁ o @y, (66)
0° : 2N
Uk, zigi = axla ; uk o (I)k E (I)k: w,‘b}:’zjuk7mﬁmvh o Py + E @Z’xiﬂuk@ﬁ o .
n,m=1 n=1

Unter Verwendung von (57) und der Konvergenz in (51) ergibt sich somit

Hukxw — Uy grigs © (I)’fHCO(ﬁ) = H (‘I)qu)fc i 1) Up gigi © P + @2 ;JI)?C i Uk 3—ig5 © Py,
q)?) (I) (I)3 ’L¢3 J (b
kml ukxac3Jo k+ kot P k,pi Yka3—ig3—i O Pk
+Z<I>,” i Uy g7 © P, (67)
= Cco(Q)
2 2
Z }ukﬁmﬁzm o (I)kHCO(ﬁ) —+ Z Hak7$ﬁ o (I)kHCO(ﬁ)
A=l A=1
) (ke + Cone)
analog
Huk,zizf - ﬂ'k,zizj © (I)kHco,ﬁ(ﬁ) < 0(1) <||uk||02ﬁ(§) + C’Cl*o‘) . (68)
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Die (universellen) Nullfolgen o(1) représentieren hier und im Folgenden stets einen passenden

Vertreter der, hochstens von (®g)gen, (V& )ken und © abhéngigen, Nullfolgen.
Mit (58) sowie Produkt- und Kettenregel sind so auch fiir 4,5 € {1,2} und k € N
||aij (Vfbk o (I)k) — aij (Vuk)Hco(ﬁ) S o(1 C«l,a’
che (69)
(C +lurloo)

CH - ugllga ) -

”aij (Vi o @) — Qij (vuk)Hco,B(ﬁ) <ol

Wihlt man ¢ € C*4(R;R?) als nach Bogenléinge parametrisierte Randkurve von €, mit Periode

L > 0 und mathematisch positiver Orientierung (vgl. Hilfssatz 3), sodass

—u(z) = (‘j) o (c\m))_l (), z €,

und withlt entsprechend Hilfssatz 9 ¢, := @) o ¢ € C*(R;R?) als Randkurven der Qj, dann sind

BEAY -1
—vg o Qp(z) = ( .1k> © (ck’[O,L)) o Oy ()

_|Ck| Cy,
B EAY -1
el \ e © (€li.y) oo Pule)

REEAY -1
- |ék|<é}f> o (o) @ weon

sodass entsprechend (42)

vk o @) — V“cl(aQ) =o(1), (70)

lvk o @p — V”clﬁ(ag) =o(1).

Mit (52), (67), (68), (69) und (70) erfiillen die auf der rechten Seite stehenden Stérterme in (61)
und (62) die folgenden Abschétzungen:
120l o < o(1) (1 + lullny + lm e )
HLU”coﬁ(ﬁ) <o(1

[Bvllcraa) < o1

(1+ Il mspy + lom o) (71)
(1+ Il ez + lumllcs ) -

1Bulln s oy < o) (1 + lttllgas @y + lumllcasmy ) -

Wegen (63), (64) und [LU68a, Chapter 3, Theorem 3.1] kann nun eine Abschétzung der Form
[LU68a, Chapter 3, (3.5)] vorgenommen werden. Unter zusétzlicher Verwendung von (65) und (71)
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ergibt sich so fiir eine von [ und m unabhingige Konstante co = ¢ (écl,a ,cr,cp) die Abschitzung

vll2 5@ < C2< (1) (1 + luillczs @) + ||Um||czyﬁ(§)) + Il o)
1+3
sy (14 sy + lunloas + (lalloxy + linllen) ) ).

Da auferdem, entsprechend [LU68a, Chapter 3, (2.1)] bzw. [Mir55] (vgl. auch Bemerkung 12), fiir

eine Konstante c3 die Holderraum-Ungleichung

o 1 L
Vw e C*P(Q): |wllea < esllwll o g lwll g, "

gilt, ergibt sich fiir eine von [ und m unabhéngige Konstante ¢ = C(CN’CLQ ,¢3,¢rL,cp) die entschei-
dende Abschitzung

lolly s < € (o) + Iollea) ) (14 Il asy + lmllnsqe) - (73)

Angenommen, die Folge (uy)ren wére nicht in C% 5( ) beschrinkt, dann kénnte eine Teilfolge

(ug, )ien so gewdhlt werden, dass fiir alle i € N

und

||uki+1 ”C%B(ﬁ) =

gilt. Mit (i) = ki1 und m(i) = k; und v; = wy(;) — ug(;) implizierte Ungleichung (73) dann

||uk1,+1 ||C2ﬁ(§) = 2Huk, + Uk;yy — uki”C?,ﬁ(ﬁ) - ||uki+1 ||C2,5(§)
< Munllnscmy + 2villcms @ — Ik lonsm, < 2loillons
<2 (0(1) + ||UiHCI(§)> (1 + lurllc2a @) + ki \|02,5(§)>

< 5c (o(1) + luills @y ) ks lloes ey

Da mit der CI’B(Q)—Konvergenz von (ur)ren auch [[vl|ci @) — 0 fiir i — 0, ergibt sich fiir hin-
reichend grokes i € N die Ungleichung [[uk,,, |26y < [tk oo @) /2, wegen [k, llces @) 2
1> 0also 1 <1/2, ein Widerspruch.

Also ist (ug)ken in 2B (Q) beschriinkt. Da 3 < £, also CQ’B(ﬁ) kompakt in C27(Q) eingebettet
ist, konvergiert (uy)ren nach Auswahl einer weiteren Teilfolge in C%#(Q) gegen ein 4 € C%4(Q).
Entsprechend (59), (60) und den Konvergenzeigenschaften aus (52), (67), (69) und (70) ist aufser-

dem

2
Kl = Z azg vuk [aij (vak o (I)k) — Qij (vuk)] ) (uk,xixj + [ak,xiaﬁj o ®y — uk,xixj] )
J=1 —a; (Vu) —0 =g —0

2
E th
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k—o0

cos(y) = lim (a(Vug)+[a(Vag o @) — a(Vug)]) - (v + (g 0 @p — v] ) = a(Va) - v,

—a(Va) —0 —0
also @ Losung des Kapillaritdtsproblems (55), sodass wegen Korollar 1 @ = w ist.

Auf die Auswahl der Teilfolge kann man im Riickblick verzichten. Angenommen, die Ursprungsfolge
(ur)ren konvergierte nicht in C%#(Q) gegen u, dann giibe es ein € > 0 und eine Teilfolge (uy, )ien

so, dass | (ug, )ien Wiirde erneut alle Voraussetzungen

aus dem Satz erfiillen, sodass eine Wiederholung obiger Argumentation die Auswahl einer gegen u

konvergenten Teilfolge erlaubte, ein Widerspruch. O

Bemerkung 12. Die Ungleichung (72) folgt aus der generellen Konvexitétseigenschaft von Hol-
dernormen, welche sich in [H6r76, Theorem A.5] findet. Zu A € (0,1) und k, k1, ko € Ny, a, aq, 0 €
[0,1], k1 + a1 < ko + ao,

E4+a=Aki+a1)+ (1= (k2 + a2)

und Q C R? einem C*2*2-berandeten und beschriankten Gebiet, findet sich demnach ein C' =

C(ky + ay, ks + a9, ) so, dass fiir alle w € C¥2*2(Q) die Interpolationsungleichung

lollwa @y < Clwlde o @015 e

gilt. Mit k=2, a =0,k =1, 01 =0, kp =2, ap = S und X = B/(l —l—B) ergibt sich

)
@™

B +

)\k1+a1+1—)\)k2+a2: = + - =2=k+«
(-t ) + (1= Nl + ) = 2+ 220
und damit die gewilinschte Ungleichung fiir ein C' = C (B, 0)

[w]l ey < Cllﬂ)l\;fQ [Jw H;/}(Q

Zusammen mit den in dieser Arbeit gewonnenen C'*®-Schranken ergibt sich ein niitzliches Stabi-

litdtsresultat.
Korollar 9. Es sei Q C R? ein einfach zusammenhingendes, beschrinktes und C*-berandetes
Gebiet, 1 >0, k >0, v € (0,7/2], u € C3(Q) die Lisung des dazugehirigen Problems (1)A(2) und
U :={z € R?: dist(z,Q) < u}. Ferner seien
(®1)ken € D= {® € C*(U;R?) : @ injektiv, Vo := ®(U), 2" € C*'(Vo; R?) } (74)
mit
||¢k — Id HC4(U,R2) — 07 k — OQ.

Es seien Q= ®4(Q) entsprechend Hilfssatz 9 beschrinkte und C*-berandete Gebiete mit duferen
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Normalen vy : 0, — S* und 1y, € C3(Qy) Losungen der Kapillarititsprobleme

) Vi, . . Vi, - v
div | ————— | = Kktg, n Qy, _

=cos(y), auf 0.
1+ |Vig|?

1+ Vi)

Dann existiert ein 3 € (0,1) so, dass

Hﬂkoq)k_u“cz,ﬁ(ﬁ) _)0, k — oo.

Beweis. Entsprechend Korollar 8 existieren o« = a(2, k,7, ) und Ceia = Ceora (2, K,7, 1) so,
dass fiir alle k € N

HﬂkHCLﬂ(ﬁk) < Ccl,cx.
Mit v := 7, k € N, zeigt Satz 8 nun die gewiinschte Aussage. O
Bemerkung 13. Entsprechend Hilfssatz 7 kann man in Korollar 9 die Voraussetzung (74) durch
Injektivitit und C*(U;R?)-Nihe zur Identitéit ersetzen.
Damit liegt es auf der Hand, dass die Konvexitit von Losungen {iber Kreisscheiben (vgl. Hilfssatz

6) kein singulidres Phénomen ist, festgehalten in einem abschliefenden Stérungsresultat.

Korollar 10. Es seien 1 > 0, R > 0, 290 € R?, k > 0, v € (0,7/2) und Q := Bg(zo), sowie
U .= BR+u(x(])'

Dann ezistiert ein € = e(u, R, k,7y) > 0 so, dass fiir alle ® € C*(U;R?) mit |® — Id lcs@irey <€
die Storung ® € D ist und die Lisung e € C3(Qs) des Kapillarititsproblems

Vig - . Vig - ve
— | = ki, inQe, ————— = cos(7),
1+ Vi 1+ Viig |

iiber dem Gebiet Qg 1= ®(Q) C R? mit duferer Normale vg : 0s — S strikt konvex ist.

div auf 0Qg,

Hierbei ist
D= {0 € C*U;R?) : D injektiv, Vo := ®(U), 2" € C*(Vo; R?)}.

Beweis. ® € D folgt, fiir € hinreichend klein, aus Hilfssatz 7. Damit wird insbesondere die Formu-

lierung des Problems iiber Qg sinnvoll (vgl. Hilfssatz 9).

Entsprechend Hilfssatz 6 ist u := urq gleichméfig konvex, d.h., dass die Eigenwerte A, A2 : @ — R

von Hessu grofer einer Konstante A > 0 sind.

Angenommen, es gibe kein € > 0 wie oben beschrieben, dann wére es moglich, eine Folge &, € D
so zu wahlen, dass 4y := g, nicht strikt konvex sind; d.h., es gibt eine Folge ) € ), sodass
Hess 1y, (1) nicht positiv definit ist. Da € kompakt ist, konvergiert (5 := ®; ' (#x))ren € 2 nach
Auswahl einer Teilfolge gegen ein x € Q.
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Nach Korollar 9 konvergiert die Folge (uy, := i, 0 @ )ren in C?(Q) gegen u. Damit ist insbesondere
[ukll o2 () gleichmikig beschréinkt, sodass entsprechend (67) fiir 7,7 € N

Huk,iﬁixi — U giqs © (I)chCO(ﬁ) — 0, k— 0.

Da aukerdem ®; — Id in C*(U;R?), konvergieren die Eintriige von Hess @iz (Z1) gegen die Eintrige
der Matrix Hess u(z); fiir 4,5 € {1,2}:

|ﬂk,z7:vj (ik) — Ugigi (I)| < |ﬂk,m’im1 (jk) - ak,mim’j © (I)k(.flik)| =+ |ak,xia:j © (bk(ajk') — Uk, xigs (1’k)|

=0 —0

+ ‘Uk,xixi (71) — Uk, i i (m)‘ + |uk,a:ia:j (I) — Ugigi (CL‘)‘ — 0.

—0 —0

Wegen der stetigen Abhéngigkeit der Eigenwerte von den Eintrdgen ihrer Matrizen werden fiir
hinreichend grofe k die Eigenwerte von Hess iy (Z1) grofer als A/2, also Hess 4y (Zx) positiv definit,

ein Widerspruch. Das zeigt die gewiinschte Behauptung. O
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