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1. Einleitung

In dieser Arbeit werden wir Fliachen als glatte geometrische Objekte betrachten und hauptsichlich
die Eigenschaften untersuchen, die im Zusammenhang mit dem Willmore-Funktional stehen. Fiir
eine glatte Fliche M in dem gewohnlichen euklidischen R? ist dies das Flichenintegral iiber das
Quadrat der mittleren Kriimmung

W(M) = /M H?dA.

Dieser geometrischen Quantitit wird heutzutage in der Forschung viel Aufmerksamkeit zuteil.
So ist es zum Beispiel aus einem mathematischen Blickwinkel reizvoll, analog zur Minimalflichen-
theorie, zu verstehen, welche Erscheinungen bei Funktionalminimierung auftreten kénnen. Aus der
physikalischer Sicht ist das Willmore-Funktional in den Modellen niitzlich, die die Steifigkeit der
Flachen mitberiicksichtigen, um damit mehr Ph&nomene zu beschreiben.

Eine Frage, die man sich hier stellen koénnte, ist, ob man die Ausdehnung einer Fliche im
umgebenden Raum anhand ihrer Willmore-Energie kontrollieren kann. Dass es kein hoffnungsloses
Unterfangen ist, werden wir im Abschnitt [3| feststellen. Dort wird nach [Sim2| gezeigt, dass es fiir
eine geschlossene Flache ausreichend ist, ihren Flacheninhalt und ihre Willmore-Energie zu kennen,
um den Durchmesser abzuschétzen.

In Abschnitt [4| werden wir eine dhnliche Antwort fiir C2-glatte Graphen mit vorgegebenem Rand
finden, fiir welche man dann eine Abschétzung des Supremums im Satz erhélt, die nur von dem
Randverlauf und der Willmore-Energie des Graphen stammt. Dieses Resultat aus [DG2] kann man
als erste a-priori-Abschétzungen im Rahmen verschiedener Randwertprobleme ansehen.

Die eigensténdige Arbeit des Autors war einerseits die Vorbereitung und Zusammenfassung der
Werkzeuge in Abschnitt 2| fiir die Abschnitte [3{und [4] wobei vieles der Ubersichtlichkeit halber in den
Appendix verschoben wurde. Es waren oft lokale Darstellungen, Konsistenzpriifungen und andere
Aussagen, wie die Dichte des Hausdorfmafes auf einer Fléche oder der allgemeine Divergenzsatz
fir Lipschitz-Vektorfelder die gezeigt werden mussten. Andererseits wurde der Satz [£.2] nicht
aus [Sim2]| zitiert, sondern explizit fiir Graphen gezeigt.

Die hier benutzte Notation wird als eine Symbolenliste mit kurzen Erklarungen und Seitenverweisen
unter der Bezeichnung Symbolverzeichnis zu finden sein. Vielmehr man kann viele von den in der
Arbeit definierten Begriffen mit Seitenangaben deren Definitionen in dem Sachverzeichnis aufgelistet
sehen.

Ich bedanke mich ganz herzlich bei Herrn Professor Wiersig fiir die Moglichkeit diese Arbeit
schreiben zu kéonnen und bei Herrn Professor Grunau fiir die sehr hilfreiche Betreuung bedanken.
Weiterhin will ich Herrn Eichelmann und Herrn Lettau danken, dem Ersten fiir seine Unterstiitzung
und der Zurverfiigungstellung seiner Hénde fiir das Titelbild, und dem Zweiten fiir die miithevolle
Korrektur.



2. Vorbereitung

2.1. Differentialgeometrische Grundlagen

Hier werden einige Werkzeuge erarbeitet, von denen wir spéter ausfiihrlich Gebrauch machen
werden. Als Grundlage der Betrachtung wird eine Definition einer glatten Untermannigfaltigkeit
des RN benétigt, wobei wir zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten Fldchen nennen. Dieser
Abschnitt schopft am meisten aus dem Buch [Sim1], was sich in der Notation widerspiegeln wird.
Zur Vorbereitung definieren wir einen Halbraum:

R" := (:pl,...,fcn)eﬂ{”’anO} und 3Rﬁ::{(:c1,...,:nn)EIR"’xn:0}.

2.1 Definition (C"-Untermannigfaltigkeit)
Man nennt M C R™* genau dann eine n—dimensionale C”-Untermannigfaltigkeit des R™F,
k> 0,n > 1, wenn gilt: Fiir jedes p € M existieren eine in R®™* offene Umgebung V von p,
U C R™* cine offene Umgebung von 0 in R™** und ein C"-Diffeomorphismus @ : U — R,
sodass $(0) = p und entweder

@ @(U NR") =V NM, in diesem Falle heifst p innerer Punkt von M, oder
@ P(UNRY) =V NM, in diesem Falle heifit p Randpunkt von M

gilt, wobei wir hier Rf,, als RP,) x {0}* ({0}* = (0,...,0) € R¥) verstehen. Also kann man M lokal
C"-glatt ,,geradebiegen”.

Wir benutzen im Folgenden die Notation ¢ = P|rnny, sodass ¢ eine C"-glatte Funktion von
R™ N U nach R™"** und eine lokale Parametrisierung von M wm p ist. Weiterhin bezeichnen wir die
Menge der inneren Punkte von M mit int M. Auferdem sagen wir, M ist eine Untermannigfaltigkeit
von R™"* mit bzw. ohne Rand, falls es in M Randpunkte gibt, bzw. M nur aus inneren Punkten
besteht. Vielmehr ist dann die Kodimension codim M =n + k — dim M = k.

Die Ableitungen d1p(u), ..., 0¢(u) mit v € U NRY,
linear unabhingige Vektoren im R™**. Zudem stellt man fest, dass sie den Tangentialraum TpuwyM
aufspannen. Sie sind somit eigentlich zu M tangentiale Vektorfelder, aus welchen man nach Gram-

Schmidt orthonormale tangentiale Vektorfelder in der Umgebung V' N M bilden kann. Das wird in
gezeigt.

Weiter miissen wir definieren, wie man auf M differenziert, mit dem Ziel spéter Integral-
Differentialsétze auf M formulieren zu konnen. Als erstes brauchen wir aber etwas zum differenzieren,
also auf M differenzierbare Funktionen und anschliefsend die Begriffe der Richtungsableitung und
des Gradienten.

sind wegen der Diffeomorphie von @

2.2 Definition (Differenzierbarkeit)
Sei p € M C R** und W C M eine Umgebung in M von p, auferdem sei f: W — R”. Wir sagen
[ st in p differenzierbar bzgl. M, falls es eine lokale Fortsetzung im Definitionsbereich f: W — RY
gibt, sodass W eine Umgebung von p in R*"™* M N W c W, f differenzierbar in p ist und es gilt:

f‘MmW = f’MmW'



2.3 Definition (C*-glatte Funktion)
Sei M eine n—dimensionale C"-Untermannigfaltigkeit des R"**. Wir sagen f: M — R¥(v > 0)
ist eine C*-glatte Funktion (¢ < r), falls es fiir jedes p € M eine C*-glatte lokale Fortsetzung im
Definitionsbereich f: W — R” gibt, sodass W eine Umgebung von p in R™* ist, und es gilt:

Feiv = Flpaei
Man kann sich in iiberzeugen, dass eine iiberall in M differenzierbare Funktion C'-glatt
ist. Weiterhin benutzt man die Definitionen auch fiir allgemeine Teilmengen des R™*. Fiir M als
Mannigfaltigkeit gibt es noch einen Differenzierbarkeitsbegriff, der unabhéngig davon ist, ob M
in einem umgebenden Raum eingebettet ist (siche zum Beispiel in [LeeS|). Man stellt aber fest,
dass beide Definitionen in diesen Fall {ibereinstimmen, weil man wie in eine in Koordinaten
differenzierbare Funktion lokal fortsetzen kann.

2.4 Definition (Richtungsableitung & Differential)
Sei f: M — R eine C*-Funktion auf M, 7 € T, M, sowie mit € > 0 y: (—¢,&) — M eine C*-Kurve
mit v(0) = p und %(0) = 7. Dann sei die Richtungsableitung von f in Richtung T:

1) D.f = S 1(+()

t=0

Diese Definition héngt nicht von der expliziten Wahl von v ab, was man am besten in lokaler
Darstellung nachvollziehen kann. Weiter konnen wir das Differential von f in p bzgl. M
dfp: TypM — RY definieren als:

(2) dfp(r) := D, f.

2.5 Definition (Gradient)
Sei f wie oben und bilde nach R ab, p € M und (7;)]"; C TpM eine Orthonormalbasis (ONB) von
T, M. Dann ist der Gradient VMf: M — R von f definiert durch:

n

VMf(p) = Z(an)Tz

=1

Man iiberzeugt sich schnell davon, dass die Definition nicht von einer speziellen Wahl von (i)l
abhéangt. Da nach Definition f die Einschrénkung von f auf M ist, kann man den Gradienten
wiederum anders aufschreiben:

(3) VMf(p) = Byo (VEF),

wobei P,: R+ T, »M orthogonale Projektion von R™* in den T, M und VRRM? der gewohnliche
Gradient (O1f,...,0n4xf)T in R""* sind. Das kann man sich deutlich machen, indem man fiir
beliebiges, aber festes p € M 0.B.d.A R" = T, M setzt.

2.6 Definition (Divergenz & Laplace)
Seien X : M — R™* ein C-Vektorfeld, (ei)?jlk eine ausgewihlte feste Orthonormalbasis von R *
und X = (X, e;), dann definieren wir die Divergenz von X auf M durch:

n+k .
(4) div X == (e, VMX).

i=1
Man kann auch hier die Unabhéngigkeit von der expliziten Wahl der festen Orthonormalbasis
(ei)?ilk {iberpriifen, indem man bei einem Basiswechsel die Koordinaten X* mittransformiert. Sei



p € M, dann gilt mit X = Zfilk X' e; und (1), C T,M als eine Orthonormalbasis von T, M
die Beziehung:

n+k n n
divy X =3 <el, S (D, X7 TJ> S (D, X, 7).
=1 J=1 7=1

Den Laplace-Beltrami-Operator von f auf M fiir eine C?-Funktion f: M — R definieren wir als die
Divergenz des Gradienten von f:

A f = divpy VMF.
In sieht man, dass diese Definition konsistent zu denen aus [Baer| und [LeeS| ist.

Wir kommen nun zu dem, auch als Gaufsscher Integralsatz bezeichneten, Divergenzsatz fiir glatte
Mannigfaltigkeiten. Dieser ist ein Satz der inneren Geometrie, somit beschrénkt man sich auf die
Tangentialvektorfelder. Die Bedeutung ist die Folgende: die Divergenz divaq X misst die Ergiebigkeit
der Quellen des Vektorfeldes X. Das innerhalb von M | Produzierte” oder ,Vernichtete* muss
insgesamt iiber den Rand OM ab- oder reinflieflen.

2.7 Satz (Tangentialer Divergenzsatz)
Sei M der Abschluss von M eine C'-glatte Mannigfaltigkeit mit C*-glatten Rand OM = M\ int M,
zudem sei X : M — R ein glattes Tangentialvektorfeld, d.h. X (p) € T, M, mit kompaktem Triger
supp X = {p € M | X(p) # 0}. Dann gilt:

/divMXdan/ (X,v) dH" 1,
M oM

wobei v: OM — S"1 das dupere Einheitsnormalenvektorfeld an dem Rand OM ist.

Beweis: Den Beweis kann man in [LeeS| ausfiihrlich studieren. |

Nun kommen wir zu einer Grofie der eingebetteten Geometrie, die, grob gesagt, beschreibt, wie
sich der Normalenraum 7, p/\/ll in ausgewahlte Richtungen aus dem 7}, M verdndert, und damit auch
die Kriimmung definiert. Fiir viele Situationen ist es zu viel Information, sodass wir daraus weitere
einfachere Krimmungsbegriffe ableiten werden.

2.8 Definition (Zweite Fundamentalform)

Sei M wenigstens C2-glatt, dann kénnen wir die zweite Fundamentalform von M definieren als eine
symmetrische Bilinearform A,: T,M x T, M — (T,M)* in p :

k

Ap(Tv 77) = Z(% DTVi>Vi

=1

9 7—777€TPM7
p

dabei sind ', ... ¥ in der Umgebung UNM von p definierte C'-Vektorfelder, die fiir jedes z € UNM
eine Orthonormalbasis von (7, M)L bilden (mehr dazu in . Zudem iiberzeugt man sich schnell,
dass A, von der Wahl der v', ... v¥ unabhingig ist. Die Symmetrie bzgl. Vertauschung von v und
7 kann man im Anhang nachlesen. Auflerdem definieren wir das Betragsquadrat der zweiten
Fundamentalform mit:

() AP (p Z|A 77|



wobei (7;); eine Orthonormalbasis von T, M ist, die beliebig gewéhlt werden kann.

Haben wir codim M =1, d.h. der Normalraum Tp/\/lJ- ist eindimensional, und existiert noch zu-
sétzlich ein globales Finheitsnormalenfeld N, dann definieren wir die skalare zweite Fundamentalform
Ap: TyM x T,M — R durch:

(6) Ap(na T) = <Ap(777 T)? N> = _<777 DTN><N7 N> = _<777 DTN>7
wobei 1,7 € T, M. Analog haben wir das Betragsquadrat von A mit 71,...,7, als eine ONB von
T,M

AP(p) = |APKD) = 3 |Ap(ni, )|
ij

2.9 Bemerkung (Geometrische Bedeutung)
Die geometrische Bedeutung der zweiten Fundamentalform versteht man zum Teil durch Betrachtung
einer C2-Kurve 7: (—¢,€) — M mit v(0) = p, ¥(0) = 7 € T,M. Dann gilt nimlich:

wobei v; durch gegeben ist. A,(7,7) ist also nichts anderes als die Normalkomponente der
Beschleunigung zu M von der Raumkurve ~ in R"™*. Um das zu zeigen nutzt man aus, dass fiir
|t| < e gilt: (" o7(t),4(t)) = 0. Differenziert man die Beziehung, so folgt:

<Vi(p)7 7(0)> = _<D7'Via T>-

AnschlieRend multipliziert man beide Seiten mit *(p) und summiert iiber i = 1,...k

k k
(50) " =3 (), 50 (p) = = Y (D, 7)1V (p) = Ap(r, 7).

i=1 =1

Eine Methode Information iiber Kriimmung zu reduzieren, ist Spurbildung, denn man kann mit
Hilfe von feststellen, dass im Grunde ein Mittelwert gebildet wird:

n 1
Spur(A,) = Y Ayl m) = — / A(r,7) dH™ (7).
i— TpM,|T|=1

Wn,
Hier sind (7;)j; eine ONB von T, M und w,, das Volumen einer n—dimensionalen Einheitskugel.

2.10 Definition (Mittlere Krimmung)
Sei M mindestens C?-glatt, der Vektor der mittleren Kriimmung ist dann die Spur der zweiten
Fundamentalform:

n
(7) H(p) := ) Ay(m,7) € (TM)",
i=1
mit 7,..., 7, als eine Orthonormalbasis von T),M. Oft befindet sich der Faktor 1/n vor der Summe,

den wir hier einfachheitshalber weglassen. Ist codim M = 1, nehmen wie analog zu der skalaren
zweiten Fundamentalform die skalare mittlere Kriimmung, also sei H: M — R:

(8) H(p) == (H,N)(p) = Y _ Ap(7i, ).
i=1



Eine interessante Verbindung hat die mittlere Kriimmung zu Minimalfiichen, also Flachen die
kritische Punkte des Flacheninhalts sind. So kann man {iber die erste Variation des Flacheninhalts
herleiten, dass Minimalflichen notwendigerweise H = 0 erfiillen (nachzulesen in [Sim1]).

Jetzt wollen wir den Divergenzsatz fiir allgemeine, nicht nur zwingend tangentiale, Vektorfelder an
einer kompakten C?-Mannigfaltigkeit M betrachten, d.h wir lassen die Bedingung X, € T, M fallen.

2.11 Satz (Allgemeiner Divergenzsatz)
Sei M eine C?-Mannigfaltigkeit mit einem C?-glatten (n — 1)-dimensionalen Rand OM = M\ int M
und v der nach aufen gerichtete Einheitsnormalenvektor an OM. Auferdem sei X ein C'-Vektorfeld
an M mit kompaktem Triger in M, dann gilt:

(9) / divy X dH" = — / (X, H)dH" + / (X,v)dH" .

M M oM
Beweis: Wir gehen wie in [Sim1l Seiten 45-45] vor. Als erstes zerlegen wir X in jedem Punkt p € M
in seinen Tangential- und Normalanteil, dazu seien v, ..., * nach C'-glatte Vektorfelder, die
in einer zu M relativen Umgebung V N M von p fiir jedes z € V N M eine Orthonormalbasis von
T, M=+ bilden. Dann seien:

k
Xt=>(/,X)»  wd  XTi=X-X'
j=1

C'-glatte globale Vektorfelder, unabhingig von der expliziten Wahl von ¢!, ..., v*. Da wir mit dem
Satz eine Aussage fiir das Tangentialvektorfeld X T haben, konzentrieren wir uns auf X+. Wir
werten diva X+ in p aus, so sei mit 71, ..., 7, ONB von T,M:

n k

diVM XJ_(p) - Z <D7'1 [Z<VJ7X> Vj 7Ti>
i=1 j=1
n

- zk:<§t[{< j,X)o%-(t)} yjo%-(t)],n>,

t=0

wobei v;: (—¢&,e) = M, 7(0) = p, 4:(0) = 7; eine C'-Kurve ist,

n k
diva X+ (p) = ZZ {((iit [(Vj,X> o (t)

<Vj(p),7'¢> —|—<Vj,X>‘p . <Dﬂ.yj,7'i>}

i=1 j=1 tZOT
n k n
:Z<Z<Ti,D7—iVj>l/j,X(p)> =— <Ap(TZ‘,TZ‘),X(p)>
i=1 \ j=1 i=1
= —(H, X)(p).

Aufgrund der Linearitit von divag( . ) ist divag X = divag X T 4 divas X+, und aus Satz folgt:

/divMXd”H”:/ divMXTd?{”—i—/ div g X+ dH"
M M M

LX) daHt - / (X, H) dH".
oM M [ ]

Spéter werden wir uns mit glatten zweidimensionalen Untermannigfaltigkeiten des R?, also Flichen,
beschéftigen. Fiir diese hat man einen zusétzlichen klassischen Kriimmungsbegriff, der aus der inneren
Geometrie der Fldache hervorgeht, d.h. komplett durch ihre intrinsische Metrik festgelegt wird.



2.12 Definition (Gaufische Krimmung)
Sei M C R? eine C?%-glatte Fliche, p € M und 71,7 eine ONB von T,M. Dann ist die Gaufische
Krimmung i p:

K(p) == Ap(11,71)Ap(T2, T2) — Ap(71772)2.

In[A.7 kann man sehen, dass diese Definition zu derjenigen, die K als Determinante der Weingar-
tenabbildung (W = —dN, N Normalenfeld) definiert, dquivalent ist.

2.13 Bemerkung
Man kann den Betrag der Gaukschen Kriimmung mit |A|? abschétzen. Mit der Ungleichung vom
arithmetischen und geometrischen Mittel (vab < %(a + b), falls a,b > 0) erhalten wir:

(10) K1) < 5 (Ap(rr m)? + Ayl %) + Ay, ) = S1AP().

Aufserdem bekommt man eine weitere sehr niitzliche Identitét, die die Gaufsche Kriimmung zusétzlich
noch mit der skalaren mittleren Kriimmung in Zusammenhang bringt:

H?(p) — 2K(p) = Ap(1,71)* + 24,(71,71) Ap(72, 72) + Ap(T2, T2)*
(11) —2Ap(T1,7'1)Ap(7'2,7'2)—|—2Ap(7'1,7'2)2
= |A](p).

Daraus stellt man fest, dass man den Betrag der mittleren Krimmung mit dem Betrag der zweiten
Fundamentalform abschitzen kann:

(12) H?(p) < |AP(p) +21K|(p) < 2[A*(p).
(o)
Weiterhin wird fiir den Randterm ein weiterer Kriitmmungsbegriff benétigt. Der Rand einer Fléche
ist in diesem Fall durch eine Kurve gegeben.

2.14 Definition (Geodatische Krimmung)
Seien M C R3 eine C?-glatte orientierbare Fliche, d.h. es existiert ein globales Einheitsnormalenfeld
N, und v: (a,b) — M ein glatte nach der Bogenlidnge parametrisierte Kurve, also |7/(s)| = 1. Wir
wahlen den Einheitsvektor

v(s) == N(v(s)) x+'(s) € TyyM,

sodass {7/(s),v(s), N ov(s)} eine positiv orientierte ONB des R? und (v(s),/(s)) eine ONB von
T, syM sind. Die Kriimmung der Kurve ist dann nach [Baer]: x(s) = |7"(s)| und die geoddtische
Kriimmung von ~ ist der tangentiale Teil der Gesamtkrimmung;:

kig(s) = (7" (s), v(s))-

Wir werden auflerdem den ersten lokal-globalen Satz fiir Flidchen, ndmlich den Satz von Gaufs-
Bonnet brauchen. Er ist lokal-global in dem Sinne, dass er zwei sehr unterschiedliche Quantitdten
verbindet, einmal die von der lokalen Geometrie abhéngige Gaufssche Kriimmung und die von der
globalen Topologie abhéngige Fuler-Charakteristik x(M) von M, die wir iiber Triangulierungen
definieren werden.

Ist ndmlich M eine kompakte C2-glatte Fliche, dann besitzt M nach |[Rad] eine glatte Trian-
gulierung (S, ®), d.h. es gibt ein S = Ule A;, sodass A; Dreiecke (konvexe Hiille dreier nicht auf
einer Geraden liegenden Punkte) sind, die sich gegenseitig nur entweder in gemeinsamen Ecken
oder Kanten schneiden kénnen. Weiterhin gibt es einen Homéomorphismus ®: S — M, sodass
Dla,: A; — ®(A;) fiir jedes j = 1,...,k ein C?-Diffeomorphismus ist. Anschaulich passiert das
Folgende: Man zerschneidet M in k gekriimmte Dreiecke, die sich nicht iiberlappen.
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2.15 Definition (Euler-Charakteristik)
Sei M eine kompakte C2-glatte Fliche mit oder ohne Rand, mit einer Triangulierung (S, ®),

S = Ule A;. Dann nennen wir die Euler-Charakteristik von M:
X(M) :== N, — N + Ny,

wobei jeweils IV,, die Anzahl der Ecken von S, N, die Anzahl der Kanten und Ny die Anzahl der
Facetten (A;’s) von S sind.

Es ist ein wichtiges Resultat, dass x(M) tatséchlich eine topologische Invariante, und somit
unabhéngig von der Wahl der Triangulierung ist (siehe [Sie, Theorem 13.3.1]). Fiir kompakte
orientierbare zusammenhingende C2-Flichen mit C2-glattem Rand ist x(M) =2 — 2g — r, wobei g
das Geschlecht, also maximale Anzahl von méoglichen Schnitten entlang einfach geschlossener und
disjunkter Kurven, so dass die zerschnittene Flache zusammenhéngend ist, und r die Anzahl der
Randkomponenten als geschlossene Kurven sind (siehe [DHS| Seite 38]).

In dem Randterm von Gaufs-Bonnet tauchen die geodétischen Kriimmungen der Parametrisierungen
der Randkurven auf. Diese Vorzeichen hingen von der Durchlaufsrichtung der Parametrisierungen
ab, also miissen wir in folgender Definition eine Richtung auszeichnen. Da M orientierbar ist, haben
wir nach [LeeS, Prop. 15.24| einen orientierbaren Rand dM mit einer Orientierung gegeben durch
nach aufen gerichtete Vektorfelder an oM.

2.16 Definition (Positive Orientierung)
Seien M C R? eine kompakte orientierbare C?-glatte Fliche mit C?-glattem Rand OM, N das
Einheitsnormalenfeld an M und ~v: I — OM eine geschlossene Kurve. Weiterhin sei v(s) wie in
Definition dann nennen wir «y positiv orientiert, falls v das nach innen gerichtete Normalenfeld
entlang y(I) C OM ist.

2.17 Satz (Gaufi-Bonnet)
Sei M eine kompakte C?-glatte Fliche mit C1,...,Cy C?-glatte geschlossene Kurven, die den Rand
OM formen. Dann gilt:

¢
(GB) /M K dH? + Z/C kg(s)ds = 2mx (M),
i=17%i

wobei die Randkomponenten {C;}1_, positiv orientiert zu M parametrisiert sein missen.

Beweis: Den Beweis findet man in [Carm)|. |

Hier haben wir den Satz von Gauf-Bonnet nur fiir den ambienten Raum R3, es gibt aber auch
Verallgemeinerungen auf hohere Kodimensionen (siehe den Abschnitt ,,The Gauss-Bonnet Theorem*
in [LeeR]).
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2.2. Flachen- & Koflachenformel

Im spateren Verlauf werden wir wichtige Werkzeuge aus der geometrischen Integrationstheorie
brauchen: die Flachen- und Koflachenformel. Deren Bedeutung ist die Folgende: Hat man eine
Lipschitz-Funktion f gegeben, so kann man ein Integral gewissermafsen in den Bildbereich von f
umformulieren. Als erstes iiberlegen wir uns, wie Volumenelemente im Bild- und Urbereich von f
miteinander in Beziehung stehen. Das erledigt die Jacobische von f.

2.18 Definition (Jacobische)

Sei f: R™ — R™ in x differenzierbar mit N < n, dann nennen wir die N-dimensionale Jacobische
von f in x:

_ HY (Dfu(P))
(13) JN f(z) = sup {HN(P)

P ist ein N-dim. Parallelepiped in IR”} .

Als erstes bemerke man, dass falls der Rang der Jacobi-Matrix von f in x kleiner als IV ist, also
rang Df(x) < N, gilt: Jy f(z) = 0. Dieses Objekt heifit nicht umsonst Jacobische, denn im Falle
n = m, also in der Situation der multivariablen Analysis, gilt:

fiir n =m: Imf(x) = Jpf(x) = ‘ det (Df(ac)) ‘v

da die Jacobi-Matrix D f(z) hier n x n-quadratisch ist. Haben wir n < m, bildet also f in einen
hoherdimensionaleren Raum ab, dann haben wir mit der m x n-Jacobi-matrix D f(z):

firn<m:  Jyf(z)= \/det [(Df(q;))T o (Df(x))},

wobei hier T fiir transponierte Matrix steht. Fiir den Fall, dass n > m, also dass f in einen
dimensional kleineren Raum abbildet, haben wir:

fir n > m: I f(z) = \/det [(Df(a:)) o (Df(m))T}

Alle diese Resultate kann man in [Krz] nachvollziehen.

Kommen wir nun zu der Flachenformel, die giiltig ist fiir den Fall, dass der Bildbereich héherdimen-
sionaler als der Urbereich ist, also n < m. Den Begriff Flache benutzen wir nicht ohne Grund, denn
die Flachenformel verallgemeinert die Formel des Flacheninhalts einer Flache auf hoherdimensionale
Untermannigfaltigkeiten mit Selbstdurchschneidungen.

2.19 Satz (Flachenformel)

Seien f: R"™ — R™ eine Lipschitz-Funktion mit n < m und B eine Borelmenge des R", dann gilt
erstens:

(14) [ nf@acr@ = [ (B0 w) ae

und zweitens haben wir fir eine L™-messbare positive Funktion g: B — R:

(15) / Tof(@) - glz) AL (@ / Z g(a:)d’H"(y).

reBNf-1
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Beweis: Fiir den Beweis schaue man in [Krz| nach. s

Man sollte sich wegen der Verallgemeinerung auf die Lipschitz-Funktionen nicht zu viel sorgen,
denn man kann mit dem Satz von Rademacher und dem Fortsetzungssatz von Whitney die Aussage
von C'- auf die Lipschitz-Funktionen {ibertragen (siehe [Krz]).

Der Zusammenhang mit dem Flacheninhalt ist folgender: Wir setzen in Gleichung n =2 und
stellen fest, dass fiir eine glatte Fliche f(A) gilt: card (AN f~(y)) = x(f(A)), also steht auf der
rechten Seite von der Flicheninhalt von f(A): H2(f(A)).

Kommen wir nun zu dem Fall, dass die Dimension des Bildes von f kleiner als die vom Urbereich
ist, d.h. n > m. Die Koformel zu der Flachenformel ist dann die sogenannte Koflachenformel. Diese
wird den Satz von Fubini fiir krummlinige Koordinaten verallgemeinern.

2.20 Satz (Koflachenformel)

Seien f: R™ — R™ eine Lipschitz-Funktion, n > m und B eine Borelmenge von R™, dann gilt
erstens:

(16) | Int@acr@ = [ (o w) )

und zweitens haben wir fir eine L™-messbare positive Funktion g: B — R

(17) /B T f (@) - g(z) AL (@ / ) /B o AH™ () AL™ (y).

Beweis: Fiir den Beweis schaue man in [Krz| nach. |

Im Fall m = n stimmen die Koflachen- und Flachenformel iiberein, da auch die Jacobische in
beiden Fallen nach gleich ‘ det (D f (:17))’ ist, sodass man die Transformationsformel hat. Weiter
gilt: Wenn man als Funktion eine orthogonale Projektion f: R™ = R™ x R"™™ — R™ fiir n > m in
die ersten m Koordinaten wéhlt, so entpuppt sich die Koflachenformel als Satz von Fubini.

2.21 Bemerkung (n =m =1)
Einen Spezialfall der Koflachenformel und Flachenformel mit n = m = 1 werden wir im Satz [4.2]
benutzen. So sei [a,b] ein Intervall mit @ < b und f € C'([a,b],R), dann ist f eine Lipschitz-
Funktion auf [a,b], und es gibt eine Lipschitz-stetige Fortsetzung f von f auf R mit gleichen
Lipschitz-Konstante (siehe [Simll, Theorem 5.1|). Wir werden auf f mit A C [a, b] anwenden,
dazu berechnen wir die Jacobische auf (a,b):

d

3(e) = 7 f(a) = |t (DF@)| = | 52)

P , Vz € (a,b).

SchlieRlich folgt fiir ein f € C*([a,b]; R) und eine Borelmenge B C [a, b]:

(18) /

Man kann die Flichen- und Koflichenformel auch fiir C'-Untermannigfaltigkeiten des R" wie
in Definition gewinnen. Dazu braucht man eine sinnvolle Definition von einer Jacobischen auf
Untermannigfaltigkeiten. Diese wird analog zu definiert:

d
af(w)

dx = /Rcard (B N f_l(y)) dy.
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2.22 Definition (Jacobische auf Untermannigfaltigkeiten)
Seien M eine n—dimensionale C''-Untermannigfaltigkeit des R"™*, f: M — R™ in 2 € M differen-
zierbar bzgl. M und N < n. Dann nennen wir J]/\\f‘f(x) die N-dimensionale Jacobische von f bzgl.
M bei x:

N
(19) JY f(z) = sup {W

P ist ein N-dim. Parallelepiped in TxM} ,

wobei df; in definiert wurde. Weiterhin haben wir folgende Beziehungen fiir Volumenverhaltnisse:
fir n < m: JMf(x) - H"(P) =H"(df=(P)),
fiir alle n—dim. Parallelepipede P in T, M und &hnlich:
fir n=m: T (@) HT(P) = H" (dfa(P)),
fiir alle m—dim. Parallelepipede P, die im bzgl. T M orthogonalen Komplement von kerdf, = {y €
.M ‘ df.(y) =0} enthalten sind.

2.23 Satz (Koflachenformel fiir Untermannigfaltigkeiten)
Seien M eine n-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit des R"* n > m und f: M — R™ eine
Cl-Abbildung. Sei g eine positive H*—messbare Funktion auf M, dann gilt fiir alle Borelmengen

B C M:
(20) [ 7@ o) an@) = | / g ),
B m JBnf-1
Beweis: Den Beweis kann man in [Siml] und [Krz| nachlesen. &

2.24 Bemerkung (slicing)
Diesen Satz werden wir spater in anwenden. Insbesondere werden wir dort eine Flache M wie
mit einem Eierschneider in eine Richtung e € S"! in die y—Niveaulinien {z € M|(x,e) = y}
zerschneiden. Man sagt dazu auch ,slicing”. Dafiir brauchen wir einen Spezialfall der Koflachenformel,
es sei nun f: M — R:

f(z) = (e, x).

Fiir diesen wollen wir die Jacobische bestimmen, hier ist m = 1 und damit sind die eindimensionalen
Parallelepipede in T, M einfach Strecken in 7T, M oder einfach Vektoren aus dem T, M, also:

J{Vlf(x):sup{’dfx " ETM}—sup{‘dfx )|

veT,M, |v\—1}

Sei v: (—¢,&) = M eine C'-Kurve so, dass 7(0) = z und 5§(0) = v gilt, haben wir wegen :

_ )<e,7'(0)>‘ = (e, v)]-

Also haben wir eine einfache Darstellung als Maf der Projektion von e in den Tangentialraum T, M

5.0 = 1Dl = [ 5106,

(21) JMF(z) = sup {\<e,v>\ ‘ veETM, |v] = 1} <1.

Man bemerke insbesondere, dass man die Jacobische mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
nach oben durch 1 abschétzen kann. Schliefllich erhalten wir:

(22) / sup (e, v)]| - g(x ) dH?(z / / g dH!(y)dt.
MveETM {{e,y)=t}NM

|v[=1
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Als wichtige Folgerung werden wir Sards-dhnliches Theorem so betrachten, wie wir es spéter
brauchen werden, und wie es bei Simon [Siml] als Theorem 10.4 erwdhnt wird. Dieses sagt aus,
dass wir beim slicen bis auf eine Nullmenge nur C'-Untermannigfaltigkeiten als Niveaumengen
f~1(y) haben. Insbesondere scheidet fiir fast alle y € f(M) die lokale Menge 7_1(31) (f ist lokale
Fortsetzung von f im Sinne von M transversal.

2.25 Lemma (Sard-ahnliches Theorem)
Seien M eine n—dimensionale C" - Untermannigfaltigkeit des R™™* ohne Rand und f: M — R™, n >
m eine C*-Funktion mit k < r, dann gilt fir L"—fast alle y € f(M): f~Y(y) kann in eine
(n — m)—dimensionale CF-Untermannigfaltigkeit ohne Rand und eine abgeschlossene Menge vom
H™™— Maf null zerlegt werden. Insbesondere gilt:

') =\ C)u(fw)na),

wobei C = {x € M: JN f(z) =0}, H" ™ (f 1 (y)NC) = 0 und f~(y)\C eine (n—m)—dimensionale
Cl-Untermannigfaltigkeit ohne Rand fiir L™-fast alle y € f(M) sind.

Beweis: Wir wenden Koflachenformel auf B = C an. Dort ist JX'f = 0, also:

A H(CNfTH(y)) AL (y).
Da H"™(CNf~1(y)) >0, folgt H"™(CNf~*(y)) =0 L™-fast iiberall fiir y € R™.

Also beschrinken wir uns auf die y € f(M), bei welchen H"™™(CNf~1(y)) = 0 gilt. Sei
p€ f1(y)\ C, da dort JMf(p) # 0 gilt, hat df, den vollen Rang m. Hier gehen wir #hnlich wie in
[Tu] vor. Weil M eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand des R™"*¥ ist, existieren

B e C"(U; R™F), PUNR") =V N M, %(0) = p,

wobei U C R™* eine Umgebung von 0 in IR”““,Z eine Umgebung in R"* und aukerdem
012(0), ..., 0,+x®(0) linear unabhingig sind. Seien W C V eine Umgebung von p in R®* und
f: W — R™ die Ck-glatte Fortsetzung von f wie in Wir setzen U := @‘%W) und betrachten
die C*-glatte Abbildung f o % mit einer Teilmatrix deren Jacobi-Matrix also

W(o)) :
oxJ 1<i<m,1<j<n

Die Teilmatrix der Jacobi-Matrix hat in 0 wegen JM f(p) # 0 den Rang m. Nach Umnummerierung
kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die Matrix

(50,

den vollen Rang m hat. Wir finden dann § C R™ und Q C Rk~ Umgebungen von 0 mit
SxQcW,sodass (z!,...,2™) € S und (2™, ..., 2""*) € Q und schriinken dann f auf S x @Q
ein. Anschlieflend wenden wir den Satz iiber die implizite Funktion [Dieu, Theorem 10.2.3] an
und erhalten, dass 35y C S,Qp C @ offene Umgebungen von sy = 0,99 = 0 und eine eindeutige
C*-Funktion F: Qy — Sp mit:

fop: U—R™, und die m x n Matrix <

{(s,9) € Sox Qo | fop(w,q) =y} = {(F(q),q) ‘ qGQo}-
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Insbesondere gilt mit der Notation {0} = (0,...,0) € R*:
(23) {(s,0) € S x Qo (R x {0}*) | o p(w,0) =y} = { (F(a), ) | ¢ € Qo (R™"x {0}") }.
Durch weiteres Verklelnern der Umgebungen So und Qg auf So und Qo kénnen wir erreichen, dass

s+ F(q) € So,V(s,q) € So x Qo C S x Qo. Wir setzen 3: Sy x Qo — R™* als eine CF-glatte
Abbildung mit @(s,q) := (s + F(q), ) Dann ist deren Jacobi-Matrix:

~ _ 1 DF
D@(s,q) = Dp(s + F(q), 1) o (0 1 >(8,Q),
und es gilt det @(0) = detp(0) - 1 # 0. Nach dem Satz von der Umkehrabbildung [Dieu, Theorem

10.2.5] gibt eine Umgebung U, C 5’0 X Qg, sodass |y, : Uy — @(Up) ein Diffeomorphismus ist. Es
folgt:

@(Ub N ({0} x R™™ x {O}k)) - @({(F(O,x),:r, {0}%) ‘ ({0}™, z, {0}F) € Ub}>
FHw) N @)

I

D.h., dass f~!(y) \ C eine (n — m)-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit ohne Rand um p ist.
Diese Aussage gilt fiir alle p € f~1(y) \ C. [ |

Der eigentliche Satz von Sard erfordert mehr Glattheit, liefert dafiir aber ein stérkeres Resultat,
das wir auch spéter im Satz 4.2 benutzen werden. Fiir die Begriffe sehe man [LeeS| und [Stx] an.

2.26 Definition (Kritischer Punkt & Wert)
Seien M und N C"-Mannigfaltigkeiten, f: M — N eine C"-Funktion. Wir sagen: p € M ist ein
requldrer Punkt von f, falls df,: T)M — T}, M surjektiv ist, anderenfalls nennen wir p einen
kritischen Punkt von f. Weiterhin sagen wir: ¢ € N ist ein requldrer Wert von f, falls alle Punkte
aus f~!(c) regulire Punkte sind, anderenfalls nennen wir c einen kritischen Wert von f.

Insbesondere gilt, falls dim M < dim N, dass jeder Punkt aus M ein kritischer Punkt von f ist.

2.27 Satz (von Sard)
Seien M und N C"-Mannigfaltigkeiten der Dimensionen jeweils ny und ny. Auferdem sei f: M — N
eine C"-Funktion, und

r > max(n; —ne,0) + 1,

dann haben die kritischen Werte von f Maf null, d.h. die Menge der kritischen Werte ist eine
Nullmenge in Koordinaten.

Beweis: Siehe [LeeS| und [Str]. =

Man kann weiterhin feststellen, dass die Glattheitsanforderung r > max(n; — ng, 0) + 1 notwendig
ist. So konnten Whitney in [Whit] und Sard in [Sard] Gegenbeispiele konstruieren, die auf einer
Funktion basieren, die nicht konstant auf einer zusammenhéngenden Menge kritischer Punkte ist.

Nun verscharfen wir das Resultat von Lemma Wir stellen namlich fest, dass falls M und f
C"N+1lglatt und N = RY sind, dann ist wegen des obigen Satz df, surjektiv und somit auch
JM f(z) >0 Ve € f~1(y), sowie f~(y) N C = @, fiir LV-fast alle y. Insgesamt kénnen wir dann
folgern:
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2.28 Folgerung
Sei M eine n—dimensionale C"~N*l.Untermannigfaltigkeit des R®™* ohne Rand, n > N > 0
und f: M — RY eine C" N+l Funktion, dann gilt fiir LY —fast alle y € f(M): f~1(y) ist eine
(n — N)—dimensionale C"~ ¥+ Untermannigfaltigkeit des R"** ohne Rand.

2.29 Bemerkung (Jordansche Kurve)
Jetzt schauen wir uns den Spezialfall an, in dem M eine kompakte C2-Fliche (n =2, N = 1) mit
endlichem Flicheninhalt | M| ist, und fahren weiter mit mit Bemerkung fort. Es sei fiir ein
festes e € S"~! die Abbildung f: M — R mit f(x) = (z,¢€). So ist wegen:

oo > M| > /M ves;lgw ‘(6,7’)‘ dH?(x) = /]R’H1<{<e,y> =t} ﬁM) dt,
o =1

H ({{e,y) = t}NM) < oo fiir fast alle ¢. Im Weiteren beschréinken wir uns nur auf diesen Fall. Da nun
f C?-glatt ist, konnen wir aus der vorherigen Folgerung ableiten, dass {(e,y) = t}Nint M fiir fast
alle t € f(M) eine eindimensionale C2-Untermannigfaltigkeit ist, die keine Selbstiiberschneidungen
besitzt. Nur diese ¢t betrachten wir.

Sei nun J; eine Zusammenhangskomponente von {(e,y) = ¢} Nint M mit der Linge H!'(.J;) =
L < 0o. Zusammenhéngend bedeutet fiir eine glatte Mannigfaltigkeit auch wegzusammenhéngend
(siehe [LeeS| und insbesondere [LeeT]), d.h. es gibt fiir je zwei Punkte y1,y2 € J; einen stetigen Weg:

v:la,b] = J;  mit  ~y(a) =y und y(b) = yo.

Insbesondere bedeutet das, dass J; eine C?-glatte Kurve ist, denn jeder Punkt lisst sich durch den
Wegzusammenhang zur Kurve v dazu verbinden. Genauer: Sei v wie oben ersteinmal fest, aber
nach der Bogenlange parametrisiert, und Ha, bH < L. Man erreicht jeden Punkt z € J;, indem man
~ nach der Bogenlénge fortsetzt, und somit a verkleinert oder b vergrofiert. So gilt auch 0.B.d.A
7((0,L)) C J;, ansonsten verschiebe a und b um einen gemeinsamen Wert.

Sei nun {{e,y) =t} NOM = @. Wegen der Stetigkeit von y — (e,y) ist dann auch

< lim ~y(x), e> =t, <$1_1}"i ~(x), e> =t.

z—0

D.h. wir kénnen v so erweitern, dass ([0, L]) C J;, H*(7([0, L])) = L.

Angenommen 7(0) # (L), weil J; eine C?-glatte Untermannigfaltigkeit ohne Rand ist, so gibt
es eine Umgebung V' um die v(0), so dass v(L) ¢ V und nach Definition VnJd=¢((c,d),
wobei ¢ Parametrisierung einer C2-glatte Kurve ohne Selbstschnitte ist. D.h. nun dass man 7 in der
Umgebung V um eine bestimmte Linge fortsetzen kann, was im Widerspruch zu ! (7([0, L])) =L
steht. Insgesamt ist somit .J; eine geschlossene C2-Jordankurve.
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2.3. Willmore-Funktional

Mit den im vorhergehenden Abschnitt festgelegten Begriffen, konnen wir das Funktional definieren,
das wir schliefslich untersuchen wollen. Anschliefend erwdhnen wir einige Eigenschaften und Resultate.

2.30 Definition (Willmore-Funktional)
Sei nun M eine zweidimensionale C?-Untermannigfaltigkeit des R™, d.h. eine Fliche. Dann nennen
wir die Willmore-Energie dieser Fliche M

(24) W(M) = % /M H? dH>.

Dieses ist nach Thomas Willmore (1919-2005) benannt, einem Differentialgeometer, der dieses
Funktional popularisierte, obwohl dieses Thema schon 1923 von Thomsen [Th| und 1929 von Blaschke
[Bla] untersucht worden ist. Es gibt auch eine Formulierung ohne den Faktor %. Meistens héngt es
davon ab, ob man in der Definition des Mittelkriimmungsvektors H zusétzlich zur Mittlung noch
halbiert oder nicht. Im Fall n = 3 ist es einfach mit Hilfe von[A.7] (a) einzusehen, dass [H| = |A; 4+ A2,
wobei A1, Ay die Hauptkriimmungen von M und somit die Eigenwerte der Weingartenabbildung

sind.

Dariiber hinaus erweitert man gerne die Definition des Willmore-Funktionals auf immergierte
Flichen, um zum Beispiel auch Selbstdurchschneidungen zu erlauben. Sei ¥ eine C'-glatte Fliche,
dann ist f: ¥ — R""?2 eine Immersion, falls fiir alle p € M dessen Differential df,: T,¥ — R""?
injektiv ist. Falls ¥ C2-glatt und f eine C?-glatte Immersion ist, definieren wir:

W(rE) = 1 [ B,

wobei dpug die durch g = f*geuct, also durch das Pullback der euklidischen Metrik, induzierte
Flachenform ist.

Geméf der grundlegenden Frage der Variationsrechnung wollen wir kritische Punkte und ins-
besondere Minima des Funktionals unter geeigneten Nebenbedingungen finden, wie zum Beispiel
topologische Bedingungen oder Randbedingungen. Wir nennen diese auch Willmore-Fldchen. Wegen
W(M) > 0 sieht man schnell ein, dass Minimalflachen Willmore-Fléchen sind, da fiir diese H=0
gilt und somit deren Willmore-Energie gleich null ist. Weiterhin ist es sinnvoll die zu diesem Problem
zugehorige Euler-Lagrange-Formel zu kennen, die man auch Willmore-Gleichung nennt.

2.31 Satz (Willmore-Gleichung)
Sei M eine Willmore-Fliche, codim M = 1, dann gilt die Gleichung

1 1
(W) 2{AMH+2H(4H2—IC>} =0,
A ist dabei der Laplace-Beltrami-Operator auf M.

Beweis: Siche [Will]. [ |

Die Gleichung ist wegen der Abhéngigkeit As’s von M quasi-linear und von der vierten
Ordnung, wie wir es zum Beispiel in der Gleichung und der sich ihr anschliefsenden Diskussion
explizit sehen werden. Wegen dieser Struktur ist die Handhabung von nicht einfach.
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Es gibt auch alternative Definitionen des Willmore-Funktionals. Eins davon ist ergénzt durch das
Integral {iber die Gaufssche Kriimmung:

(25) Wain(M) = /

<1H2 - IC) dH2.
M

4

Dieses Funktional W,;; hat die interessante Eigenschaft, dass es unter konformen Transformationen
des R™ invariant bleibt [KS, 1.2 Conformal invariance|, also insbesondere auch unter linearen
Isometrien, Skalierungen (x +— Az fiir A > 0) und Inversionen an Sphéren, deren Zentrum nicht in
M liegt (falls 0 ¢ M, dann = — x/|z|?).

Bei Variationsproblemen kann man sich einerseits auf abgeschlossene Immersionen ohne Rand
beschrénken. Dort sind Variationsprobleme fiir W und W,;; beim festen Geschlecht g dquivalent,
denn nach dem Satz von Gauf-Bonnet [2.17] folgt, dass man das Integral {iber K als konstant
annehmen kann. Zu solchen ,geschlossenen Flédchen gibt es ein interessantes Resultat von Willmore,
das mit der Suche nach Minimierern zusammenhéngt [Will, Theorem 7.3.1]: Ist ¥ eine orientierbare
abgeschlossene Fliche ohne Rand, dann gilt fiir eine glatte Immersion f: 3 — R3:

(26) W(f(E)) > 4,

mit der Gleichheit genau dann wenn 3 als eine Sphére eingebettet ist. Die Existenz von kompakten
Willmore-Minimierer ohne Rand mit beliebigem vorgegebenen Geschlecht ergibt sich aus einer Arbeit
von Simon [SimI]| zusammen mit der Arbeit von Bauer und Kuwert [BK].

Weiterhin wollen wir in dieser Arbeit Fldchen mit Rindern betrachten und insbesondere Randwert-
probleme fiir die Gleichung untersuchen. Man studiert zum Beispiel Dirichlet-Randwertprobleme,
in den man den Rand und den Tangentialraum der Fliche entlang des Randes festlegt. Schétzle
hat in [Scha) iiber einen sehr allgemeinen Zugang, der aber nicht zu viel geometrische Information
liefert, die Existenz von Willmore-Flachen unter vorgegebenen Dirichlet-Randdaten bewiesen. Ein
weiteres Randwertproblem ist das von Nawier. Dort legt man den Rand und die mittlere Kriimmung
auf dem Rand fest. Beide Randwertprobleme werden in Bemerkung [£.5] behandelt.

Man studiert Randwertprobleme auch im Zusammenhang mit Symmetrien. So haben die Autoren
in [DDG] gezeigt, dass man Existenzresultate fiir Rotationsflichen unter Dirichlet-Randbedingungen
hat, wobei auch in den Situationen Willmore-Lésungen existieren, fiir die sonst das klassische
Katenoid als Minimalfliche nicht existieren wiirde.

Die Eindeutigkeit zu festen Randdaten ist im Allgemeinen nicht gegeben. Es lassen sich sogar
Bifurkation beobachten (siche [DGI]). In bestimmten Situationen ist es aber Palmer in [Pal| bzw.
Dall’Acqua in [Dall|] gelungen, Eindeutigkeitsresultate fiir das Dirichletproblem zu zeigen.

Auflerdem stellt man auch fir Randwertprobleme fest, dass wegen Gauf-Bonnet W und W,
dquivalent sind. Der Grund dafiir ist einerseits festgehaltenes x(M) und andererseits ein Randterm
mit kg, den man wiederum mit den Randwerten kontrollieren kann, wie es spater in Lemma
deutlich wird. Somit iibertrégt sich in diesem Sinne bei festen Randbedingungen die konforme
Invarianz auf W(M).

Bei physikalischen Untersuchungen ist das Willmore-Funktional zum ersten mal im 19. Jahrhundert
als elastische Energie in Modellen diinner Platten aufgetreten (siehe [Dah]). Eine dhnliche Rolle
in Modellen biologischer Membranen spielt ein verwandtes Funktional, das sogenannte Helfrich-
Funktional, das fiir eine glatte Immersion f: ¥ — R3, die einen Volumen einschlieft, oft als:

1

M (F) = 5 /E(H — Ho)?djty — Aajig(3) + g VoL S,
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wobei Vol ¥ das von f(X) eingeschlossene Volumen ist, gesetzt wird (siche [CW]). In der allgemeinen
Relativitatstheorie taucht ein Willmore-Term in der Hawking-Masse auf. Dort definiert man fiir eine
randlose Flache ¥ in einer dreidimensionaler Untermannigfaltigkeit M der relativistischer Raumzeit:

mpy (%) = \/E (1 — léﬂ/EH2dA> :

Das ist nur einer von mehreren Versuchen einen Massebegriff einzufiihren. So kann man feststel-
len, dass dieser sich mit anderen Massebegriffen in Zusammenhang bringen lésst [Scho|. In der
String-Theorie taucht das Willmore-Funktional in , Polyakov extrinsic action® als ein zusétzlicher
Steifigkeitsterm in der Wirkung der Weltflichen auf (siehe dazu [Car]).

Auferdem findet das Willmore-Funktional Anwendung in der Bildverarbeitung. Insbesondere
benutzt man den zugehérigen lokal Willmore-energieverringerden Gradientenfluss, auch Willmore-
Fluss genannt. Sei f;: ¥ — R3 eine glatte Familie der Immersionen, dann sucht man geméf
solche Familien, die mit N als Normalenfeld auf f(3) die Gleichung:

(0uf, N) = —;{Aﬂz)H + 2H<iH2 - /C) }

fir jeden Punkt in ¥ erfiillen (siehe [DKS]). So kann man diesen Fluss benutzen, um verrauschte 3-D
Figuren geschickt zu glétten, oder um zu versuchen die urspriingliche Form beschédigter Skulpturen
zu rekonstruieren [CDR].
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3. Durchmesser-Abschatzung fiur kompakte
Flachen ohne Rand

Fiir eine gegebene zusammenhédngende Flache im R™ gibt es geometrische Ungleichungen, die
grundlegende Grofsen wie Durchmesser, Kriimmung und Oberfliche in Relation zueinander setzen.
Zwei interessante Ergebnisse dazu hat Leon Simon in der Arbeit [Sim2] geliefert. Eines davon wird
in diesem Abschnitt gezeigt. So werden wir uns in auf kompakte Flachen ohne Rand beschrianken
und feststellen, dass man den extrinsischen Durchmesser

(27) diam M := sup |z —y|,
T#Y,
y,tEM

gegen den Flacheninhalt |[M| und die Willmore-Energie YW(M) von oben und nach unten abschétzen
kann. Als Vorarbeit braucht man das folgende Lemma, dessen Beweis den Rechnungen auf den Seiten
285 und 286 aus [Sim2] folgt. Wir benutzen offene Kugeln:

By(x) :={y : |z —y| < p}, B, := B,(0).

3.1 Lemma
Sei M eine glatte Fliche in R", M\ int M = OM = @ und y € M beliebig aber fest. Weiter
definieren wir M, = M N B,(y) und |M,| = f/\/l,] dH2. Dann gilt:

_ 1
(28) ™ < 0 M|+ (M),
Beweis: Sei 0 < o < p. Wir setzen die Vektorfelder:
(200 X@=r-y X = max{X|@).0}, @)= (X],2 - p?), X().

®: R™ — R" ist ein Lipschitz-Vektorfeld mit kompaktem Tréger. Dieses setzen fiir in den Diver-
genzsatz mit OM = &, der nach auch fiir Lipschitz-Vektorfelder gilt, ein:

(30) / div g <I>d7—[2:—/ (®,H) dH>.
M M

Wir wollen nun die Divergenz von ® berechnen, wobei wir einige Félle unterscheiden miissen. Als
erstes stellen wir fest, dass in M\ B,(y) gilt: | X| > p, d.h. (| X|;2—p~2) < 0. Also ist in M\ B,(y)
® = 0 und somit divas ® = 0. Andererseits ist in M, |X|, = o, und es gilt in z € M,:

2 2
div g (I)‘M =(0?-p7?) Z<Dn$77'i> =(0?-p7? Z(Ti,n>
7 i=1 i=1

=2(07*=p7%),
wobei 71, T2 eine ONB von T, M ist. Jetzt seien M, , = M N B,(y) \ B5(y), z € M, , und 11,7
eine ONB von T, M. Dann gilt:
2
div .y @’MW - Z <DTZ.{(]X_2 - p—2)X},n>

i=1
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2
(Dﬁ.\Xy—Q)X,T,»> (X172 = p72) Y (Dra,7)
=1

Il
A/Fj”

ﬁ
Il
—

I
S|

[XV? o %(t)] Xom)+ (X172 = ) S )

i=1 =0 i=1
- (X, 7:)
= RN (Xm) 21X - )
=1
DTGP IXTR e XM
X4 X4 X[ ’

sodass X = Z?:1<TZ',X>TZ', X+ =X - X" und v;: (—¢,¢) = M C'-Kurven mit ;(0) = z und
7:(0) = 7; sind. Wir kénnen den M \ B,(y)-Anteil in weglassen und die Integration in Teile der
vorherigen Fallunterscheidung zerlegen:

-2 2 2 (XP e _ -2 19,2
2 (O’ p ) dH* +2 T dH" =2 p “dH
- M, X M

p,o

P

Der Ubersichtlichkeit halber schreiben wir [M,| = [ M, dH?. Es folgt:
X2

X
p,o

(31) 20—2|ng+2/M de—Qp_z‘Mp]—/ (X152 — p~2) (X, H) dH2.

P

Unter Benutzung der Identitat:

1 X\ 1 1(H, XYY | X132
32 _H - :7H2 - 9
(32) (4 +|X|2) 6T RE TR

folgt zusammen mit (H, X) = (H, X1), da H(p) normal zu T,M:

1 XL> (H, X) 2
H+ dHQ—/ ’ d;LR—/ H|? dH?
< P . XP 16y,

20‘2|MU|+2/
Mo,

po

—20 M, - [ X AR [ e
M, M,

H, X
:zp—2\Mpy—/ <’);,’2>d7-[2—/ a—2<X,H>dH2+/M p (X, H) dH>.

pyo

Kiirzt man beide Seiten durch 2 und bringt W(M,) = 1 [ M, |H|? dH? auf die rechte Seite, so folgt:

XJ_

(33) a‘2|MU|+/ ( H + > dH?
Mo | X2

1

- / o 2(X,H) dH2+% / p (X, H) dH>.
o Mp

= P_2|Mp| + ZW(MPJ) 9

Da y € M, gilt 02| M| —  fiir ¢ \, 0, dazu siche Anhang und die Einleitung des Abschnitts
2.2 tber Dichten von Mafen in [Krz]. Wir betrachten erst den letzten Term und benutzen die
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Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (zur Erinnerung: X = x — y):

2

CSU
’/ o 2(X,H)dH?| < / 0—20—2\x—y12dﬂ2-/ IH|? dH?
- Holder - —— My
(34) <1

< 03 Mg| - AIW(M,) — 0.
o \.0

Jetzt schicken wir o \ 0 und erhalten aus eine niitzliche Formel:

1 D G N 1 1 ) )
M, X 2 Jm,

Kehren wir kurz zuriick zu der Identitat und schéitzen ab, indem wir die Quadrat-Terme
|H|?, | X+|? > 0 weglassen:

2
(X,H) 1 X+
<|=-H+ — .
oxp S\1 TP

Multiplizieren wir beide Seiten mit |X|?, so bedeutet das fiir (35)):

1. xt\? 1 X2 /1. xt\?
SH+ ) dH2<p? h ELCH+ =) an2
7r+/M <4 +|X|2> H2<p |Mpy+4W(Mp)+/M > <4 +|X|2) H
P P ,

<1

Schliefslich resultiert die gewiinschte Ungleichung;:

_ 1
TS p 2|Mp‘ + ZW(MP)' -

3.2 Bemerkung
Eigentlich wiirde die Aussage auch fiir abgeschlossene C?-glatte Flichen mit Rand gelten, solange
B,(y) NOM = @ gilt, denn dies ist im Grunde eine lokale Aussage fiir hinreichend kleines p. So
betrachte man fiir ein y € int M die C?-Funktion f: M — R: f(z) := ||z — y|. Dann gilt fiir
hinreichend kleines py > 0, dass Vp < pg : B,(y) N OM = &, und nach Bemerkung ist dies fiir
fast alle p < po f~'(p) eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit, die genauso glatt wie M ist.

Weiterhin ist dann fiir fast alle p < pg B,(y) N M eine mit dB,(y) "M = f~1(p) glatt berandete
Untermannigfaltigkeit. Man kann also den Divergenzsatz mit ¢(z) wie oben in benutzen,
und feststellen, dass ® = 0 auf dem Rand von B,(y) N M ist. Insgesamt féllt der Randterm in (9)
weg, und die Ungleichung folgt mit analogen Rechnungen wie in dem vorherigen Lemma fiir
fast alle p < po. Da |M,| und W(M,) monoton wachsen, gilt fiir alle p < po.

Wiéhlt man ein p fest, so kann man Flacheninhalt und Willmore-Energie vom Schnitt M, nicht
gleichzeitig beliebig klein wéhlen. Besonders interessant wird es bei H = 0, also Minimalfldchen,
denn dann ist ndmlich < p~2|M,|. Man kann noch mehr {iber diesen Fall aussagen, so wiichst zum
Beispiel p~2|M,,| sogar monoton mit p. Aus (31) mit H = 0 folgt:

—2 (X2 s —2
2074\ Mg| +2 < dH* = 2p7%|M,|, o <p,
Mo X

und somit auch 072 M,| < p~2|M,|, wenn man den quadratischen Term weg lisst. Deswegen
spricht man in diesem Fall von einer Monotonie-Formel (siehe in [Sim1]).
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Eine weitere Beobachtung macht man, wenn man fiir ein kompaktes randloses M p — oo schickt.
Ist ndmlich W(M) < oo, so gilt mit dem gleich folgenden Satz dass |[M,| < |M| < co. Dann
gilt:

(36) ™ < iww).

Dieses Ergebnis entspricht dem von Willmore in , denn man kann sich iiberlegen, dass man die
obere Ungleichung mit dhnlichen Argumenten auch fiir Immersionen zeigen kann. Das liegt darin
begriindet, dass fiir Immersionen |M,|/0? — kr fiir o — 0 gilt, wobei k& Anzahl der Selbstdurch-
schneidungen in y ist. Gilt insbesondere W(M) < 87, dann hat man eine reguldre Einbettung, also
eine Untermannigfaltigkeit ohne Selbstdurchschneidungen.

Nun kommen wir zu der versprochenen Durchmesser-Abschétzung einer Flache mit vorgegebener
Flache und Willmore-Energie. Dieser Satz hélt sich hauptséchlich an [Topl] und [Sim?2].

3.3 Satz (Lemma 1.1 in [Sim2])
Sei M eine glatte, kompakte und zusammenhdngende Fldche mit OM = &, dann gilt:

(37) V\%L) < diam M < %\/|M!W(M).

Beweis: Als erstes zeigen wir die linke Ungleichung. Dafiir wenden wir fiir ein festes y € M den
Divergenzsatz auf das spezielle Vektorfeld ®(z) = x — y an. Da divpqz = Z?:1<Dn$, ) =
Z?:1<Ti>7'i> = 2, folgt:

/2d7—[2:—/ (x —y, H) dH>
M M

Wenden wir die Cauchy-Schwarzsche- und die Holder-Ungleichung auf die rechte Seite an:

CSU Holder
M| < / o — | [H] a2 2 diam M/ M] /\H|2d?-[2§2diamM\/]/\/l|-\/W(M).
M=~ M

<diam M

Geteilt durch 24/|M|W(M), ergibt sich die gewiinschte linke Ungleichung.

Fiir die rechte Ungleichung (dieser Teil des Beweises stammt aus [Topl, Lemma 1]) nehmen wir
ein beliebiges aber festes y € M und definieren d := max,ecnm |x — y|; das existiert, da M kompakt

ist. Sei
M|
W
p W(M)

Wir machen nun eine Fallunterscheidung. Falls d < 4p gilt, hat man schon das Ergebnis:

oM M WM _ 2

Andererseits, falls d > 4p gilt, so kbnnen wir eine natiirliche Zahl N > 2 finden, die
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erfiillt. Jetzt nehmen wir fiir jedes ¢ = 1,..., N jeweils ein x; € 0Ba;,(y) mit xy = y. Somit sind
int B,(x;) N M disjunkt. Jetzt wenden wir fiir alle z; an:

B,(xz; 1
r < M + ZVV(/\/lﬁB/J(%i))'

2
Summiert man iiber ¢, so ergibt sich:
N (IMAB(z)] 1 M| 1
(38) (N+1)r < Z {prZ + ZW(M N Bp(a:i))} < o + EW(M)’
=0

da int B,(x;) disjunkt und Ui]io M N B,(x;) C M. Also folgt dann mit Definition von p:

2 2
d<2p(N+1)< {M + pW(M)} = —/|M|WM).
T| p 4 s
Wir haben d = d(y) abhéngig von y gewéhlt. Nun maximieren wir d(y) bzgl. y und stellen fest, dass
diam M = maxyepm d(y) = d(yo) fiir ein yg € M. Das zeigt die Behauptung. |

3.4 Bemerkung
Schaut man sich die rechte Ungleichung in nochmal genauer an, so konnte man vermuten, dass
eine verscharfte Beziehung fiir jede glatte, zusammenhéngende, kompakte und nichtberandete Flache

M:
(39) diam M < C’/ H|dH?*=:C IH][ L1 (A1)
M

gelten konnte. Die rechte Ungleichung in wiirde dann einfach mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung aus dieser folgen. Da man wie in |H| durch v/2|A| abschiitzen kann, hitte man
diam M < C'[|A||p1(ay) erhalten. Vergleiche dazu fiir kompakte Flidchen ohne Rand. Tatséchlich
zeigt Topping nicht nur in [Top2|, sondern sogar eine verschirfte Ungleichung.

So gilt es fiir eine m-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit M ohne Rand, die in R” glatt
immergiert ist, dass deren intrinsischer Durchmesser diny = maxg yem dist v (2, y) folgendermaken
abgeschétzt werden kann:

ding < C(m)/ [H|™ 1 dH™,
M

wobei C(2) = 372 Da der intrinsische Durchmesser di,; grofer ist als der duflere diam M, hat man

fiir m = 2 die Bezichung .
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4. Randwertprobleme fiir zweidimensionale
Willmore-Graphen

In diesen Abschnitt kommen wir endlich zu der Situation, auf die wir hingearbeitet haben. Wie
versprochen, betrachten wir nun Graphen, also in diesen Fall geniigend glatte Flachen mit Rand, fiir
die wir einige Randwertprobleme formulieren werden.

4.1 Definition (Graph)
Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit einem geniigend glatten Rand 92 und der dukeren
Randnormale v. Fiir eine C?-glatte Funktion «: Q — R nennen wir:

I(u) := {(x,u(:c)) ‘ x € ﬁ}
ihren Graph. Diese Situation wird im folgenden Bild veranschaulicht:

u

x2

z1
Abbildung 1: Graph einer Funktion u

Nun werden wir die im vorbereitenden Abschnitt [2] eingefiithrten differentialgeometrischen Begriffe
fiir Graphen betrachten. So stellen wir zuerst fest, dass die Funktion u die Fléche I'(u) folgendermafen
parametrisiert :

x! 1 0
(40) 0: Q3 (22 - x? € I'(u) C R3, o=\ 0], dhe=1[1
u(z!, z?) Uy Ugy2

Die entsprechende Funktion ¥ der Glattbiegung ist (x1,xe, x3) — (acl, x9,u(x1, 2) + ZL‘3). Die erste
Fundamentalform ist hier die Einschriinkung des euklidischen Skalarprodukts des R? auf T'(u), also
in lokalen Darstellung:

(9i5) == ((Dip, 00)) = (1 +ug, “w1“12> .

2
Ugityz 1+ u,

Wir wahlen das Normalenvektorfeld so, dass es nach oben gerichtet ist. Lokal sieht es dann folgen-
dermafsen aus:

(41) Nogp= \/1+1|7Vu|2 <_1V“> .
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Im Weiteren sollten wir die sinnvolle Schreibabkiirzung fiir die Jacobische der Fléchenformel benutzen

Q =1+ |Vu\2 = \/det(gij).

Wir bezeichnen die Inverse von (g;;) mit (¢¥/). Diese ist
(g7) = 11+ uiQ — Uyl Uy2
QZ —Up1l U2 1 + uil )

Da nun der Normalenraum TPML hier nur eindimensional ist, also aus einer Linie besteht, konnen
wir uns nach @ auf die skalare zweite Fundamentalform A,: T, M x T, M — R beschranken. In
lokaler Darstellung sieht diese wie folgt aus:

Aij = Ap(0ip, 0j0) = —(0ip, Do N).

Da wir aber (N o ¢, 0;¢) = 0 haben, gilt die Beziehung (Da,, N, 0;¢) + (N, Dy,,0;¢) = 0. Wegen
Lemma [A 4] gilt: Dy, 05 = 0. Also folgt schlieflich:

1 0 — Uyl U
(42) Aij = (N,0i0) = 5 0 || —ua2 | )=—5%
Q\\, Q

5T 1
Die lokale Darstellung der Weingarten-Abbildung W = — dN ist dann:
1+ u? — U1 U2 Uplypl  Ugply2
il 2 ! Uy zlz fid
<ZQ AZJ) QQ2 <—ux1ux2 1—|—uil > © <ux2x1 ux2x2>
_ i (1 —+ uxz)um1x1 — Uyl Ugy2 Uyl 52 (1 + uig)ux112 — Uyl Up2Uy2,2
Q3 \—ugiuz2ugi,1 + (1 + uil)ux1$2 —UgiUp2 Uyt + (1 + uil)um%z '

Wegen der Kodimension 1 nehmen wir nach wieder die skalare mittlere Kriimmung. Als Schreib-
vereinfachung benutzten wir:

(43)

H:HOQO’ IC:ICOQO, |A’:|A‘o¢’

wobei es jeweils aus dem Kontext deutlich sein wird, ob es sich bei H,K und |A| um lokale
Darstellungen handelt oder nicht. Weiterhin wollen wir die mittlere Kriitmmung in lokaler Darstellung
A;; aufschreiben. Dazu stellen wir fest, dass die mittle Kriimmung die Spur der Weingarden-Abbildung
ist (siehe Anhang|A.7):

H = Spur ((A;)) = o {(1 + u2o ) Ugr g1 — 2ugiUp2 gy + (1 + uil)ux%z}.

Wir vereinfachen die Rechnungen, indem wir feststellen, dass (div ist die gewohnliche Divergenz in
R? und nicht die div )

w ()=o) ()

1
(44) = @ (lexl (1 + uil + Uiz) — Uyl (lexl Uyl + ux1x2ux2)

+ uy2,2 (1 + uil + UiQ) — U2 (Ugy1 2 Uyt + ux2z2ux2))
=H

27



gilt. Die Gauftsche Kriimmung ist nach der Rechnung in die Determinante der Weingarten-
Abbildung;:

2
i€ = det (4) = “

Weiterhin haben wir folgende Beziehungen fiir die zweite Fundamentalform (siche Anhang und
A9):
(45) AP =" g7gMApA; und AP > Y é—g“

Aufserdem nimmt das Willmore-Funktional fiir den Graph von u die folgende Gestalt an:

2
W(u):i/ﬂHzmdx:i/Q div (Z;)

Qdz,
und der Laplace-Beltrami-Operator auf M einer C?-Funktion F': M — R auf M sieht dann nach
[A77] folgendermafen aus:

(ArF)op™ = éai(Qgijaj(F op™h)

10 (1 , 0 5

10 1 0 9\ 0
Setzt man wie in der Willmore-Gleichung fiir F' = H ein und beachtet die lokale Darstellung

von H in , so wird deutlich, dass die Willmore-Gleichung eine quasi-lineare Gleichung vierter
Ordnung ist.

1,5,k,¢ i,j=1

4.1. Supremum-Abschatzung

So wie man im Satz den Durchmesser einer kompakten randlosen Flache mit dessen Flacheninhalt
und Willmore-Energie unter Kontrolle bekommt, kann man dasselbe fiir Flachen mit Rand versuchen,
wobei man die Ausdehnung des Randes extra beriicksichtigen muss. So stellt man in [Sim2, Lemma
1.2] tatsiichlich fest, dass fiir eine C*-Fliche M

(47) diam M < C (/ |A|dH? + ZdiamI‘Z)
M i

gilt, wobei C' eine nur von der Dimension des umgebenden Raumes abhéangige Konstante und die I';’s
die Zusammenhangskomponenten von 0 M sind. Diese Aussage wollen wir fiir Graphen zeigen. Somit
wird fiir diese aus dem Durchmesser dann sup,cq |u(z)| und aus den Randkomponenten werden
diam 09 und max,epq |u|. An dieser Stelle wird die Niitzlichkeit der Koflachenformel und des Satzes
von Sard deutlich.

4.2 Satz
Sei Q C R? wiederum ein beschrinktes Gebiet mit C?-glattem Rand OS2, g € C°(0Q) und u € C?(Q)
mit ulgq = g, dann gilt die Abschitzung:

up [u()] < C{IAl 1 (pqy) + diom 09 + mae o}

mit einer universellen Konstante C.
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Beweis: Dieser Beweis ist von [Sim2, Beweis Lemma 1.2| beeinflusst. Zuerst machen wir die
Fallunterscheidung

. : < i
1.Fall ilelg lu(z)| < 4{ max g + diam 00},

Fall: >4 i Qr.
2.Fall gsclelg\u(a:)\ > {;«Ié%)((z |g| + diam Q2 }

Im ersten Fall ist die Aussage mit C' = 4 schon gezeigt, deswegen beschrianken wir uns auf den
zweiten Fall. Da |u| stetig auf dem Kompaktum € ist, nimmt es dort auch sein Maximum an. O.B.d.A.
sel T, € Q mit u(zy,) = sup,cq |u(z)|, ansonsten verwende —u statt u. Wir betrachten:

4 :=u— max|g|

Dann ist u|go < 0. Diese Beziehung werden wir spater brauchen. Im Weiteren betrachten wir nur
den Positivteil (4)™ > 0, und definieren dort die Menge:

I := {a € (0,supa(x)) ’ max |Va(x)| > 1}.
zcQ zet1(a)
Die dazu komplementire offene Menge I¢, im Sinne (0, sup,cq @(z)) = I U I¢, ist dann:
Io = {a € (0,supi(z)) ‘ Vz € Q mit 4(z) =« : |Va(z)| < 1}.
z€Q
Nun werden wir feststellen, dass |I| > sup,cq @(z) — diam 2. Dazu betrachten wir Niveaus aus

Ic. Beim Ubergang von w zu @ bleibt das Maximum immer noch bei z,,. Von diesem Punkt gehen
Strahlen aus, die durch Kurven c.: (0, diam 0Q2) — ) représentiert werden:

ce(s) =y, +s-e, ecSh

Wir beschrinken nun 4 o ¢, auf ein Intervall [0, 8], i o cljg,gy > 0, und @ o c.(8) = 0. Das ist
moglich, weil 4|gg < 0. Wir benutzen die Vorarbeit aus dem Bemerkung [2.21] und erhalten mit
(@oc.) € C([0,]) die Abschétzung:

|Ic| = /I dz < /]Rcard ((Goce) ' (Ie) N (o ce)_l(:v)) dz

(13 / 'i(aoce(t))’dt: / ‘<Vﬁoce(t),cé(t)>’dt

(@oce) 1 (Ic) (@toce) 1 (Ic)
< / |Vioce(t)|| e |dt < B < diam 9.
CSU N—_———
(@oce) 1 (Ic) <1 =1

Es resultiert die Ungleichung:

(48) |I| = sup au(x) — |Ic| > sup a(z) — diam OS2.
e €N

Jetzt versuchen wir fiir ein festes & € I mehr Information zu gewinnen. Dazu betrachten wir
lieber o @~': I'(4) — R, wobei ¢ hier die Parametrisierung von I'(u) sein soll. Man {iberzeuge
sich, dass wir damit genau die ,slicing* Funktion f: I'(d) — R erhalten mit f(p) := (p,e3) aus
Bemerkung 2.24}

o Hp) = (e3,p) = f(p).

29



Die Menge f~!(a) ist nach der Bemerkung fiir fast alle o eine Vereinigung von glatten
Jordanschen Kurven. Im Weiteren beschranken wir uns nur auf diese « € I, |I.| = |I|, mit:

I, := {a € I’ Jf(ﬂ)f(p) > 0,Vp € fﬁl(a)}.

Sei nun J, eine Jordansche Kurve der Lange L, parametrisiert nach der Bogenldnge durch v: R —
(), auf welcher das Supremum SUPpef-1(q) |V © ¢ 1(p)| > 1 in 7(0) angenommen wird. Dann
haben wir:

L

L
0= (7'(0),7(L) =~(0)) = <7’(0)7/0 Y (s) d8> :/o (+(0),7/(s)) ds.

Das heift nun, dass nach dem Zwischenwertsatz ein s1 € (0, L) mit (+/(0),~/(s1)) = 0 existiert. Wir
stellen fest, dass 7/(0),7/(s1) und es zueinander orthogonal sind, also ist {7/(0),7/(s1), e3} eine ONB
des R3. Sei das Normalenfeld wie in , dann ergibt sich:

[N or(s1) = Noy(0)*

= [N ox(s1)[* + [N 07(0)]* = 2(N o(s1), N 0 (0)) B

=2 — 2<N 0’7(0) ) <N o 7(81),€3>€3 =+ <N 07(81)77/(0»7/(0) + <N 07(51)77/(51)>7/(51)>
=2—2(Nov(0),e3) - (Nov(s1),e3) — 2 (N 07(0),7'(0)) -(N o v(s1),7'(0))

22 (N orfOe) - [(Vortees)] 7

<1, CSU

>2 - 2|(N 0 (0),e3)|
2

— 92— .

VI Vo Tor 0P

Da 7(0) extra so gewithlt war, dass |V o o=t o 4(0)|> > 1, folgt die Abschitzung:

9
— >2 V2.
V1+|Viog1o~(0)2

L
< [ E0vene

[N o 7(s1) = N oy(0)|*

Nun kénnen wir schlussfolgern:

(49) \/2—\@§‘No*y(sl)—NOfy(O)‘S‘/()Sl(i(]\fo’y)(s)ds

Als néchstes werden wir feststellen, dass man die Ableitung der Normalen durch |A| abschétzen
kann. Sei e(s) € T,(5)I'(@) fiir jedes s € R ein normierter Vektor, sodass {e(s),7(s)} eine ONB von

T, sI'() ist. Man kann e(s) gewinnen, indem man zum Beispiel e3 in den Tangentialraum T, (,)I'()

projiziert. Diese Projektionen sind wegen JlF (@) f(p) > 0 in I, auf die Ldnge 1 normierbar.

ds.

2
L. ’DV/(S)NIZ = (DN, (5))° + (Dyy) Ny e(5))” + (Do) N, N 0 7(s))?

= A (V@A N[+ Ay (51, et) [ -

< 2], (7 (9). )| + [ A0 (V9.7 6| + A (el ()|
— AP o 4(s).

2
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Nun wollen wir die Koflachenformel benutzen, um die gewiinschte Abschétzung zu erhalten. Dazu
haben wir in der Bemerkung genau diesen Fall betrachtet. Setzen wir in (22)) g = |A| > 0 ein,
so folgt mit f, gewéhlt wie oben:

T 2(y Jh@)
[, Awae = [ ) A @= [ [ A ) d

= A% — d04>// 1Al(y) dH! (9) da

//|A ) dH( da>//a
/\/ﬁda— 2—V2-|L|=\/2—V2-I|

\/ 2-v2- {igga(m) - diam@Q}.

Setzt man die Definition von # ein, so folgt die Abschéitzung fiir das Supremum von u auch im
zweiten Fall:

(Nov)|(s)dsda

1
sup |ul(z) < —- ||A + diam 02 4+ sup |g
x€Q| ’( ) \/ﬁ ” HLI( ) xEBQ‘ |
-1
Da v/2—+v2 <4, folgt mit C = 4 die Behauptung des Satzes. |

4.2. Randbedingungen

Die Supremum-Abschétzung aus dem vorhergehenden Abschnitt wollen wir nun fiir verschiede-
ne Randwertprobleme benutzen. Insbesondere sind wir an a-priori-Abschitzungen fiir C?-glatte
Funktionen u:  — R interessiert, die fiir ein festes M > 0 und ein vorgegebenes C?-glattes
g: 002 — R

(WM) W(u) < M, u = g auf 02
erfiillen. Also geben wir nur OI'(u) und eine Schranke fiir Willmore-Energie vor.

Der obige Satz [4.2| entspricht nicht ganz unserer Situation, denn dort benutzt man || A1) und
nicht die Willmore-Energie. Mit Hilfe der Hélder-Ungleichung und des Satzes von Gaul-Bonnet
lasst sich nun zeigen, dass man mit der Willmore-Energie und zusétzlicher Beschriankung des
Flacheninhalts || Al|11(aq) doch abschitzen kann.

Fiir die allgemeine Situation kann man aber | M| nicht durch W(M) beschréanken. So tiberlege man
sich eine sich ausdehnende Sphére, die trotz der skalierungsinvarianten konstanten Willmore-Energie
immer grofer werdenden Flécheninhalt hat. Im Gegensatz dazu kann man, wie die Autoren in [DG2]
zeigen, fiir Graphen den Fliacheninhalt doch unter (WM)) einfangen.

Da I'(u) eine Flache mit Rand ist, muss man im Satz von Gaufs-Bonnet den Beitrag
des Randes von I'(u) extra betrachten. Dafiir werden wir im folgenden Lemma die geodétische
Kriimmung von 0I'(u) durch die Randdaten und geodétische Kriimmung von 92 abschétzen, wie
es in [DG2] gezeigt wurde. Erstaunlicherweise braucht man dazu nicht die volle Kenntnis tiber
die Tangentialriume am Rand OT'(u), also die Normalenableitung von u am Rand % muss nicht
zwingend bekannt sein.
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4.3 Lemma (Geodatische Krimmung)
Sei Q1 C R? ein beschrinktes Gebiet mit C%-glattem Rand 0 mit der duferen Normale v: 0 — St,
M > 0 eine Zahl und u € C?(Q) mit u = g auf 0%, fiir ein C*-glattes g: O — R. Dann gilt die
Abschdtzung:

(51) I5gllcoar)) < ll9llczan) + I5llco@a)
wobei kg die geoddtische Krimmung von OI'(u) und k die geoddtische Krimmung von 0 ist.
Beweis: Dieser Beweis stammt aus [DG2|. Wir nehmen s — 7(s) € 92 eine positiv orientierte

Parametrisierung nach der Bogenlidnge (||/(s)|| = 1,Vs € R) von 92, wodurch wir einen normierten
Tangentialvektor 7(s) := 4/(s) haben. Der dazu gehorige zu 9 dufere Normalenvektor v o ~y(s) ist:

7(s)

(52) vorts) = (110,

sodass (v o(s),7(s)) eine positiv orientiere Orthonormalbasis des R? ist. Insbesondere gilt fiir die
Definition aus der R2-Kurventheorie 7/(s) = 7" (s) = —x(s) - v 0 y(s) mit x als Kriimmung von 012,
wobei das ,,—* Zeichen daher kommt, dass wir den &ufseren und nicht den inneren Normalenvektor
gewahlt haben. Zur Vereinfachung schreiben wir:

ou s
g(s) == go(s), h(s) := E» o(s), y(s) = <’Y( )> .
Sei N ein wie oben in gewéhlter Normalenvektor. Wir stellen fest, dass wegen (N, e3) > 0, die

Abbildung s — y(s) € 9T'(u) eine positiv orientierte Parametrisierung des Randes OT'(u) ist. Dann
ist dessen geoddtische Krimmung gegeben durch (siehe [A.10):

1
kg(s) = ———=det (y/(s),y"(s), Noy(s) ).
&= T ¢ (v(),9(s), N oy(s))

Um die Flachennormale an y( . ) aus den Randdaten zu erhalten, brauchen wir zwei linear unabhéngige
Vektoren aus dem Tangentialraum am y( . ). Dazu rechnen wir erst mal den Tangentialvektor entlang

y( . ) aus:
v (70 = (50

betrachten, und diese anschliekend in Normalenrichtung v wie in auf dem Rand 09 C R?

Jetzt bilden wir das Kreuzprodukt zwischen y/(s) und g—f (7(s)), um die Richtung der Flichennormale
7Zu gewinnen:

Iy
ov

-2 +1 —g’71—7-2h _719/_7_2h ey
Al x| 2] = Tlh_g/TQ _ —ng’+71h _ ( g . ) :
h g/ (7.2)2 + (7_1)2 1
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wobei wir benutzt haben, dass |7]? = 1 gilt. Fiir die Flicheneinheitsnormale an y( . ) bedeutet das:

1 —qg'T — hv
N(?J(S))Z\/m( g 1 >(8)-

Die geoditische Kriimmung von OT'(u) ist dann nach (66)):

1 T 7 —¢T—hv
kg = 3 det < I g 1 ) (s)
(‘7.|2 —|—g’2)2 /1+ ¢ + h? g g
1 - —q'T —
(M)
(1 +g’2)§ /1+ ¢ + h2 g 9 1
1

= g {g%k(v x 7) + g"h(1 x v) — K(T x V) }(s),

(1 _|_g/2)% /1+gl2+h2

wobei wir hier, mit der Notation a x b = a'b?® — a?b' = det(a, b), nach der untersten Zeile entwickelt
und 7 x 7 = 0 und v x v = 0 benutzt haben. Es folgt mit 7 x v = —(71)% — (72)2 = —1:

g'(@hs) w0 HgWY)

(53)
(1+g )?)? \/1+g )2+ h(s)? >

Wir sehen, dass man mit der Kenntnis der Kriimmung x von 0€) aus den Randbedingungen A und
g die geodétische Kriimmung von OI'(u) errechnen kann. Weiter werden wir sehen, dass man die

geoddtische Kriimmung k4 auch ohne h = 3“ o 7 abschétzen kann. Dazu nehmen wir (53]

7(5)- %z 01(s) - n<s><1 . g’<8>2>\

kgl =

(1+¢(s \/1+g u 6 4(s))?
o gt \ i i Ov( )| N (s)] _
(1+g )2 \/1+g +(Jeon(s)” (1+4(s \/1+g () + (%2 01(s))”
<|g”(s)| <1 <|n(s)|

Wir bezeichnen [|g||c2(pn) = max, |g(s)| + max; |¢(s)| + max; [¢”(s)|. Also haben wir die Abschiit-
zung;:

[Kgllco@ar)) < llglle2@a) + 15llco@a)- -

Nun kommen wir zum Hauptresultat dieser Arbeit: eine a-priori-Abschétzung fiir (WM)), wie sie
in [DG2| gezeigt wurde. Sind nédmlich 2 mit u|sq vorgegeben und W(u) beschriankt, so kann man
das Supremum sup,cq |u(z)| und den Flécheninhalt |I'(u)| abschitzen.

4.4 Satz (Supremum-Abschatzung fir Randwertprobleme)
Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit C%-glattem Rand, M > 0 eine Zahl, g: 0Q — R C?-glatt
und u € C?() mit:

W(u) <M und u=g auf 0.

Dann gilt die Abschdtzung:
sup {u(m)‘ +/ Qdxr <C.
z€eQ Q

Hier hiingt C von ||k|lco(aqy, |09, |2, X(2), [|9llc2(a0) und M ab.
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Beweis: Dieser Beweis stammt aus [DG2|. Aus Lemma folgt mit der Holder-Ungleichung die
Abschétzung;:

sup |u(z )|<C{||A|]L1( )+ diam 92 + max gl <C{/\A|de+1}

e
Holder 9 2 5
g c{(/gwdx) ([ aw) H}.

Da 9 eine geschlossene Kurve ist, gilt diam 9Q < [0 := H'(dI'(u)), also hingt C in direkt
von ||g[lco(any und [9€2] ab. Als néchstes stellen wir aus (45), Gauk-Bonnet und der Vorarbeit in
Lemma [£.3] fest, dass:

/Q]A\QQd:c/QHszx—2/QICde

4W(u) + 2/ kg ds — 4my (T (u)).
o' (u)

(54)

(55)
< AW(w) + 2lrglloo(or - [T ()| — dmx(D(w)
51]
D) + 2(gllemom + Ixllcoay) - 00| = drx (T(w).

Sei nun s — y(s) € N2 eine Parametrisierung nach der Bogenléinge. Dann ist s — (7(s),gov(s)) €
OT'(u) eine Parametrisierung von OI'(u). Es folgt:

091 | 4 Es] . /
|OT (u) \—/ ds(v(S%gOv(S))’dSS/ L4 [lgl2a o0 - [/ ()] ds
0 \t,l_/
1+||g||02 (69) -109.

Die Euler-Charakteristik ist x(I'(u)) = x(Q2), da das Geschlecht g = 0 und die Anzahl der Randkom-
ponenten 7 durch 0 festgelegt ist. Wir schétzen W(u) mit M und den Rest mit einer Konstante C
ab, die von |[|&[|coan), |9llc2(aq), x(€2) und [0 abhingt.

/ |AI?Q dz < 4M + C.
Q

Dieses Ergebnis setzen wir in ein und erhalten:

(56) igg]u(@!ﬁ(f{(/ﬂ@dx)é—kl}

Unserer néchstes Ziel ist es den Flacheninhalt fQ (@) dx abzuschétzen. Dazu werden wir den zweidi-
mensionalen Divergenzsatz auf 2 anwenden und Q2 = 1 + |Vu|? benutzen:

2 ou
qux udiv @ dz - |Vu] dx + Yo, ds
Sat Q
(57) Q atz o0
8uu
de—i—/dx—i— ——ds.
/ a0 OV Q

Zusammen mit der Ungleichung (56|) haben wir
ou u
de—/dx—l— ds—/qux
/ o0 OV Q Q
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~ (Vu,v)
0 \/1+|V |2

[Vl

CEUC ————d C d : 1 H|d
(56) +/ag|g|\/1+!Vu|2 . </QQ J:) " /Q' |d
) N
§C+/(9Q\g|ds+\/|ﬂ\0{</ﬂde> +1}(/Q]H] da:)
gc+ugucom)-\am+c{(/@dm)2+1}(/ \H\Qde>2
Q (9]
| S

<M

§C+C(/9de);, )

wobei | := H?(Q). Man bemerke, dass die Konstante C' nicht von der Normalenableitung g—
abhéngt. Fiir den néchsten Schritt betrachte man zunéchst fiir a > 0 die Beziehung;:

1 1
(58) \/agmax{b,ba} gba+g,

fiir jedes b > 0. Diese kann man sich durch eine Fallunterscheidung problemlos nachvollziehen. Wir
setzen a = [, Qdx und b = % > 0:

> @) 1
/QQdmgcw(/Qde) z C’—I—C{QC/QQda:—i—2C}

gl/de+2CQ+C’.
2 Ja

<19+ ds—l—sup‘u }/\H\dx

Also kénnen wir den Flidcheninhalt und damit nach auch sup,cq ‘u(a:)} abschétzen. D.h. wir
haben:

sup|u ‘—F/deSC,
Q

€

wobei hier C' von von [|&[|co(aq), [0, [, x(€2), l9]lc2(an) und M abhéngt. |

4.5 Bemerkung (Dirichlet-/ & Navier-Randbedingungen)
Nun koénnen wir in zuséatzliche Randbedingungen fordern. So kénnen wir einerseits den
Tangentialraum der Flidche I'(u) an dessen Rand OI'(u) bzw. die Normalenableitung von u auf 02
festlegen oder andererseits die mittlere Kriimmung auf dem Rand vorgegeben. Die erste Situation
entspricht den Dirichlet- Randbedingungen:

0
(DRB) u=gq, a—:j = h auf 9,
wobei v die dufere Normale an 92 ist. Die zweite Situation entspricht den Navier-Randbedingungen:
(NA) u=g, H[u] = h auf 0.

Wenn man Minimierer fiir das Willmore-Funktional fiir vorgegebenes g sucht, also festes OI'(u),
entscheidet man sich oft fiir die Randvorgabe H[u](z) = 0 auf 9. Nach einem Ergebnis aus [BJ]
bedeutet das fiir eine Willmore-Flache, die diese Randwertvorgaben erfiillt, dass diese schon eine
Minimalfliche sein muss. D.h. man kann auf die Ergebnisse der Minimalfdchentheorie zugreifen.

Insgesamt stellt man nun aus dem Resultat fest, dass man fiir die Abschétzung des Maximums
von u und des Flidcheninhalts die Randvorgaben H[u] = h oder % auf dem Rand OS2 gar nicht
braucht, sondern nur das Wissen iiber g und W(u) < M.
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A. Appendix

A.1 Satz (Fortsetzung)
Sei M eine n-dimensionale C'-glatte Untermannigfaltigkeit des R"™* p e M, V eine Umgebung
von p in R"*, G wie in Deﬁnition mit p(UNR") = MNV und f: MOV — R eine Funktion,
so dass fop: UNR" — R differenzierbar in 0 ist. Dann gibt es eine Umgebung V C V wvon p in
R™* und eine Fortsetzung f: V — R, die differenzierbar in p ist, sodass:

f‘Mmf/ = f’/\/tmf/'

Beweis: Es gibt eine Umgebung O x @) C U von 0 in R"* mit O ¢ R™ und Q C R* jeweils offen
und (0 x Q) =V C V, sodass V eine Umgebung von p in R"** ist. Sei P: O x Q — O eine
Projektion in die ersten n Koordinaten:

P(o,q) =0, YoeO,VqeQ,
sodass P o @‘1(\7) C O, weil % bijektiv ist. Wir definieren eine Fortsetzung f: V > R:
Fi=fopoPop L,

Nun ist f o ¢ differenzierbar in 0 nach Voraussetzung. P ist als eine Projektion auch glatt, und
wegen der C' LDiffeomorphie von @ ist ! Cl-glatt. Da P o 3 !(p) = 0, folgt nach der Kettenregel,
dass f differenzierbar in p ist. Weiterhin gilt:

Flny =fowePo® | np = fovoPloxgnrex{oy: = f °¢lo = flyni
d.h. f ist die gewiinschte Fortsetzung von f. |

A.2 Satz (Ct-glatte Fortsetzung)
Sei M eine n-dimensionale C”-glatte Untermannigfaltigkeit des R"™*, p € M, V eine Umgebung
von p in R"* @ wie in Definition mit p(UNRY) = MNV und f: MNV — R eine Funktion,
so dass fo@: UNR™® = R Cl-glatt (¢ < r) in 0 ist. Dann gibt es eine Umgebung V C V wvon p in
R™* und eine C*-glatte Fortsetzung f: V= R, sodass:

f|Mm7 = f’/vtmf/'

Bewets: Wir wihlen genau die gleiche Fortsetzung wie in : f: V > R:
fi=fopoPop L

Nun ist f o ¢ C’-glatt nach Voraussetzung. P ist als eine Projektion auch glatt, und wegen der
C"-Diffeomorphie von © ist ! C"-glatt [Dieu, Theorem 10.2.5]. Nach der Kettenregel folgt, dass f
C" glatt ist. |

A.3 Satz

Sei M eine n—dimensionale C?- Untermannigfaltigkeit des R"* und p € M. Dann ezistiert eine

Umgebung VM von p mit dort definierten C1-Vektorfeldern (7;)"_; und (Vj)é?:l , sodassVz € VNM:
(Ti(z))?zl ist eine ONB von T, M,

(1/‘7(,2))?:1 ist eine ONB von T, M™*.
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Beweis: Sein P,: R""* — T, M orthogonale Projektionen aus dann orthonormieren wir
sukzessiv mit dem Gram-Schmidt-Verfahren simultan 9;¢ aus 2.] fiir alle z € V N M:

S (i, 7))
AL . _ RERNIFS -
T = 0;p Z i T 1,...,n.
7=1
(7)1, sind Cl-glatte Vektorfelder, weil (9;p)"; glatt und linear unabhingig, insbesondere kénnen
wir deswegen auch normieren und erhalten schliefslich die gewollten:

T; — |’7’Z‘

Nun sei 0.B.d.A. T, M = R". Dann ist span(ept1, ..., entk) = Tp/\/ll. Da die Tangentialvektorfelder
D;¢p aus [2.]] stetig sind, kann man sich iiberlegen, dass fiir eine gentigend kleine Umgebung V' N M
dann gilt:

}onei’<5n7 i=n+1,...,n+k, VzeVNM,
wobei €, so klein gewahlt wird, dass die Vektoren aus T, M+
Uvii=e¢;—P,oe;, i=n+1,...n+k, VzeVNM

linear unabhiingig bleiben fiir z € V N M und somit T, M~ aufspannen. Nun bildet man nun mit
dem Gram-Schmidt-Verfahren die orthogonalen glatten Vektorfelder

i1 . i
o Fntis V) 5
1 .—Vn_H—Z BiE v, i=1,...k.
J=1
Diese werden in U N M nie null, deswegen kénnen wir diese normieren und erhalten die gewiinschten
C'-glatten Vektorfelder:

—_

ﬁz‘ = DY . !

A.4 Lemma (Ableitung in Koordinatenrichtung)
Seip € M, V eine Ungebung von p in R™* und ¢ mit dazugehirigem U wie in der Definition
. Weiterhin sei f : UNR"™ — R eine C'-glatte Abbildung in Koordinaten. Dann gilt fiir alle
reUNR":
Do) (fo ™) = if (x).
./\/l 1t 7' (0) = 9;p(xz) und v(0) = @(z), dann sei die Kurve in
=@ oq(s).

(s 7m) (s Z&w (V- (8)) - 7i(s)

Beweis: Sei v : (—¢,¢)
Koordinaten: (7y1,...,7v,)(s

_>
)
Vis)= o

Z dip o oq)(s).
=1

7;(s) sind dabei eindeutige lokale Koordinaten von +'(s). Vielmehr folgt +;(0) = d;;.

Dogn(foe ) = S [foe ()] _ = L[Fne)n )]
= > 0f (11(0), -, 9 (0)) - 74(0) = B f (). =
(=1
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A.5 Satz
A, ist fir jedes p € M symmetrisch.

Beweis: Seien 7,1 € T, M, dann haben wir nach Definition:

k

AP(T’ 77) == Z<77a DTVi>Via

i=1
also reicht es zu zeigen, dass es gilt:
(n, D'y = (r, Dyr/').

Zuerst zeigen wir die Aussage fiir eine durch lokale Koordinaten ¢ aus der Definition erzeugte
Basis. Also ist d1pop™!, ..., 0,00 ! Basis des Tangentialraums fiir alle Punkte in der Umgebung

V N M. Aus der Orthogonalitiitsbeziehung 0 = (9;p, v* o ¢) erhalten wir fiir alle z € U N R™:

0= <8ji907 vFo (p>(1’) + <81907 8 (V o <P)> - <8]1907 v-o (P>( ) + <8Z(P(.TJ), D@jgo(x)yk>7

d.h. fiir Basisvektoren haben wir wegen 0;;¢0 = 0j;¢ die Symmetrie bewiesen. Seien nun 7 =
S n'dip(0) und T = >y 778;¢(0), dann folgt:

k k n
Ap(v,7) == i, Dyt (p) = =3 7 7' rH(9ip(0), Do, ooy ) ()
(=1 0=14,j=1
k
= —Z Z n TJ Jcp )s Do, p(0)V £>I/e(p) =A,(1,v).
/=1 1,5=1 !

A.6 Satz
Man hat mit (7;)1"_, als eine Orthonormalbasis von T, M und w, als den Volumen der n-dimensionalen
FEinheitskugel folgende Relation:

1
Spur(A ZA TiyTi) = / A,(r,7) dH™ (7).
TpyM,|7|=1

Beweis: Sei p € M fest. Da die Basis (Vi)le von Tp./\/lJ‘ orthonormal ist, kbnnen wir uns auf die
Komponente

Ak(ﬁa#) = <Ap(777M)aVk> = _<777D,uyk>

beschriinken. Da nun A,(.,.) eine symmetrische Bilinearform auf 7}, M ist, ist es auch A¥(.,.),
d.h. die dazugehorige Matrix ist diagonalisierbar und es existieren Eigenvektoren (7;)!_;, die eine
ONB von T, M bilden und zugehérige Eigenwerte (A;)7_; haben. O.B.d.A soll gelten 7; = e;, (e;)7;
kanonische Basis des R". Dann haben wir mit n =", ne;:

n) =Y An' = (x,n),
=1

wobei x(n) = Y%, Ain'e; sein soll. Weiter benutzen wir den Divergenzsatz um iiber die
Einheitskugel in T, M zu integrieren, dazu stellen wir fest, dass n die dufere Normale zu {n €
TpM, |n| =1} ist.
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L Ay(n,n) dH" 1 (n)

TPM,|77|:1

1 1 " .

= (xm) dH" () = — / div( )\a:’e-) L (z)
Wn, TpM,|n|=1 Wn, |z|<1 ; 2 %
n

= Z A= Spur(Ak),
i=1

wobei wir ausgenutzt haben, dass w, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel ist. [ |

A.7 Satz (Lokale Darstellungen)

Sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™*, dann gilt fir die skalare mittlere
Krimmung und den Betragsquadrat der zweiten Fundamentalform:

(a) H = Spur ((AZ))
(b) AP = > g 7g" Ap Ay
2,5,k,0

Dann gilt fiir die Divergenz eines Tangentialvektorfeldes W o ¢ = >, W0, lokal:

(c) diva Wo = 28W7’+ZW’F —;EZ@Z-(\/@WZ')

i,k

mit Christoffelsymbolen Fii = %Ze gjg(gkm + ek — riye). Fiir die Divergenz eines allgemeinen
Vektorfeldes W : M — R™ % gilt lokal:

(d) diVMWowzZgu<6k(WOS@)76£<P>-
k0

Sei F: M — R C?-glatt, dann gilt lokal:

(e) (VMF)op =" g"ok(F o p)dye,
i,k
(f) (AmP) oy = =3 0(y5- g 0uF o ).

V9
Nun sei M eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R3. Es gilt:
(9) K = det ((A})).
Auflerdem hat man fir die Gaufs-Krimmung eines Graphen I'(u):

det D?u

Q4
Beweis: Seien im Folgenden p € M, ¢ wie in Definition gij = (i, pj) und ¢g¥ die Eintriige der
zu (g;;) inversen Matrix. Wir zeigen alle Beziehungen nacheinander:

(h) K=
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(a) Zur Vorbereitung stellen wir fest, dass es fiir Vektoren W,V € T, M mit W =Y, W'9,¢(0) und
V=3 V39;p(0) gilt:

(V,W) = Z viWJ‘gij

=SV s | =300 S Vige Y W,
k.l i J
) - zg’f%zw ) (w0
J

= 29“ V, B) (W, Do) ’d
k4

Weiterhin sei {7;}]"; eine Orthonormalbasis von 7, M. Dann haben wir:
Spur ((43)| =20, = 0421500, 0500)
1,

= Zgw O Ap<z<8j(p, TkﬁmZ@:%Teﬁe)

k l

= Y 9705, 7)( Mﬁe)‘ Ap(Tk, 70)
1,9,k,¢

—ZA Ty Te Zg 3907776 z(p77—€>‘0

.ZA (Tks ) (i Te) ZA Ty Tk) = H(p).

(b) Sei im Folgenden {7;}} ; eine Orthonormalbasis von T,/M, dann gilt:
> gijgkeAikAjé‘ > 979" AL (g, ) Ay (ajso,aecp)‘ .
ivj7k7£ ,] k 14

= Z gzjgkéz 50, Tm) Ok, Tn) Ap (Tm,Tn)Z<8j§0,TS><aggD,Tt>Ap(TS,Tt)‘o

.5,k st

= Z Ap(TmyTn Tsﬂ’t ZQ z‘PaTm 39077—8 Zg ak@77n><a€§0a7't>‘0

m7n787t k Z

= Z Ap(Tm, Tn) p(Ts,Tt)<Tm,TS><Tn,Tt>

m,n,s,t

= Z Ap(Tin, ™) Ap(Tim, Tn)
m,n
= [AP(p).
(¢) Wir benutzen die Notation: 0;gre = gks,;. Zur Vorbereitung berechnen wir:

Gtk + Grei — Gike = (Okitp, Opp) + (Orewp, 050) + (Oip, Opp) + (i, Okp)
(60) — (00, Okp) — (Ouktp, Dip)

Sei Wo g =3, Wid;p, dann haben wir wie in (a)

diva(W)(p) = Y (D W) =Y (D W,m) (i) = Y (D W, 75)6" (73, 000) (75, Do) .

i 1,J .5,k
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= g"(Da, W, 0up) ‘ = g"(0)(Dayp(0)(W'di), 0ip(0))
[, ikt

A4 i i
=N 0 Oip, 01| + D WM (Dhap. )|
ik, ik,

wWirk | |

Z W

mit Christoffelsymbolen Fii = 2397 (gke,i + Giep — Grie)- Seien (b;;) die (n — 1) x (n — 1) Matrizen,
die durch das Streichen der k-ten Zeilen und ¢-ten Spalten entstehen, und ad(gge) die Adjunkte von
(gke). Nach der Cramer’schen Regel [Grl, Satz 5.5.4] gilt:

(61) 9" 9= (ad(gre)),; = (=1)""7 det bj;.

Da (g;j) symmetrisch ist, ist auch det b;; = det bj;. Weiterhin haben mit dem Laplaceschen Entwick-
lungssatz |Gr, Satz 5.4.5] und der Kettenregel:

0 0 .
0g= I gt = ngﬁ,i{ Y (=1)¥ gy - det bkj}
'z O9ne Y, 0 ;

ke

: 9  det by
= Z(_l)(k+])gk€,l . gk)] .det bk] 4 Z k+] gk&i Gk - 7]{)]

0 0

=b;0 =0
—1)"* g - detby = g- M e
;()g,z 9;99,2

= 9> _ 9" (O, Oup) + (Oiesp, Ok)) = 29> " (Ounp, Ouip) = 2g Zrkz
kot kot

Also hat man jetzt fiir die Divergenz
1

7Zai(\/§-wi).

; ;0ig
divyyW)op = E oW + E W'—= =
| ) i i 29 V9 i

(d) Wie in (c¢) hat man

divpa(W)(p) = Y (D W,mi) = 3 (DxWomi(mi75) = > (DrW, )9 (73, Ok {75 Ousp) |

i i i,5.k,¢

- nge Do, oW, 0pp) ‘ nge (Ok(W o), 5@@’
k0 k¢

(e) Fiir den Gradienten gilt:

VMF(p) = Z(DTiF)Ti = (D, F)7j(7i, 7)

1,4
.Z MZ DTIF TmakSO Z<TJ76€QP>TJ‘
229 (0)(Dayep(0) ') 0esp (0) ngeak (F o )0,
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(f) Fiir den Laplace-Beltrami-Operator folgt:
(AmF) 0 = (divay VMF) 00 2 Zé’ V3 g 0u(F 0 ).
(9) Wir gehen genauso wie im (b) vor. Seien 71, 72 eine ONB von T, M, dann folgt analog zu (a):
(A3 - L)
= {(Al + 432 - (ah? - (42 — 24343}
_ ZAZAJ‘ SIEH)
irj

= Z gzmAmigjnAnj 0 -

> 9" A" Ani|

i7j7n7m i7j7n7m
= X X A O ) - Al y) - (s, e D0 7) - Ay )|
1,J,m,m ,p,5,L
- Z Z Qimgjn<am9077'q><aj%7'p> Ap(1q,7p) - (Ontp, T5)(Dip, Ti) - Ap(Ts»Tt))O
i7j7n7m q7p7s7t
= Z Ap(Tqup 7'saTt Zg m‘P:Tq z‘Pan Zg n9077—8><8j9077—t>‘0
q,p,s,t n,j
- Z A Tqup TsuTt ZQ m‘PaTq 23077—75 Zg n9077—3><8j9077—p>‘0
q,p,8,t n,j
= Z Ap(1g, Tp) Ap(Ts, T ) 0107 — Z Ay (14, 7p) Ap(Ts, T¢) 070,
q,p,s,t q,p,8,t

= ZA Tgs Tq) Ap(Ts, Ts) ZA Tqs Ts) Ap(Ts, T¢)
= (Ap(Tl, 1) + Ap(Tg,Tg)) — Ap(11,7m1)* — Ap(12,72)* — 24,(11, T2)?
= 2A,(11,71)Ap(12, T2) — 24,(1, 7'2)2
= 2K(p).
(h) Fiir die Gaufsche Kriimmung eines Graphs berechnen wir (vgl. Weingartenabbilung):
K = det ((A;))

.Q16 { ((1 Ul ) Up g — Uzluxz'u,x1x2) . ( — Ui U2 U2 + (1 + uil)ung2>
~ (= g+ (1 02)ugrg2) - (4 w22 uuu)}
= Qﬁ{uazlxl <(1 + Ui2)(1 + ui1)u12x2 — uiluiguxzxz
(1 U2 )t g2t 2 + Uty (1 + 0 )i )
=0

+ Uy 2 (uilui2u$1wz — (1420 (14 udo)ugiye
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—Ugi g2 (1 + uil)ux%z +(1+ uil)ux1ux2u$21,2 ) }

=0

1
= Qﬁ{uxlxl (Up2p2 (1 + 21 +u2s)) + Uty (—upige (14 u2y + Uiz))}

1
= @(um%ﬂuzzﬁ — Ui1$2)
_ det D%y
=—.

@ !

A.8 Satz (Dichte von #?| M)
Sei M eine C'-Fliche ohne Rand in R™, dann gilt fiir y € M und M, =MnNB,(y):

M|
3 — .
o o\0

Beweis: Sei 0.B.d.A (der Flécheninhalt ist bewegungsinvariant) y = 0, Ty,M = {z € R™|z; =
0,7 =3,...,m} und die Abbildung ¥ wie in Definition so dass fiir hinreichend kleines o:

P:UNR2=VAMDM,, 0€UCcCR? $0)=0

gilt. U ist eine Umgebung von 0 in R™ und ®(U N R?) eine relativ offene (bzgl. M) Umgebung
von 0. Zusétzlich ist $ ein Diffeomorphismus und es gelte (ansonsten auf U eine Drehstreckung
vorschalten):

(62) dgg(er) =er  und  dpgyle2) = ea.

Weiter betrachten wir die Einschrinkung ¢ von @ auf R2. Dann ist das Differential von ¢ in 0 eine
Identitdt. Weiterhin haben wir nach Definition 2.1§ fiir die Jacobische:

Jap(x) = \/det [(Dﬂp(m))T o (D‘P(x))} = \/det Q%Z:giz; Eg;:i:gzii)

— . [det <911 912)2\/@

g21 922
wobei gi; = (0p;, 0p;) Eintrige der lokalen Darstellung des Metrik-Tensors und g = det ((gs5))
Determinante des Metrik-Tensors sind. Wegen ist 0p;i(0) = e; gilt:

Jop(0) = 4 [ det (é (1)>:1.

Da ¢ C'-glatt ist, sind D¢ und somit V9 (wegen Stetigkeit der Determinanten) gleichmékbig stetig
bzgl.  auf einer hinreichend kleinen Kugel in U N R2. Wihle fiir ein gegebenes § > 0 ein geeignetes
r > 0 so klein, dass fiir alle p € B,.(0) C U NR? gilt:

| Jap(z) — 1] <6, Vx € B(0).

Betrachten wir fiir ein 0 # z € B,(0) eine C'-Kurve v : [0, |z|] = B,(0) mit y(0) = 0,v(|z]) = =,
v(s) = sz/|z| und s € [0, |z|]. Fiir diese gilt:

et = (1) R () B2 () 5
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Da Dy stetig und D¢(0) = (e1, e2), kann man
(63) |De(p) = (e1,e2)] <6, Vpe B(0)NR?

erreichen, indem man gegebenenfalls » weiter verkleinert. Sei nun o so klein, dass ¢~'(M,) C B,.(0).
Ansonsten wiirde es eine Folge {w; }ien C M mit w; — 0 geben, mit ¢~ !(w;) ¢ B,(0). Da aber ¢ ein
Diffeomorphismus ist, gilt ¢ ~!(w;) — 0, und das ist ein Widerspruch! Es folgt fiir 0 # z € B,.(0)NR?:

|o(x) — x| = |o(z) — (0) — 2~ 0] = ‘/wl ‘ ) ds — /OMWI(S) ds
(o4 -1 {W( 1) |x|}d3
& x T
g/o Dy <S|x|> — (e1,e2) Mds
<s, =1

< 6|z
Sei weiterhin o < r, dann haben wir einerseits wegen ((64)):

T € Byj146)(0) C B:(0) = |z|<o—dlz| = |<p(x)‘ < |g0 —x}—|—|x\ S o,

andererseits gilt ebenfalls wegen (64)):

_ o
r€¢ ' (My) CB(0) = |z <pla) |+ |p@)| <dlz|+0 = |z| < T3
Insgesamt haben wir dann
1 0'2 02
Bo/(145)(0) € ¢~ (Mo) C By y(1-4)(0) T ST Mol ST

Schicken wir 6 — 0 und somit auch ¢ — 0, so erhalten wir [¢~!'(M,)|/0? — 7. Aukerdem haben

wir insbesondere noch ¢~1(M,) : |Jap(z) — 1| < §, d.h. wir setzen in die Flichenformel
B = ¢ }(M,) ein und erhalten wegen der Injektivitiit von ¢:

card (cp_l(/\/lg) N 4,0_1(2)) = XM, (2)-

Die Flachenformel ist dann:
Mol = [ pla) aL¥(a),
1 (Mo)
So haben wir mit 6 — 0 und damit ¢ = 0 (¢ < r):

Mol/o? = 7 < 5| IMo] = [¢7 (Mo)|| + [l¢ ™ (Mo)| /2 = =

. / Top(a) dL2(x / d£2
0?| Jo-1(m,) oM

Jap(x) — 1| dL"(x)
= |

~~ —0
<6|p=1(Mo)| /0250

)|+ [le7 (Mo)| o2 7

IN
|

+MMM0>\/02—W,

also |[M,|/0? — 7 fiir o — 0. =
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A.9 Satz (D?u-Abschatzung)

Falls die Fliche als ein C?-glatter Graph T'(u) von u gegeben ist, haben wir folgende Abschitzung
mit der zweiten Fundamentalform:

AP = gl
mit der euklidischen Norm der Hessischen von w:
|Dul? = w2y 0+ 2uF 2 + uFa .
Beweis: Dieser Beweis stammt aus [DG2]. Die Determinante von (g;;) ist:

2
T, upiuge
2
UpiUgz 1+ u,

det ((gij)) = det ( ) =1+ul +ud = Q"

Die Inverse Matrix von (g;;) ist:

( ij) 1 (142 T2 Ui U2
g QQ — Uyt U2 1—|—ui1 '
Um die Eigenwerte zu berechnen, schreiben wir das charakteristische Polynom von (gij ) multipliziert
mit Q* auf (Q% =1+ u2, + u?,):
(1+u2: — QN (1 +uly — Q°N) —uliue
= (L — QN (=Q*) = Q*A(L +1u3) + Q7
= QN 271+ Q%) + Q%

Also haben wir die Eigenwerte bestimmt durch

A1,2 14_Q2ﬂ:\/(1+@2)2 402 = :i

2T Q? Q7 Q!

Wegen @ > 1 ist Q der kleinste Eigenwert. Da nun (¢*) eine positiv definite Matrix ist, haben wir
die natiirliche Abschitzung, die man zum Beispiel mit Hilfe der Diagonalisierung beweisen kann:

2
(65) S gieg; > ~le?,  VEeR2.
ij=1 Q

Weiterhin kénnen wir mit der Diagonalisierung eine positiv definite symmetrische Matrix (%) finden,
die eine Wurzel von (¢g%) ist, und insbesondere ihre Eigenwerte Wurzeln von den ¢ Eigenwerten

sind. Also:
ij Z blmbm]

Somit haben wir eine Abschétzung:

A2 = Z gz]gk:EAlkAﬂ _ Z g™ A, 1Aj = Z gkf(zbmzAlk) (mejAje)

]ké i,5,k,4,m m,k,l

> Q2 Z Z (memm) Q2 > U AnA = g LS g Ay,

m,n,t,j i,4;n

) 1 1
ZaZ( 2. Z xx” :@’DQUF

B
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A.10 Satz
Sei I > s+ y(s) € M eine C?-glatte Kurve, M eine C-glatte Fliche in R® mit einem Einheitsnor-
malenfeld N, dann ist dessen vorzeichenbehaftete geoddtische Krimmung gegeben durch:

(66) 0 5 det (1/(5).5"(5), N (y()) )

1
y(s)

Beweis: Erst mal sei y( . ) nach der Bogenldnge parametrisiert, die geodétische Kriimmung ist
dann wie in Definition 2.14}

g(s) = (u/"(),v(5)) = (4(), N(y(5) x o/ () ) = det (1/(5), 5" (5), N (y(5)) ).

Sei nun I 5 s — y(s) € M nicht notwendigerweise nach der Bogenlédnge parametrisiert, und sei
sg € I beliebig. Wir wollen erst mal eine Umparametrisierung ¢ finden, die die Situation auf den
ersten Fall zuriickfahrt:

¢(5):/ ly/ (7| dr, J=v), @:=1"t:J—=1I

@ ist dann eine orientierungserhaltende Umparametrisierung und ¢ := y o ¢ ist dann nach der
Bogenlénge parametrisiert. So definiert man die Kriimmung von y mit der von §: r4(s) := &g (1(s)).
Wir stellen dann fest:

(67) 7 () =y (et) - ¢'(1), 7't =y" (1) - &' (1) + 1/ (0(1) - (1)
Weiterhin haben wir mit der Differentiation der Umkehrabbildung:

1 1 ‘ o
— ¢/(¢_1(t)) - }y/(w_l(t)) 5 und somit % (¢( ))

Also haben wir schlieflich

o a0 0]

k(s) = i((s)) = det (g'(¢(s)),g'/(¢(s)),N(

St (e o TV ¢ 6D V66 )

- \y’(ls)\?’ det (y’(s), v (s), N(y(s))>

<
—
<
—~
»
S~—
SN—
N———
~__

9
A.11 Satz

Sei M eine n—dimensionale abgeschlossene C?-Untermannigfaltigkeit des R™* ohne Rand. Aufler-
dem sei X : R — R™* ein Lipschitz- Vektorfeld an M mit kompaktem Triger. Dann gilt:

(69) / divag X dH" = — / (X, H) dH".
M M

Beweis: Diese Aussage fiir glatte Vektorfelder wurde in [2.11] gezeigt. Von dieser werden wir spéter
Gebrauch nehmen. Wegen der Kompaktheit von supp X, gibt es einen endlichen Atlas {Uy, ¢, Vi}i2 .
Uy, ¢, Vy wie in Definition , der supp X tberdeckt. Nach [LeeS, Theorem 2.23] gibt es eine zu
{Us, ve, Vo} -, untergeordnete glatte Zerlegung der Eins {1y}}",, wobei ¢y: M — [0, 1]:

D ver supp(1e) C M NV,

@ Ve esupp X: S0 () = 1,
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Wir betrachten ersteinmal nur ¢y - X fiir ein festes £ € {1,...,m}. Die Menge supp X N supp ¢, ist
kompakt, somit gilt wegen der Stetigkeit von cpg_l, dass gog_l(supr N supp ¢¢) kompakt ist. Das
bedeutet, dass supp ((W - X) o) C goz_l(supr N supp ¢p) auch kompakt ist, also ist (¢p - X) o
@e: Uy NR™ = R™* Lipschitz.

Nach dem Satz von Rademacher und [Alt] Satz 8.5 (2)] ist (1 - X) 0 o € Wh(U, N R™; R"HF),
d.h. (¢g- X) oy ist bis auf eine Nullmenge I in Uy NIR™ differenzierbar. Nach dem Satz bedeutet
das, dass ;- X fur alle p € w((UgﬁRn) \I ) in p differenzierbar bzgl. M ist, also ist ;- X fast tiberall
differenzierbar bzgl. M in Koordinaten. Weiterhin stellen wir fest, dass wegen der Flachenformel

H" [SO(I)] < Llp 30€|supp(X-7,ZJg) : [’n(I) =0

gilt. Also ist ¢(I) eine H"-Nullmenge auf M, und v, - X ist H"-fast iiberall auf M differenzierbar
bzgl. M. Vielmehr ist 1, - X € W (M N V; R"H*) in dem Sinne, dass HVM(W : XZ)H fiir jedes
t=1,...,n+ k auf M essentiell beschrénkt ist. So hat man nach (e) H™-fast iiberall in M:

[V (e - X <

st

< C(”‘Pé“(ﬂ(Supp(X.w);RnM)) : H(d’f - X)o gpeHWl,oo(Uem]Rn;RrHJc)‘

910, ((Ve - Xi) 0 90) O

Insbesondere ist wegen der Kompaktheit von supp(ty-X)owp: (¢-X)op, € WHH(U,NR™; R™H*), also
existiert nach [Alt] Satz 2.23] (Gﬁ)kem C C§°(UNR™; 1R”+k) mit H(W’X)O‘W_GiHWl,l(Ugm]Rn;RHk) —
0 fiir £ — oo, deren Trager in folgender Menge liegt:

Sp = supp{(@bg-X)ocpg}—i—EgﬂlR" cUNR"

fiir hinreichend kleines aber von k unabhéngiges £, wobei B, := {||z|| < e}. Man sieht schnell, dass
Sy beschrankt ist. Fiir glattes Gi o gozl folgt:

/divM (Ghow, ') dH™ = - / (Gl o, ' H) dH™
MNV, MNV,

Da 1)y - X auf M H"-fast iiberall differenzierbar bzgl. M ist, existiert die Divergenz von (¢, - X)
H"-fast iiberall in M und in Koordinaten £"-fast iiberall in U, N IR"™. Aufierdem kann man mit der
Flachenformel abschétzen:

. B riwi _
/‘dlvM(W-X>'dH - / Jne

MNV, U,NR"

ac"

> g0 - X) 0 00), 9500)
ij

< C(lledllor(symnrey) - (e - X) 0 @ell i sy < 05

wobei C' eine von gy abhéngige Konstante ist (Sy ist kompakt). So gilt:

| / div ag (’(/JgX) dH" — / div aq (Gkocpzl) dH™

MNV, MNV,
.
% / Tntpe | D970 (Ve - X) 0 pg) — 0:G, Djp0)| LT
( )Uzﬂ]R” Y

< Clleellors,mnrry) - (We - X) 0 w0 = Grllwra@,nmeme+s) — 0
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Analog hat man fiir die rechte Seite:

‘/(ka;l,md%”— /<¢£-X,H>d7-["

MNV, MNV,

< / Jnpe - H| - ‘(W‘X) o oy _Gk’dﬁn
Uy,NR™

< Clleellcz(symnrey) - [|(We - X) 0 00 = G|l ,0mns Rty oo O
Also hat man insgesamt

[ avai e xyaw == [ e xmane

MNV, MMV,

Es gilt X =Y, ¢ - X. Wegen der Linearitit der Divergenz resultiert:

m

/diVMXdH”—/ZdWM Y- X dH”-Z / divaq (g - X) dH™
M =1 Ay,
:_Z / (thy - X, H) dH™ = /ZW X, H) dH"

= —Ax, H) dH"
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vMf
Amf
M|
1Bl L1 ()
l9llc2a0)

Ap A
Aij
AP

card(B)
xX(M)

Symbolverzeichnis

Gradient von f auf M
Laplace-Beltrami-Operator von f auf M

= HIm M (M) fiir Borel-messbare M C R"tF
= [\ |B]dH?, L'-Norm von B auf M

= max; |g(s)| + max; |¢/(s)| + max, |¢"(s)|

zweite Fundamentalform von M in p und deren Betrag
lokale Darstellung der skalaren zweiten Fundamentalform von M
skalare zweite Fundamentalform von M in p

=#B, Kardinalitdt von B
Euler-Charakteristik von M

Kronecker-Delta, also 1, falls ¢ = j, und 0 sonst

= 687[ partielle Ableitung nach der ¢-ten Komponente
Richtungsableitung von f in Richtung 7

Differential von f in p bzgl. M

Divergenz von X auf M

Koordinatendarstellung des Metriktensors ((9;¢, 0j¢)) und deren Inverse
= Okgij

- % >0 e(gkéi + gie.k, — Grie) Christoffel-Symbole

Graph von u: Q2 — R

n—dimensionales Hausdorff-Mafs
mittlere Kriimmung und skalare mittlere Kriimmung von M

N-dimensionale Jacobische von f
N-dimensionale Jacobische von f bzgl. M

geodétische Krimmung
n—dimensionales Lebesgue-Maf
Glattbiegungsabbildung und Parametrisierungsabbildung

= /1 + |Vu|?, Jacobische der Flichenformel fiir Graphen

={pe M| X(p) # 0}, Trager von X
Tangentialraum in p € M.

Willmore-Funktional
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Sachverzeichnis

Allgemeiner Divergenzsatz, [9]

Differential, [6]
differenzierbar bzgl. M, [f]
Dirichlet-Randbedingungen,
Divergenz auf M, [0]
Divergenzsatz
allgemeiner, [9)
tangentialer, [7]
Durchmesser
extrinsischer , 27]
intrinsischer ,

erste Fundamentalform, [26]
Euler-Charakteristik,
extrinsischer Durchmesser, 21]

Fliachenformel,
Fundamentalform

erste, [26]

zweite, [7]

GauRk-Bonnet,
Gauksche Kriimmung, [I0]
geodétische Kriimmung,
Gradient, [0]

Graph,

Hawking-Masse, [20]
Helfrich-Funktional,

Immersion, [I§]
innerer Punkt,
intrinsischer Durchmesser,

Jacobische,
auf Untermannigfaltigkeiten,

Kodimension,
Koflachenformel,
fiir Untermannigfaltigkeiten,
Krimmung
Gaufsche, [10]
geodétische,
mittlere, [§]
kritischer

Punkt, [16]

Wert, [16]
Laplace-Beltrami-Operator, [7]

Minimalflichen, [J]
mittlere Krimmung
skalare,
Vektor, [§
Monotonie-Formel,

Navier-Randbedingungen,
orientierbar,

Polyakov extrinsic action, [20]
positiv orientiert, [I1]

Randbedingungen
Dirichlet-,
Navier-, [35]

Randpunkt,

reguldrer
Punkt,

Wert, [16]
Richtungsableitung, [6]

Satz von Sard,
skalare mittlere Kriimmung, [§]

Tangentialraum,
Triangulierung, [10]

Untermannigfaltigkeit
mit Rand, [j]
ohne Rand,

Vektor der mittleren Kriimmung, [§]
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