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0 Einleitung

Viele mathematisch interessante und physikalisch relevante Funktionale treten in Form von
Integralen iiber geometrische Strukturen auf. Das wohl bekannteste Beispiel ist das Fldchen-
funktional, welches den Flacheninhalt einer Flache misst. Das Flachenfunktional versteht man

als Integral der konstanten Funktion 1 iiber die gesamte Flache:

A(f) = /M21d,ug.

Interessant dabei ist die Suche nach Fléchen, welche kritische Punkte des Flachenfunktionals,
beziiglich bestimmter Variationen dieser Flachen, sind. Diese werden (irritierenderweise) Mi-
nimalfliichen genannt. Minimalflichen wurden tiefgehend studiert und viele Resultate sind
bekannt.

Ein anderes, in den letzten Jahrzehnten populédr gewordenes, Funktional ist das Willmore-
Funktional. Dieses ist ebenso als Integral definiert, indem wir das Quadrat der mittleren Kriim-

mung liber die Fldche integrieren:

W(f) = H? dp, .
M2

Kritische Punkte dieses Funktionals nennt man Willmore-Fldchen. Diese stellen eine Verallgemei-
nerung von Minimalflichen dar, in dem Sinne, dass jede Minimalfliche auch eine Willmore-Fliache
ist. Das Willmore-Funktional ist schon lange bekannt. Es wurde bereits im ersten Drittel des
20. Jahrhunderts von Blaschke (siehe [Bla]) und Thomson (siehe [Tho|) studiert. Seitdem ist
das Funktional etwas in Vergessenheit geraten. Erst in der zweiten Hélfte des 20. Jahrhunderts
wurde es von T.J. Willmore wieder popularisiert (siehe [Wil]), sodass es seither seinen Namen
tragt.

Das Flachenfunktional sowie das Willmore-Funktional beschreiben physikalisch relevante
Modelle fiir Membranen. Bei der Modellierung dieser ist die Energie gegeben als Integral
der Energiedichte iiber die Flache, welche eine Funktion der Hauptkriimmungen darstellt.
In nullter Ordnung, d. h. wenn Kriimmungen keine Energiedichten erzeugen, erhélt man das
Flachenfunktional. Mit diesem lassen sich u. A. Seifenblasen modellieren. Mit dem Willmore-
Funktional hingegen modelliert man Membranen, bei denen Kriimmungen, in zweiter Ordnung,
sehr hohe Energiedichten erzeugen, sodass man den Flachenterm ignorieren kann, wie z. B.
bei diinnen Platten. Realistischere Modelle hingegen miissen beide Effekte beriicksichtigen.
Ein Beispiel eines solchen Funktional ist das Helfrich-Funktional (siehe auch [H|), dessen

Energiedichte sich aus der quadratischen mittleren Kriimmung plus dem Flacheninhalt, mit



Vorfaktoren gewichtet, zusammensetzt:

M) = [ () dg = W)+ AU,

Kritische Punkte dieses Funktionals nennt man Helfrich-Fldchen. Das Helfrich-Funktional stellt

eine Erweiterung, sowohl des Flidchen-, als auch des Willmore-Funktionals dar.

In dieser Arbeit fragen wir nach der Existenz von Willmore- und Helfrich-Fléachen in der Klasse
axialsymmetrischer Rotationsflachen. Randwertprobleme fiir das Willmore-Funktional in dieser
Klasse sind bereits weitgehend untersucht wurden. In [DDG| und [DFGS| wurden Existenzsétze
fiir das Dirchlet-Randwertproblem bewiesen und in [DG| fiir ein Navier-Randwertproblem.
Aufbauend auf den beiden erstgenannten Arbeiten wurde in [Sch| ein allgemeineres Funktional,
das Nitsche-Funktional, studiert und fiir dieses ein Existenzsatz formuliert. Wir werden uns
in dieser Arbeit mit der Fragestellung aus [DDG]| auseinandersetzen und eine andere Methode
finden, die dort gezeigte Existenz fiir ein Dirchlet-Randwertproblem von Willmore-Flachen
zu beweisen. Es stellt sich heraus, dass sich diese Methode auch auf das Helfrich-Funktional
fiir einen hinreichend kleinen Anteil des Flachenfunktionals, d. h. fiir kleines € > 0, anwenden
lasst. Diese Beobachtung wurde zuerst in den Arbeitsnotizen [WG] festgehalten. Aufbauend auf
diesen Arbeitsnotizen und [DDG| werden in dieser Arbeit die grundlegenden Begriffe wiederholt,
Rechnungen und Ergebnisse fiir das Willmore-Funktional von Rotationsflichen zusammengefasst,
sowie die Existenztheorie fiir das Willmore- und Helfrich-Funktional mit dieser neuen Methode

ausformuliert.

Die Arbeit unterteilt sich in vier Kapitel. Im ersten Kapitel legen wir die notigen theo-
retischen Grundlagen fiir den weiteren Verlauf. Wir rekapitulieren die direkte Methode der
Variationsrechnung, das bedeutet insbesondere die lokale schwache Folgenkompaktheit reflexiver
Banachrdume. Weiter fithren wir die nétigen Funktionenrdume ein, die uns spéter begegnen. Ne-
ben der Funktionalanalysis werden einige differentialgeometrische Begriffe wiederholt und deren
Notationen gefestigt. Besonderen Wert wollen wir auf den Zugang der dufieren Geometrie mittels
des Pullback-Biindels legen. Dieser gibt uns einen allgemeinen formalen Rahmen, Begriffe wie die
mittlere Kriimmung einzufiihren, und beweist sich bei der Variation geometrischer Funktionale
als wichtiges Hilfsmittel. Im zweiten Kapitel definieren wir dann das Willmore- Funktional
und geben dessen erste Variation an. Im Verlauf konzentrieren wir uns auf die Klasse von
Rotationsflichen, berechnen deren Willmore-Funktional, und beobachten, dass wir das Problem
umformulieren kénnen, indem wir uns Graphen in der hyperbolischen Halbebene anschauen.
Das Willmore-Funktional dieser Graphen wird auch als hyperbolisches Willmore-Funktional
bezeichnet. Aus geometrischen Griinden erweist sich diese Sichtweise als sehr hilfreich und
im dritten Kapitel nutzen wir dies, um ein Minimum fiir das Willmore-Funktional in einer
speziellen Unterklasse von Rotationsflichen zu finden. Es zeigt sich, dass diese Methode ohne
viel Aufwand einen Existenzsatz fiir ein Minimum des Helfrich-Funktionals in der gleichen

Unterklasse von Rotationsflichen wie zuvor zulésst, welches wir dann im vierten Kapitel



behandeln.

Zur besser Ubersichtlichkeit und Lesbarkeit der Arbeit gibt es am Ende der Arbeit noch
ein ausfiihrliches Symbolverzeichnis mit kurzen Erklarungen zu den Symbolen und Notationen,

sowie ein Sachverzeichnis.

Ich méchte mich noch ganz herzlich bei Herrn Prof. Wiersig bedanken, fiir die Moglichkeit
diese Arbeit schreiben zu konnen, sowie bei Herrn Prof. Grunau fiir die langjahrige Betreuung
und Unterstiitzung, insbesondere auch fiir die hilfreichen Anmerkungen und Diskussionen zu

dieser Arbeit. Weiter bedanke ich mich auch bei Boris Gulyak fiir ein hilfreiches Korrekturlesen.



1 Grundlagen

Den Inhalt dieser Arbeit kann man der geometrischen Analysis zuordnen. Fiir die Formulie-
rung des Willmore-Problems (siehe Kapitel §2.1)) benotigen wir einige differentialgeometrische
Grundlagen, welche wir hier zusammenfassen wollen. Beginnen werden wir allerdings zunéchst

mit den funktionalanalytischen Begriffen und Hilfsmitteln, mit denen wir die Existenztheorie in
Kapitel §3| fiihren werden.

1.1 Direkte Methode der Variationsrechnung und
Funktionenraume

In diesem Kapitel wollen wir niitzliche funktionalanalytische Konzepte zusammenfassen. Fiir die
Existenzsatze in Kapitel §3| und benoétigen wir die direkte Methode der Variationsrechnung,
insbesondere die lokale schwache Folgenkompaktheit reflexiver Banachrdume. Anschliefsend
fassen wir einige Ergebnisse flir Funktionenrdume zusammen. Fiir weitere Ausfithrungen und

Definitionen zu diesem Thema sei auf die Biicher [Alt], [Dac], [Do] und [JoLi] hingewiesen.

Als Banachraum bezeichnen wir das Paar (X, ||-||x), wobei X ein Vektorraum ist und || - || x
eine Norm auf X, welche eine, beziiglich der induzierten Normtopologie, vollstdndige Topologie
auf X erzeugt, sodass jede Cauchyfolge konvergent ist. Ein Banachraum heifst separabel, falls
es eine abzéhlbare dichte Teilmenge D C X gibt, d.h. zu jedem = € X gibt es eine Folge
(k)ken C D mit zx — x, k — 0o. Eine Teilmenge K C X heikt (folgen-)kompakt, falls jede
Folge (2 )ren C K eine in K konvergente Teilfolge besitzt, d. h. es gibt eine Teilfolge (xk, )ren

und ein x € K, sodass xy, — x, { — 0.

Ein (stetiges) lineares Funktional auf einem Banachraum X ist eine lineare Abbildung
L: X — R, welche beschrankt ist, d. h. es gibt eine Konstante C' > 0, sodass |L(z)| < C||z| x
fiir alle z € X. Nach [Alt, Lemma 3.1] ist L dann in der Tat stetig. Als Dualraum bezeichnet

man die Menge der (stetigen) linearen Funktionale
X" = {L: X — R : L ist stetiges lineares Funktional} .
Durch
| L) x+ :=sup {|L(z)| : z € X mit |z]x <1}

wird eine Norm auf X* definiert, welche (X*, || - || x+) zu einem Banachraum macht (siche [Alt]

Satz 3.3 (2)]). Der Dualraum vom Dualraum von X wird auch Bidualraum genannt und mit



X** := (X*)" bezeichnet. Unter der kanonischen Injektion versteht man die Abbildung
ix: X = X, tx(z)(L) == L(x).

vx definiert eine injektive und isometrische lineare Abbildung (siehe [JoLi, Lemma 2.2.3]), d. h.
llex ()] x*+ = ||z]x. Ein Banachraum heifst reflexiv, falls tx surjektiv ist. Das heifst also, ¢tx

ist eine isometrische Bijektion von X nach X**.

Mithilfe linearer Funktionale ldsst sich eine neue Topologie auf X definieren, die schwache
Topologie. Dies ist die grobste Topologie (siehe [Altl, Abschnitt 0.14]; somit auch gréber als
die Normtopologie), beziiglich der alle beschrankten linearen Funktionale aus X* stetig sind
(siehe auch [Alt, Abschnitt 6.7]). Konvergenz beziiglich dieser Topologie wird als schwache

Konvergenz bezeichnet und ist charakterisiert durch
zp—=z€X, k-0 & VLeX*: Llxg) — L(x), k— oo..

Analog zu (stark) konvergenten Folgen, sind schwach konvergente Folgen nach [Alt, Bem. 6.3 (5)]
stets beschriankt. Umgekehrt weiff man, dass beschrdnkte abgeschlossene Mengen aus X nur
dann (folgen-)kompakt sind, falls X endlichdimensional ist. In der schwachen Topologie reflexi-
ver Banachrdume hingegeben erreicht man, dass zumindest die abgeschlossene Einheitskugel
in X schwach folgenkompakt sind, d.h. fiir jede Folge (zx)rexn C K gibt es eine Teilfolge
(2, )een und ein z € K, sodass z, — =, { — oo, wie der folgende Satz zeigt. Man muss aller-
dings in Kauf nehmen, dass die verschiedenen Kompaktheitsbegriffe beziiglich dieser Topologie

auseinanderfallen.

1.1 Satz (lokale schwache Folgenkompaktheit in reflexiven Banachriumen)

Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel T(m ={reX:
x|l x <1} € X schwach folgenkompakt.

Beweis: Siehe [AIf], Satz 6.10]. Sei eine Folge (z3)ren C B1(0) gegeben. Im Beweis beschrinkt
man sich auf den Abschluss der linearen Hiille dieser Folge (wird mit Y bezeichnet), welcher
separabel ist. Wegen der Reflexivitdt von X ist auch Y reflexiv (siche [Altl, Abschnitt 6.8 (2)]),
sodass Y** ebenso separabel ist. Nach [Altl Lemma 6.9] ist damit auch Y* separabel. Auf Y*
wendet man die schwach-* Folgenkompaktheit (siche [Altl, Satz 6.5]) an, um ein Grenzelement
(einer Teilfolge) in Y** zu konstruieren, welches, auf X zuriickgezogen, ein Grenzelement fiir

eine Teilfolge von (zx)ken ergibt. O

Insbesondere enthalt damit jede beschriankte Folge (zj)ren € X eines reflexiven Banach-
raumes X eine schwach konvergente Teilfolge (xy,)sen, sodass ein z € X existiert mit x;, —
x, L — oo.



Von der abstrakten Theorie kommen wir nun zu einigen Beispielen von Banachrdumen.
Zunéchst listen wir die Radume stetiger und stetig differenzierbarer Funktionen auf. Auf R"

nutzen wir fiir Ableitungen die iibliche Notation mit Multiindizes o € IN{:

olely -
03
D%y = 0" - - Opmu = la] == E Q.
i=1

aalxl . .80577,1'” ’

Fiir offenes und beschrinktes @ C R™ und k € Ng bezeichnen wir die Radume stetig differenzier-

barer Funktionen

CH(Q) = {u: @ - R: D% existiert und ist stetig fiir alle a mit || < k},
cr@Q) = {ue C*(Q) : D% lasst sich stetig auf Q fortsetzen fiir alle o mit |a| < k},
C2(Q):= (] C¢*©),
keNg
C>(@Q) = () C* Q).
keNg

2l

Zusammen mit der Norm

lullergy = D ID%ullco == D sup|Du(x)

la| <k la|<k T€EQ

)

bildet C*(2) einen Banachraum (sieche [AIf, Satz 1.1+ Satz 1.6]). Der Triiger einer Funktion
u: 0 — R ist definiert als

supp u = {x € Q: u(x) #O},
und wir definieren

cy(Q) := {ue C%(Q) : suppu C Q ist kompakt }
CHQ) :=C* Q) NCy(Q), keNgu{oo}.

Eine Funktion u: Q — R heiftt y-Ho6lder-stetig fiir ein 0 < v < 1, falls es eine Konstante
C > 0 gibt mit

lu(z) — u(y){ <Clz—y|", fir alle x,y € Q.
Ist v =1, so heifst u auch Lipschitz-stetig. Die Abbildung

u(z) —uly :
[eor@ = [Weon@) = SHPW = inf {C >0 |u(z) —u(y)| < Clz - y|7},
x,y€)
T#Y

wird auch als Holder-Halbnorm bezeichnet. Fiir £ € Ng sind Holder-Raume dann die

Funktionenrdume

cr(Q) = {ue CH(Q) [D%u] o @) < 00, fiir alle |af = k}.



Zusammen mit der Norm

lullora @) = lelery + 2 ID*ulons @
|a|=k

ist C*7(Q) ein Banachraum (siche [Alf] Satz 1.7]). In dieser Notation haben wir dann C*9(Q) =
ck(Q).

Andere Beispiele von Funktionenrdume sind die Lebesgue- und Sobolev-Riume. In der Va-
riationsrechnung sind viele Funktionale in Form von Integralen iiber Funktionen und deren
Ableitungen formuliert. Integralnormen bieten daher einen natiirlichen Rahmen solche Va-
riationsprobleme zu behandeln, da wir dann {iber die topologische Struktur des zugehorigen
Banachraumes oftmals Variationsprobleme 16sen konnen (u. A. mit Satz. Fiir offenes 2 C R"

und messbares u: 2 — R definieren wir die LP-Norm

l/p
</ ’u(az)‘p da:) , falls 1 < p < o0,
lull e () = Q

inf {\: |u(z)] <AL in Q} , falls p = oo.
Fiir 1 < p < oo definieren wir die Lebesgue-Réume LP als Aquivalenzklasse von Funktionen
LP(Q) := {u: @ — R : u messbar, ||ul|[pq) < oo}/{u: @ = R: u messbar, u =0 f.i.},

sodass || - [|zr(q) eine Norm auf LP(€2) definiert (die Norm einer Funktionenklasse wird mit
dem Wert der Norm einer Funktion daraus bestimmt), welche (LP(S2), | - [|zr(q)) zu einem
Banachraum macht (siehe [Alt] Satz 1.16 (1)]). Mit dem Skalarprodukt

(u,v)12(0) = /Qu(x)v(x) dz,
wird L?(§2) sogar zu einem Hilbertraum (siehe [Alt, Satz 1.16 (3)]).
Sobolev-Réume sind die abgeschlossenen Unterrdume von LP()) in denen man schwach

ableiten kann. Fiir einen Multiindex v € N nennt man eine Funktion v € L () die a-te
schwache Ableitung von u € L (), falls

/ v(z) p(z) do = (—1)1 / u(x) D% (x) dx , fir alle p € C§° ().
Q Q

Wir bezeichnen dann auch wieder v = D%u. Als Sobolev-Raum W™P definieren wir dann
(m e Np, 1 <p<oo)

W™P(Q) == {u € LP(Q) : fiir alle |a| < m existiert D% und es ist D*u € LP(Q)} .
Es definiert

ullwmr) == Z [ D%ul| Lr(q)

la|<m



die W™ P-Norm auf W"P(Q). Beziiglich dieser Norm ist W"™P(Q2) ein Banachraum (siehe
[AItl, Abschnitt 1.27]). Wir erhalten dann fiir m = 0 wieder W9P(Q) = LP(£2), und speziell fiir
p =2 wird H™(Q) := W™?2() mit dem Skalarprodukt

(u,v) gm(q) = Z (D%, D) 2(q) ,
la|<m
ein Hilbertraum. Weiter ldsst sich zeigen (siehe [Alt] Abschnitt 6.11(3)]), dass W™P(Q) reflexiv
ist fiir 1 < p < oo und m € Ny. Der folgende Satz besagt, dass WP () der Abschluss von

C>(Q) beziiglich der W P-Norm ist.

1.2 Satz (C§°(R™) ist dicht in W™P(Q))
Sei Q@ C R™ mit 0Q € C%'. Fiir 1 < p < oo sind dann die Einschrinkungen der Funktionen in
C(R™) auf Q dicht in W™P(Q) (beziglich der W™P-Norm), also

{ulo: we CF(R™)} ist dich in W™P(Q).

Beweis: Fiir die Definition von ,0Q € C%! siehe [Dal Definition 6.1] und fiir die Beweis des
Satzes siehe [Dol, Satz 6.7]. O

Zum Schluss des Kapitels zeigen wir noch, dass man Sobolev-Ridume gewissermafien als
ygute” Teilmengen anderer Sobolev-Radume und Hélder-Raume auffassen kann. Dabei heifst ein
Banachraum X eine stetige Einbettung eines andere Banachraumes Y, falls X C Y und es

eine Konstante C' > 0 gibt, sodass
ully < Clullx, Vue X.

Man schreibt dann X < Y. Anders formuliert bedeutet dies, dass der Einheitsoperator
idy |x: X — Y stetig ist. Ist dieser zudem kompakt, d.h. das Bild der abgeschlossenen Ein-
heitskugel aus X ist kompakt in Y, so nennt man die Einbettung X < Y auch kompakt und
schreibt X <% V.

1.3 Satz (Sobolev-Einbettungen)
Es sei Q C R™ offen, beschrinkt und habe Lipschitz-Rand (siehe [All, A6.2]), mi,ma € Noy,
sowie 1 < p1,p2 < 0o. Ist
n n
mi;— — >mg — — und mi1 > ma,
P P2
so ist die Finbettung

WPL(Q) <i> WP (Q)

kompakt, also insbesondere auch stetig. Ist

n n
mi— — =My — — oder mi = mao,
P p2



so ist die Finbettung
WmIPL(Q) <y W22 (Q)

stetig.

Beweis: Fiir einen Beweis, siche [Altl Satz 8.9]. O

1.4 Satz (Sobolev-Einbettungen in Hoélder-Riume)
Es sei Q0 C R offen, beschrinkt und habe Lipschitz-Rand(siehe [All, A6.2]), m € N, 1 <p < oo
und k € Ng. Ist m — % >k+vmit0 <~ <1, so st die Finbettung

W™P(Q) < CF(Q)
kompakt, also insbesondere auch stetig. Ist m — % =k+ fir0<~vy<1, soist die Finbettung
W™P(Q) — C*(Q)

stetig.

Beweis: Fir einen Beweis, siehe [Altl Satz 8.13|. Das entscheidende Werkzeug zum Beweisen
der Sobolev-Ungleichungen ist die Morrey’sche Ungleichung ([Alt, Satz 8.11]). O

1.2 Differentialgeometrische Begriffe

In diesem Kapitel sollen grundlegende differentialgeometrische Begriffe zusammengefasst werden,
welche fiir die spateren Kapitel von Bedeutung sein werden. Es besteht nicht der Anspruch eine
vollstéandige Einfiihrung in die Differentialgeometrie zu geben. Fiir die Grundlagen sei auf die
Biicher [Jol, [Leell, [Lee2] und [PaTe] hingewiesen. Zur kleinen Einleitung in das Kapitel fassen

wir noch einige Notationen zusammen.

1.5 Notationen

Im Folgenden sind stets M™ und N™ m-, bzw. n-dimensionale Mannigfaltigkeiten. Meist wird
N™ die Rolle der ambienten Mannigfaltigkeit spielen, in welche M™ immersiert ist (siehe
spater). Karten auf M™ werden meist mit z: U — R™ oder kurz (U,z) bezeichnet, auf
N™ mit y: V. — R", bzw. (V,y). Die Komponenten der Kartenabbildungen werden auch
Koordinatenfunktionen genannt und mit 2': U — R, 1 < i < m bezeichnet (auf N analog
¥V = R, 1<j<n). Fiir eine Funktion f: M™ — A" bezeichnen wir die Komponenten
beziiglich der Karte (V,y) mit f/ := 3/ o f. Fiir Punkte auf M™ schreiben wir meist p € M™,

auf N verwenden wir meist ¢ € N”. Der Tangentialraum um p € M™ wird mit T, M™



geschrieben (analog TypN™ um ¢ € N™). Fiir Tangentialvektoren werden meist griechische
Buchstaben benutzt, z. B. §, € T, M™. Wir verstehen Tangentialvektoren stets als Derivationen
(siehe [Leell, Chapter 3]) auf C°(M™) (bzw. C*°(N™)), der Menge aller glatten Funktionen
auf M™ (bzw. N™), um p € M™ (bzw. ¢ € N™). [ |

Wir fassen nun etwas Theorie zu Vektorbiindeln zusammen, bringen Definitionen und Beispiele

welche uns spéter ab und zu begegnen werden.

1.6 Definition (Vektorbiindel)
Sei M™ eine Mannigfaltigkeit. Ein (glattes, reelles) Vektorbiindel vom Rang k tiber M™

ist eine Mannigfaltigkeit £ zusammen mit einer surjektiven Abbildung 7: & — M™, sodass
(i) Fiir alle p € M™ ist &, := 7 !(p) ein k-dimensionaler (reeller) Vektorraum.
(ii) Fir alle p € M™ gibt es eine Umgebung U C M™ und einen Diffeomorphismus
®: 7l (U) > UxRY, 0 = (n(€),7(6))

wobei 7: 771 (U) — R¥ eingeschrinkt auf &, fiir alle p € U ein Vektorraumisomorphis-

mus ist.

Ublicherweise bezeichnet man das Vektorbiindel auch mit ,7: & — M™* (oder einfach nur
£). € bezeichnet man dabei auch als Totalraum, M™ den Basisraum, 7 die Projektion,
&, == m1(p) heifen die Fasern und das Paar (U, ®) nennt man Biindelkarte oder lokale

Trivialisierung.

Genaueres zu der Definition lese man in [Leell Chapter 10] nach. Man kann zeigen (siehe [Leell
Proposition 3.18 und 10.4|, dass das Tangentialbiindel TM™ als disjunkte Vereinigung aller
Tangentialraume[l]

™M™= ] oM™
pEM™

mit der Struktur einer 2m-dimensionalen Mannigfaltigkeit versehen werden kann und letztendlich
auch ein Vektorbiindel ist. Es gibt unterschiedliche Methoden Vektorbiindel durch ,Zusam-
menkleben“ von Fasern zu konstruieren (siehe [Bal, Abschnitt 1.3|, sowie [Leel, Lemma 10.6])
und gleichermafen aus bereits bestehenden Vektorbiindeln neue zu konstruieren. Dazu zdhlen
unter anderem (siehe [Wal, Kapitel 2.2.2]) direkte Summen von Vektorbiindeln, Tensorprodukte
dieser, das duale Vektorbiindel, sowie das Homomorphismenbiindel. Seien 71: & — M™ und
mo: & — M Vektorbiindel, dann ist die direkte Summe (Whitney-Summe) &; @ &,
definiert durch

E1DEy = H 51p@€2p, sodass (51@52)p251p@52p,
pEM™

1] bezeichnet die disjunkte Vereinigung beliebiger Mengen.
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und das Tensorprodukt £&; & &2 definiert durch
E0& = [ €,0&,,  sodass (£ ®&),=E1p®Esp.
peEM™
Das duale Vektorbiindel £* eines Vektorbiindels 7: &€ — M™ ist gegeben durch
&= H (&))", sodass &, == (£%), = (&))" -
peEM™
Weiter kann man fiir das Vektorbiindel 7: £ — M™ das assoziierte Tensorbiindel £, vom

Typ (%) bilden durch

El =6 RERE R - REF.

r-fach s-fach

Als letztes definiert sich das Homomorphismenbiindel Hom(&q, £2) durch

Hom(&y, &) = H Hom(&1p,E2p) = &7 @ &2,
peEM™
sodass (Hom(&1, 52))p = Hom(&1p, E2p) -

Insbesondere sind damit auch das Kotangentialbiindel (siche auch [Leell Chapter 11])
T*"M™ = (TM™)",

sowie das Tensorbiindel vom Typ (%) tiber 7M™ (siehe auch [Leell Chapter 12])
TEM™ = (TM™);,

andere Beispiele von Vektorbiindeln iber M™.

Als (globalen) Schnitt eines Vektorbiindels 7: & — M bezeichnet man eine glatte Ab-
bildung X: M™ — &, sodass m o X = idum, also X, := X(p) € &,. Ist X nur auf einer
offenen Teilmenge U C M™ definiert, bezeichnet man den Schnitt auch als lokal. Die Menge
aller Schnitte wird mit C™(£) bezeichnet, die Menge aller lokalen Schnitte mit C™(£y ) oder
C>(U,¢&). Ein (globaler) Frame ist eine Menge {E;}; C C*°(€), sodass diese, eingeschrénkt
auf &, fiir alle p € M™ eine Basis von &, bildet. Der Frame heift lokal, falls alle £; auf einer
offenen Menge U C M™ definiert sind. Nach [Leell Example 10.18 und Proposition 10.19], sowie
[Ball, Proposition 1.2.2|, erzeugt jede Biindelkarte ein lokales Frame und umgekehrt erzeugt
jedes lokale Frame eine lokale Trivialisierung, sodass man nicht zwischen beiden Begriffen

unterscheiden braucht Pl

2Fiir U € M™ als offene Untermannigfaltigkeit lassen sich lokale Schnitte von £ auch als globale Schnitte
X:U—= &y := 71'71(U) des auf U eingeschrinkten Biindels £y auffassen.

3Beachte, dass ein globales Frame nicht automatisch bedeutet, dass es eine globale Karte fiir die Mannigfaltigkeit
gibt.
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Die Schnitte des Tangenialbiindels 7M™ nennt man auch Vektorfelder (siche auch [Leell,
Chapter 8|). Es gibt eine Eins-zu-Eins-Korrespondenz zwischen Vektorfeldern und Derivationen
(siehe [Leell Proposition 8.15]). Derviationen sind Abbildungen D: C*®°(M™) — C®°(M™),
welche R-linear sind und die Leibniz-Regel erfiillen, d. h.

D(af) = aD(f), acR, feC®Mm),
D(fg) == fD(g) + g D(f), fig € C¥(M™).

Kiinftig unterscheiden wir nicht zwischen beiden Begriffen und verstehen unter dem Vektorfeld
X € C®°(TM™) auch die Derivation X : C*®°(M™) — C°°(M™) mit

(Xf)p) =Xpf,  Xp=X(p) € TLM™

Kompositionen von Vektorfeldern sind im Allgemeinen keine Vektorfelder mehr, deren Lie-

Klammern, bzw. Kommutatoren, welche durch
X Y)f = X(Y() - Y(X(), VXY €C™(TM™),

definiert sind, allerdings schon (siehe [Leell, Lemma 8.25]). Schnitte des Kotangentialbtindels
T*M™ nennt man auch Kovektorfelder, Differentialformen oder 1-Formen. Ein Kovek-
torfeld w: M™ — T* M™, lasst sich auch als eine C°°(M™)-lineare Abbildung auf C*°(T'M™)
auffassen. Umgekehrt erzeugt jede solche C'*°(M™)-lineare Abbildung ein Kovektorfeld (siehe
auch [Leell, Proposition 11.11]). Dies ist eine Folgerung einer allgemeinen Charakterisierung von
Schnitten des Tensorbiindels £;. Aufgrund der Reflexivitit endlichdimensionaler Vektorraume,
konnen wir Elemente &, € £, mit linearen Funktionalen auf £7, d.h. mit dem Bidualraum &%,
identifizieren. Weiter erzeugt jedes Tensorfeld T' € C*>°(&]) eine C°°(M™)-Multilinearform 7
durch

T:C®E)R@--@C®EHNRC®E)R@--@CC(E) = C(M™),
s-fach r—?arch

T(wiy. . ws, X1,-.., X)) (p) :=T(p) (wl(p), o ws(p), X1(p) -, X (D)) -

Die Umkehrung lésst sich auch zeigen (modifiziere |[Leell Lemma 12.24] und [Lee2, Lemma 2.4]).
Die Eigenschaft C°°(M"™)-multilinear zu sein, wird oft auch tensoriell genannt. Kiinftig wollen
wir nicht zwischen den beiden Sichtweisen unterscheiden und diese Multilinearform mit dem

gleichen Buchstaben bezeichnen.

1.7 Definition (Metrik)

Sei m: &€ — M™ ein Vektorbiindel. Eine Abbildung g € C*°(E* ® £*), welche symmetrisch,
d.h. ¢(X,Y) = ¢g(Y, X), und positiv definit, d.h. g(X,X) > 0, falls X # 0, ist (fiir alle
X,Y € C*(€)) heift (Biindel-)Metrik fiir £. Stellenweise wird die Metrik auch als (-, - )4

geschrieben oder, wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, auch ohne Index.
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Insbesondere nennt man die Metrik g im Falle £ = TM™ auch eine riemannsche Metrik.
Das Paar (M™, g) heifst riemannsche Mannigfaltigkeit.

Weiterhin heift ein Frame {E;}; C C*°(€) (mit allgemeinem &) orthonormal, falls

9i;(p) :== (Ei(p), E;(p))

Die Existenz eines solchen lokalen Frames um p € M™ wird durch Modifizierung von [Leell,

= 0ij, fiir alle 4,7, p € M™.
9Ip

Corollary 13.8] gesichert.

Ein Ableitungsbegriff auf £ wird mit der Definition von Zusammenhdngen eingefiihrt.

1.8 Definition (Zusammenhang)
Sei m: & — M™ ein Vektorbiindel. Ein Zusammenhang (auch als kovariante Ableitung
bezeichnet) in £ ist eine Abbildung

V:C®(TM™) x C®(E) = C(E), (X,Y)— VxY,
mit den folgenden Eigenschaften:
(a) VxY ist linear iiber C*°(M™) in X:
Vixi4gx.Y = fVx,Y +gVx,Y, fir f,g € C°(M™).
(b) VxY ist linear iiber R in Y:
Vy(aYi +bYs) = aVyY: +bVxYs,  fiira,b e R.
(c) V erfiillt die Produktregel:
Vx(fY)=fVxY+(X[f)Y, fir f e C°(M™).

Einen Zusammenhang auf & = T /M™ nennt man auch einen linearen Zusammenhang,.

Ein Zusammenhang ist insbesondere tensoriell im ersten Eintrag. Fiir den zweiten Eintrag

zeigt sich aber auch, dass dieser lokal ist.

1.9 Hilfssatz (Lokalitidt von V)
Sei V ein Zusammenhang auf 7: € — M™, X € C°(TM™), Y € C*°(E) und p € M™. Dann
hingt V xY|, nur von den Werten von Y in einer Umgebung von p und dem Wert von X in
p ab. Das heift fir X € C®(TM™) und Y € C®(E) mit X(p) = X(p) und Y =Y in einer
Umgebung von p gilt

VxY|, =ViY] .

Insbesondere kénnen wir den Ausdruck VxY'|, formal durch Vx,Y ersetzen.
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Beweis: Fiir den Beweis kombiniere man [Lee2) Lemma 4.1] und |[Lee2, Lemma 4.2|. Der
formale Ausdruck Vx,Y ist in dem Sinne wohldefiniert, dass nach [Leel, Lemma 10.12] eine
Fortsetzung von X, als Vektorfeld in eine Umgebung von p € M™ existiert. Nach der Lokalitét

ist der Ausdruck unabhéngig von dieser Fortsetzung. O

Es stellt sich die Frage, ob und wieviele Zusammenhénge es auf einem Vektorbiindel gibt. Von
fundamentalem Interesse ist natiirlich die Frage nach Zusammenhéangen auf T M™. Die Frage

lasst sich leicht untersuchen, wenn man sich die zugehérigen Christoffel-Symbole anschaut.

1.10 Definition (Christoffel-Symbole)
Sei V: C®(TM™) x C®(TM™) = C®°(TM™) ein Zusammenhang auf T'’M™, auch linearer

Zusammenhang genannt, und {E; }; ein lokaler Frame auf U C M™ fiir T M™. Die Relationen
m
Vi Ej = Z Ik By
k=1
definieren m? Funktionen I‘fj: U — R, welche Christoffel-Symbole genannt werden.

Mithilfe der Christoffel-Symbole lasst sich auch VxY ausdriicken (siehe z. B. [Lee2, Lem-
ma 4.3]). Somit kénnen wir, sofern ein globales Frame existiert, eine eins-zu-eins Korrespon-
denz zwischen der Wahl von {Ff’]} und einem Zusammenhang herstellen (siehe auch [Lee2)
Lemma 4.4]). Insbesondere zeigt man mit einer Teilung der Eins die Existenz eines linearen
Zusammenhangs auf jeder Mannigfaltigkeit M™. Weiter interessiert man sich noch fiir Zusam-
menhénge mit besonderen Eigenschaften. Ist eine Metrik auf einem Vektorbiindel gegeben, so

stellen Zusammenhénge, welche die Metrik invariant lassen, als ,,gut“ heraus.

1.11 Definition (Riemannsche Vektorbiindel)
Ein Vektorbiindel 7: &€ — M™ heikt riemannsch, falls es eine glatte Abbildung g € C*°(E*®E™)
und einen Zusammenhang V: C®°(TM™) x C*®(E) — C*(&) gibt, sodass

X(9(Y,2)) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ), V¥YXeC®TM™) undVY,Z e C™®¢).

V heifit dann auch kompatibel mit g.

Sei m: £ — M™ ein Vektorbiindel und V ein Zusammenhang auf £. V erzeugt gleichermafen

einen Zusammenhang auf £* ® £* (auch mit V bezeichnet) durch

(Vxg)(Y,Z) := X (g(Y,2Z)) —g(VxY,Z) —g(YVxZ),
VX € C%(TM™) und VY, Z € C°(€).

Insbesondere ist bei gegebener Funktion g € C*(£* ® £*) die Kompatibilitidt dquivalent zu
Vxg =0 fir alle X € C®(TM™).
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1.12 Satz (Fundamentallemma der Riemannschen Geometrie)
Sei (M™, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ezistiert ein eindeutiger (linearer) Zu-

sammenhang V auf TM™, welcher kompatibel mit g ist und torsionsfrei, d. h.
VxY -VyX =[XY], VX, Y € C®°(TM™).

Dieser Zusammenhang heifit auch Levi- Civita Zusammenhang. Fir den zu einer Karte (U, x)
von M™ zugehérigen Koordinatenframe berechnen sich die Christoffel-Symbole des Levi-Clivita

Zusammenhangs zu

> ") ((9igje)(p) + (Digi0) (0) — (Degiy)(0)) ,

(=1

I}(p) =

mit, wie blich, gij(p) = 9(8ilp, 9jlp) und " (p) = (gs;(p)) "

Beweis: Der Beweis ist nachzulesen in [Lee2, Theorem 5.4]. O

Der Levi-Civita Zusammenhang stellt die kanonische Wahl eines linearen Zusammenhangs
auf einer riemannschen Mannigfaltigkeit dar. Sprechen wir kiinftig von einem Zusammenhang
auf einer riemannschen Mannigfaltigkeit, ohne diesen zu spezifizieren, so soll damit stets der

Levi-Civita Zusammenhang gemein sein.

Analog zum Fall von Metriken (bzw. £* ® £*) konnen wir auch auf dem Homomorphismen-
biindel einen Zusammenhang erzeugen. Sei V& ein Zusammenhang auf dem Vektorbiindel
mi: & — M™, i = 1,2. Wir erhalten auf Hom(&;, &) einen Zusammenhang V* durch

Vi C®°(TM™) x C*(Hom(&1,E)) — C(Hom(Er, E)),
(VES)(¥) == VR (S(Y)) - S(VRY).
Mithilfe dieses Zusammenhangs auf dem Homomorphismenbiindel lasst sich der Laplace-Operator
auf einem Vektorbiindel 7: &€ — M" definieren. Dazu beobachten wir, dass die Abbildung (hier
mit & = TM™, & = 5)
V2. C%°(TM™) x C°(TM™) x C®(E) — C=(E),

ViyZ = (v% (A viz))(y) = V&(VEZ) - VE 2,
die gleichen Eigenschaften wie ein Zusammenhang besitzt: (X,Y) — V%C’YZ ist bilinear iiber
C*®°(M™) und V? erfiillt R-Linearitit und Produktregel im letzten Eintrag. Es besteht lediglich
der Unterschied, dass nun zwei Eintrédge fiir Vektorfelder auf M™ existieren. Wir bezeichnen
V2 deshalb als zweite kovariante Ableitung. Die Spur der zweiten kovarianten Ableitung

beziiglich der Tangentialvektorfelder auf der riemannschen Mannigfaltigkeit M™ definiert den

Laplace-Operator auf &:
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1.13 Definition (Laplace-Operator auf Vektorbiindeln)
Sei m: £ = M™ ein Vektorbiindel mit Zusammenhang V iiber einer riemannschen Mannigfal-
tigkeit (M™, g). Wir bezeichnen die Abbildung

Ag: COO(5> _>Coo(g)’ AgZ:: try <(X,Y) n—>V§(7YZ) ,

als Laplace-Operator auf £, wobei die Spur tr, lokal von der Form (siehe [Lee2, Seite 27 ff.])

try ((X,Y) VXYZ> Z gl Z gl ( (V%,2) - V%EiEjZMp
4,j=1 ,5=1

ist, wobei {E;}; C C®°(TM™) ein lokaler Frame um p € M™ ist und (9% (p)):; = (9:;(p)) %,

9i5(p) = 9(Ei(p), E;(p))-

Wir schauen uns nun kurz ein spezielles Beispiel eines Vektorbiindels an, namlich M™ x R
und identifizieren diesen mit der Menge der glatten Funktionen C*°(M™) auf M™. Wir
definieren dort einen kanonischen Zusammenhang, sodass der dazugehorige Laplace-Operator

dem bekannten Laplace-Beltrami-Operator gleicht.

1.14 Laplace-Beltrami-Operator
Auf C*°(M™) ist der Laplace-Beltrami-Operator (soll hier auch mit A, bezeichnet werden)
iiblicherweise definiert als (siehe [Jol Seite 87 ff.| fiir Definition von A,, div und grad)

Ay f = d*df = —div(grad f), fec®(mMm).
Beziiglich einer Karte um p € M™ ist A, f von der Form (siehe [Jo, Seite 881.])
9
i () 2
Va0 A= 1893%( ) 97 (p) axjf>

wobei G(p) := det(gij(p))i; und (9% (p))ij = (9i5(p));;"-

Agf(p =

p

Andererseits ldsst sich C°°(M™) mit dem trivialen Vektorbiindel M™ x R iiber M™ identifi-
zieren. Das heiflt es besteht eine eins-zu-eins Korrespondenz zwischen Schnitten C*°(M™ x R)
und den glatten Funktionen C*°(M™). Sei f € C*°(M™) und F € C°(M™ x R) der dazuge-
horige Schnitt, sodass F'(p) = (p, f(p)). Wir definieren die Wirkung von X € C*°(T'M™) auf F
durch

X(F) e C*(M™ xR),  X(F)(p) = (p, X(f)(p)) -

Insbesondere beobachtet man, dass V: C®°(TM™) x C®°(M™ xR) - C®°(M™xR), (X, F) —
VxF := X(F) einen Zusammenhang auf M" xR definiert. Dies ist der Zusammenhang, welcher
kompatibel mit der Biindel-Metrik g(F, H) := fh mit F(-) = (-, f(-))und H(-) = (-,h(-))
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auf M™ x R. Der dazugehorige Laplace-Operator stimmt dann mit dem Laplace-Beltrami-
Operator, bis auf das Vorzeichen, iiberein. Dies ist eine Folgerung der Weitzenbick Formel (siehe
[Jo, Theorem 3.3.3|). Lokal ist A, f also ebenso von der Form (p € M™ und E; = 0,:)

(@0 N0 Y 600 (T (TR - V),

2,7=1
=2 97 (Ei(Ej(f)) -1k () Ek(f)>
iy=1 k=1 p
m 2 m
- jzl ) (aj 05 - 2 Tir) %(p))

Ein Zusammenhang V auf einem Vektorbiindel 7: £ — M™ ermoglicht den Zugang, Elemente
unterschiedlicher Fasern von £ zu vergleichen. Diese lassen sich in einer von V vorgegebenen
Art und Weise entlang von Kurven auf M™ verschieben. Dies nennt man Parallel- Transport
(siehe |Lee2l, Seite 591f.], [KoNol, Kapitel I1.3] oder [Bal, Kapitel 3.1]). Das Mafs, wie sich ein
Faserelement in &, , welches entlang zweier unterschiedlicher Kurven nach &, parallel verschoben
wird, verandert, wird als Krimmung bezeichnet, bzw. mit dem anschaulichen Begriff der
Krimmung verbunden. Dies hat damit zu tun, dass zweite kovariante Ableitungen in den
Ableitungsrichtungen in der Regel kommutieren. Als Maf fiir die Kriimmung nehmen wir also
die Differenz der zweiten kovarianten Ableitungen mit vertauschten Richtungen, was wir in

folgender Definition festhalten:

1.15 Definition (Kriimmungstensor)
Sei V ein Zusammenhang auf dem Vektorbiindel 7: & — M™. Dann ist der Kriimmungstensor
Ry definiert als Abbildung

Ry: C®(TM™) x C®(TM™) x C*(E) - C(E),
Ry(X,Y)Z = Vyy —VyxZ = VxVyZ - VyVxZ - Vv v-vyxZ.
[Lee2, Proposition 7.1] zeigt, dass Ry in der Tat auch tensoriell ist, sodass (Ry(X,Y)Z)(p)

nur von X,, Y, und Z, abhangt. Fiir den Fall £ = TM™ und V als Levi-Civita Zusammenhang,

wird Ry oft auch als riemannscher Kriimmungstensor bezeichnet und es gilt
Rv(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ — V[Xy]Z, XY, 7 e COO(TMm).

Beziiglich eines Koordinatenframes um p € M™ besitzt Ry die Komponenterﬁ

¢
Rvij,f(p) = 812-Ff;j — 0T}y + Z (Fﬁi K~ Ff’j ZZ> :
r=1

“Wir halten uns hier an die Konventionen und Definition in [Lee2].
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Oftmals wird auch der (9)-Tensor
Riem(X,Y, Z, W) := (Rv(X,Y)Z,W)_, XY, Z,W € C®(TM™),

als riemannscher Kriimmungstensor bezeichnet und Ry lediglich als Krimmung. In |[Lee2)
Seite 121 ff.] liest man die Symmetrieeigenschaften von Riem nach. Wegen der Antisymmetrien

in den ersten beiden, bzw. letzten beiden, Eintragen, stellt
Ric(X,Y) = tr, ((A, B) v Riem(4, X, Y, B)) = tr, ((A,B) > Riem(X, A,B,Y))

die einzige Mdoglichkeit dar, eine nichttriviale Spur iiber Riem zu bilden. Der so entstandene
(§)-Tensor Ric wird auch als Ricci-Tensor oder Ricci-Kriimmung bezeichnet. Die erneute

Spurbildung
S = tr, Ric = tr, ((X, Y) Ric(X,Y)),

wir als skalare Kriimmung bezeichnet. Bei (zweidimensionalen) riemannschen Flichen begeg-
net man oft der Gaufi-Kriimmung

Riem(X,Y,Y,X)  Riem(X,Y,Y,X)

(XZIY2 - (X,Y)2 (X AY[G

K =

wobei { X, Y} C C%°(T M?) beliebiges Frame ist. Dann héingt K mit S zusammen durch S = 2K.
Als Verallgemeinerung der Gauk-Kriimmung auf beliebig dimensionale Mannigfaltigkeiten fiihrt
man die Schnittkriimmung beziiglich einer Schar von zweidimensionalen Teilrdumen der
Tangentialrdumen, welche von zwei Vektorfeldern aufgespannt werden:
K(X,Y) = Riem(X,Y,Y, X) _ Riem(X,Y,Y, X) 7
(XT3 1Yl — (X, Y)3 X AYZ

X,Y € C*°(TM™) lin. unabh.

Von nun an betrachten wir die Mannigfaltigkeiten M™ und N™, fiir welche eine glatte
Abbildung f: M™ — N™ gegeben ist. Auf N sei ein Vektorbiindel £ gegeben und wir wollen
nun versuchen, dieses auf M™ ,zuriickzuziehen®. Das so konstruierte Vektorbiindel auf M™

dient als Ausgangspunkt fir die duflere, bzw. extrinsische Geometrie auf M™.

1.16 Definition (Pullback-Biindel)
Sei 7: & — N™ ein Vektorbiindel und f: M™ — N™ eine glatte Abbildung. Das Vektorbiindel

™ f*€ — M™ nennen wir ein Pullback-Biindel, wobei
€=1] & = {8 eN"xE: f(p)=7(€)} CN" xE,
pEM
und 7* ist die Projektion von f*&€ auf M™, also fiir &, := (p,&) € (f*E)y := Epp) C f*E ist
7 (&p) = p. Das Pullback-Biindel ist in der Tat wieder ein Vektorbiindel. Fiir eine Biindelkarte
(V,¥) von € erhalten wir eine Biindelkarte (U, ®) von f*€, wobei U = f~1(V) € M™ und

P W*_I(U) — U x RF S& (p7 (pr2o\11)‘f(p)(fp)),
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pry ist die Projektion auf die zweite Komponente. [Leell Lemma 10.6] oder [Lee2, Lemma 2.2]

liefert dann die Behauptung.

Schnitte von & induzieren Schnitte von f*&: Sei X € C*°(€) ein Schnitt von &, dann
bezeichnen wir mit Xy := X o f € C°°(f*£) den von X induzieren Schnitt auf f*£. Analog
lassen sich ebenso (Biindel-)Metriken von € auf f*€ induzieren: Sei g € C®(E* @ £*) eine
Metrik auf N™. Dann definiert

g M= (fFE)T (), g (Xp,Yp) == Gr(p) (Xp, Yp)

eine (Biindel-)Metrik g* € C°((f*€)* @ (f*€)*) auf f*€. Wir nennen ¢* die von g induzierte
Metrik auf f*€ E] Insbesondere ist diese charakterisiert durch g(X,Y’) o f = ¢g*(Xy,Y}) fiir
X, Y € C™(€&).

Auf relativ kanonische Art und Weise lassen sich auch Zusammenhénge auf einem Vektorbiindel
7: & — N™ nach M™ zuriickziehen.

1.17 Definition und Hilfssatz (Pullback-Zusammenhang)
Sei f: M™ — N™ eine glatte Abbildung, 7: £ — N ein Vektorbiindel mit Zusammenhang
V . Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Zusammenhang V* auf f*€, den Pullback-

Zusammenhang, welcher charakterisiert ist durch
Ve, X5 =Vi5gX €& = (7€),

fiir beliebiges p € M™ und &, € T, M™ und X € C*(£), wobei der Ausdruck im Sinne von

Lemma [1.9] zu verstehen ist.

Beweis: Den Beweis liest man bei [Bal, Proposition 2.2] nach. O

Es zeigt sich, dass dieser zuriickgezogene Zusammenhang in dem Sinne natiirlich ist, dass er
die riemannsche Struktur erhilt. Das soll heifen: Ist V kompatibel mit einer (Biindel-)Metrik g,

so wird V* mit der induzierten (Biindel-)Metrik g* kompatibel sein.

1.18 Proposition
Ist g eine (Biindel-)Metrik auf 7: &€ — N™ und V ein Zusammenhang, welcher kompatibel mit
g ist, dann st V* kompatibel mit g*.

Beweis: Einen Beweis liest man in [Ba, Proposition 2.3] oder [Per, Theorem 2.5| nach. O

5 Pullback-Metrik wire eigentlich der angemessene Begriff hier, allerdings ist dieser Bereits fiir g := f*§ reserviert
(siehe unten). Wir werden allerdings gleich sehen, dass man T M™ als Unterbiindel von f*TN™ auffassen
kann und somit die Einschrankung der Metrik ¢g* auf TM™ mit g = f*§ iibereinstimmt und somit eine
Verallgemeinerung der Pullback-Metrik darstellt.

19



Mit diesen Vorarbeiten widmen wir uns nun der duferen Geometrie. Insbesondere meinen
wir damit, dass f: M™ — N™ eine Immersion ist, d.h. fi|, ist injektiv und besitzt konstanten
Rang = m fiir alle p € M™ (siehe auch |[Leell Chapter 4|). Das heift insbesondere auch
m < n. Ist auf N eine Metrik g gegeben, so konnen wir durch g := f*g eine Metrik auf M™
zuriickziehen, die Pullback-Metrik oder auch erste Fundamentalform genannt, sodass f
eine isometrische Immersion wird. Fiir diese Metrik findet man nun wieder den Levi-Civita
Zusammenhang auf T M. Allerdings stellt sich heraus, dass diese induzierte metrische Struktur
relativ unbrauchbar fiir Untermannigfaltigkeitengeometrie ist, da man jegliche Information
iiber die Immersion, damit ist der Normalenraum gemeint, ignoriert und man lediglich die
induzierte Metrik als erste Fundamentalform behélt. Diese Tatsache ist sogesehen aber relativ
irrelevant. Viel wertvoller ist allerdings der Ansatz, punktweise, die kompletten Tangentialrdume
T f(p)/\/ "™ auf M™ zuriickzuziehen, um den Normalenraum beizubehalten. Insbesondere wollen
wir also das Pullback-Biindel f*TN™ betrachten. Zusammen mit der induzierten Metrik und
dem Pullback-Zusammenhang hat man dann die wesentlichen Informationen der Immersion auf
M™ zuriickgezogen.

Elemente aus TM™ lassen sich durch f nach f*TN™ einbettenﬁ

fp € TpMm, f; = f*fp € Tf(p)/\/n = (f*TNn)p

Somit kénnen wir TM™ als Teilmenge von f*T'N™ auffassen. In der Tat ist TM™, wegen
der Injektivitdt von fy, sogar ein Unterbiindel von f*TN™. Fiir den Begriff des Unterbiindels
und dem Nachweis der Tatsache siehe [Leell Seite 264 ff., insbesondere Theorem 10.34|. Das zu

TM™ komplementére Unterbiindel wird als Normalenbindel bezeichnet.

1.19 Definition (Normalenbiindel)
Sei f: (M™,g) = (N™, ) eine isometrische Immersion, sodass g = f*g, d. h. g ist die Pullback-

Metrik von g. Als Normalenbiindel definieren wir das Vektorbiindel vom Rang n — m

NMmm = [ Mpmm o= T (Lmmm)*

pEM™ pEM™
= H {ﬁp € (ff'TN™),: g(&.mp) =0, fir alle n, € Tp/\/lm} ,
peEM™

mit Faser N, M™, dem Normalenraum, sodass TM™ L NM™ und tiblicher Projektion. Die
Vektorbiindeleigenschaft ist in [Leell Proposition 13.21] nachgewiesen. Wir haben dann eine
Zerlegung f*TN™ = TM™ @& NM™ des Pullback-Biindels in das Tangential- und Normalen-
biindel.

Beziiglich der Zerlegung f*TN™ = TM™ & NM™ wollen wir Projektionen auf das jeweilige

Unterbiindel einfiihren. Es bezeichne

T TN — TM™, L TN - NM™

5Dazu braucht f keine Immersion sein.
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die tangentiale bzw. normale Projektion, sodass jedes §, € £;(,) die eindeutige Darstellung
& =& + & mit & € T,M™ und & € NpM™ besitzt.

Gleichermafen, wie einzelne Vektoren, lassen sich Vektorfelder auf T'M™ kanonisch in f*TN™

einbetten{’]
X*: M™ = f*TN™, X*(p) == f Xp, also X* € C®(f*TN™).

Ist f eine Immersion so bildet X* nach TM™ als Unterbiindel von f*TN™ ab. In diesem Fall

lassen wir das * einfach weg, um die Notation nicht zu iiberfluten.

Wir schauen uns jetzt wieder das Beispiel der Immersion f: M™ — N™ mit & = TN™
an und fragen uns wie der Pullback-Zusammenhang V* mit dem von der Pullback-Metrik
f*g induzierten Levi-Civita Zusammenhang V zusammenhéngt. Es ist klar, dass durch die
zusétzlichen Richtung normal M™ im Pullback-Biindel mehr passieren kann. Wir splitten die

einzelnen Komponenten auf und bezeichnen
V= ToV*: C®(TM™) x C®(f*TN™) = C®(TM™),
V= LoV C®°(TM™) x C®(f*TN™) — C°(NM™).

Aufgrund der Linearitéit von Projektionen ergeben V', bzw. V1 eingeschrinkt Schnitte von
TM™, bzw. NM™, wieder Zusammenhénge iiber TM"™ bzw. N M™.

Dem normalen Anteil von V* kommt eine besondere Bedeutung zu, denn er enthélt sdmtliche
Information iiber die duflere Geometrie, d.h. wie sich M™ beziiglich der Immersion f im

ambienten Raum N™ kriimmt. Deshalb geben wir dem einen eigenen Namen:

1.20 Definition (Zweite Fundamentalform)

Sei f: (M™,g) — (N, g) eine isometrische Immersion, (N™, §) mit Levi-Civita Zusammen-
hang auf TA™. Wir nennen die symmetrische C*°(M™)-Bilinearform (siehe dazu auch |[Lee2,
Lemma 8.1])

B: C®(TM™) x C®(TM™) = C®(NM™),  B(X,Y) = VxY = (ViY)",

die zweite Fundamentalform.

Fiir den tangentialen Anteil von V* stellt sich heraus, dass dieser mit dem Levi-Civita

Zusammenhang V der induzieren Pullback-Metrik iibereinstimmt:

7Auch hier braucht f keine Immersion sein. Die Eigenschaft, dass f eine Immersion ist, ist nur fiir die Tatsache
wichtig, dass T’M™ sich als Unterbiindel in f*T'N'™ einbetten lisst, sodass wir NM™ sinnvoll definieren
konnen und f*TN™ die Zerlegung f*TN™ = TM™ & NM™ erlaubt.
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1.21 Proposition

Sei f: (M™, g) = (N™, §) eine isometrische Immersion, (N™, §) mit Levi-Civita Zusammenhang
auf TN™. Dann ist V', eingeschrinkt auf TM™, der Levi-Civita Zusammenhang von M™,
d.h.

VxY =VyY, VXY €C®TM™).

Beweis: Man siche z. B. [Pexl, Proposition 3.1] oder [Lee2, Theorem 8.2]. O
Insgesamt haben wir somit die Zerlegung, auch Gaufs-Formel genannt,
VY =VxY + B(X,Y), VX, Y € C*(TM™).

wobei V*, wie iiblich, der Pullback-Zusammenhang auf f*(TAN™) und V der Levi-Civita Zu-
sammenhang auf TM™ beziiglich g = f*§ ist. Zusammen mit der Weingarten Gleichung (siche
[Lee2l Lemma 8.3] ergibt die Gaufs-Formel einen interessanten Zusammenhang zwischen zweiter
Fundamentalform und Kriimmung, welcher als Gaufs-Gleichung, bzw. Theorema Egregium
(im Falle von Flichen im RR3; siehe [Lee2, Theorem 8.6]) bezeichnet wird.

1.22 Satz (Gauft-Gleichung)
Fiir eine isometrische Immersion f: (M™,g) — (N™, g), (N, §) mit Levi-Civita Zusammen-
hang, gilt die Gauf3-Gleichung

Riem(X,Y, Z, W) — Riem(X, Y, Z,W) = (B(X, Z), B(Y,W)) . — (B(X,W), B(Y, Z))

g* g* M
fir X,Y, Z,W € C°(TM™), wobei wir Riem als auf TM™ definiert verstanden haben, d. h.
Riem(X,Y, Z, W)\p := Riem ¢ (f+Xp, [ Y, s Zp, [ Wp) |

was, wegen der tensoriellen Eigenschaft, wohldefiniert ist.

Beweis: Den Beweis liest man in [Lee2, Theorem 8.4 nach. O

Die Berechnung der zweiten Fundamentalform im Fall von R™ mit euklidischer Metrik als

ambienten Raum wollen wir hier schon einmal vorwegnehmen, da wir dies spéter noch brauchen.

1.23 Hilfssatz (Zweite Fundamentalform fiir N = R")

Sei (N, §) = (R™, geuc) und {Ng}e C NM™ ein orthonormaler Frame fir NM™. Sei weiter
(U, x) eine Karte auf M™, y = idr» die kanonische Karte auf R", f* = yFo f, die Komponenten
von f, sowie Fi, = O, |¢ der kanonische Frame auf F*TR3. Dann ist die zweite Fundamentalform

von der Form

i
3

B(X,Y) =Y b (X,Y)N,
1

~
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mit den skalaren zweiten Fundamentalformen b': C®(TM™) x C®(TM™) — C®°(M™) in
Richtung Ny mit Komponenten
n 82fk
Ozt OxI
k=1

bfj =0 (amiaamj) = <Fk’Ne>’

auf U C M™.

Beweis: Es sei {E;}; C TM™ und {F}; C f*TN™ ein Frame. E; ldsst sich dann auch
schreiben als E; = Y 7_, E¥F}, mit Komponentenfunktionen E¥ € C>°(M™). Dann ist

(3

3

> (VEE), Ne) N

<VEZ- <2Ef Fk) ; Nz> N
- k=1

—m n

<Z <E]k Vi, Fr +Ez‘(E]k)Fk> ; Ne> Ng.

/=1 k=1

~
—_

3
3

S ~

Die Rechnung gilt auch fiir allgemeines N™. Speziell fiir N = R" und y = idg» als globale
Karte, 0, als Koordinatenvektorfelder und der Wahl Fj, := | verschwindet der erste Term,

denn

Vi = Viemdy = D B ®) Vo, 00|y = D El(0) T (£ () Opls) = 0,
r=1 rs=1 =0 nach Satz[[.12]

fiir alle p € M™. Wihlen wir weiter F; = 0,: als Koordinatenvektorfelder auf U, so sind die

Komponentenfunktionen gegeben dort durch

8fk
Ef = axﬂ'(ykof) = Ozl
sodass
62fk
Ei(E" = 0,EF = —< .
(E5) I Oxt I
Zusammen erhalten wir dann
n—m n 82fk
B(E;,E;) = ~—— (F,, Ny) | Np.
(Ei, Ej) 2 (k:1 5 5 Lk e>> 0
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1.24 Definition (Mittleres Kriimmungsvektorfeld)
Sei f: (M™, g) = (N™, §) eine isometrische Einbettung. Das mittlere Kriimmungsvektor-
feld H ist definiert durch

. L1
H: M"™— NM™, H:=—tryB,
m

wobei die Spur try lokal von der Form (siehe [Lee2l Seite 27 ff.])

m m
(trg B)(p) = Y ¢7(n) B(EL Ej)ly = > 9 (p) VE,Ey],
i,j=1 ,j=1
ist, wobei {E;}; C C°°(TM™) ein lokaler Frame um p € M™ ist und (g% (p));; die inverse
Matrix zu g;;(p) = g(Ei(p), Ej(p)). Den Betrag des mittleren Kriimmungsvektorfeldes nennt

man auch mittlere Kriimmung.

Zum Ende des Kapitels widmen wir uns noch dem Spezialfall eindimensionaler Mannigfal-
tigkeiten in einem ambienten Raum, d. h. Kurven. Die Formulierung der Kurventheorie ist im

Prinzip mit inbegriffen in dem formalen Rahmen, den wir bisher gelegt haben.

1.25 Definition (Kurve)
Sei Z C R ein Intervall, sodass Z als eindimensionale Mannigfaltigkeit (mit oder ohne Rand)
aufgefasst werden kann. Eine Kurve ist eine glatte Abbildung v: Z — N™. Die Kurve heiftt

regulér, falls v eine Immersion ist.

Auf 7 ist % ein globaler Schnitt (= Frame, da eindimensional) fir 7Z. Der Geschwindigkeits-

vektor von v in N™ wird mit ¥ bezeichnet und ist definiert durch
"}/Z T — TNn, ’}/(t) = ’Y*at’t = dv(@t)(t) S T,y(t)./\/’n .

Als Vektorfelder entlang der Kurve ~ bezeichnet man Schnitte des Pullback-Biindels
Y*TN™, d.h. glatte Abbildungen X : Z — v*T'N™. Diese lassen sich in der Regel nicht zu (lokale)
Vektorfeldern auf N™ fortsetzen (z.B. ein sich drehender Vektor auf der konstanten Kurve
v(t) = ¢ € N™ oder das Tangentialvektorfeld einer sich selbst schneidenden reguldren Kurve).
Vektorfelder entlang +, welche in TN™ eine Fortsetzung besitzen, nennt man auch fortsetzbar
(siche [Lee2, Seite 56]).

Wir betrachten (A™, §) mit Levi-Civita Zusammenhang V. Nach Definition und Hilfssatz m
existiert auf v*TN™ ein eindeutig bestimmter Zusammenhang V*: TZ x v*TN™ — v*TN™,
sodass VX, = @V@X fir £ € TZ und X € C°(TN™). Wir bezeichnen mit

Dy: C®¥(Y'TN™) = C®(y'TN™), Dy =V},
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den Zusammenhang entlang der Kurve ~. Wir haben insbesondere also
Dy X,y = V5, Xl = ViypX,  fiiralle X € C°(TN™).

D; hat die Eigenschaften (siehe auch [Lee2, Lemma 4.9]), dass es linear iiber R ist und die
Produktregel
0
Di(pV) = a—f VoDV, firalle e C®(T), VeC®(TN.

erfilllt. Gleichermafien definieren wir auch wieder

D] == ToD;: C®°(*'TN™) — C®(TT),
Di- := toDy: C®(y*TN™) — C*(NI),

fiir die Projektion von D; auf das Tangentialbiindel TZ, bzw. das Normalenbiindel NZ.

1.26 Definition (Geodéiten)
Eine Kurve v: Z — N™ heiflt Geodéte, falls

DtatEO.

Sei (N™,g) jetzt eine riemannsche Mannigfaltigkeit und g := ~4*g. v heift nach der Bo-
genlénge parametrisiert, falls 9; normiert ist, d.h. ¢g(9;,9;) = 1. Der Parameter ¢ misst
dann die Liange der Kurve v (siehe |[Lee2, Seite 93|). Man kann auch zeigen, dass es fiir jede
regulidre Kurve v: Z — N™ eine Umparametrisierung (= Diffeomorphismus) 7: T — T gibt,
sodass 4 := yo7:Z — N eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve ist (siehe [Lee2l
Exercise 6.2 auf Seite 93]).

1.27 Definition (Geodéitische Kriimmung)
Sei v: Z — N™ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve. Als geodétische Kriimmung

bezeichnen wir die Abbildung

HII-)R, K = ‘Dtat‘ = \/g*(Dtﬁt,Dtﬁt) .

Die geodétische Kriimmung beliebiger regularer Kurven ist die geodatische Kriimmung der
dazugehorigen nach der Bogenlidnge parametrisierten Kurve (zuriickgezogen auf das urspriingliche

Intervall)

Man beobachte, dass Geodéten stets konstante ,,Geschwindigkeit” besitzen. Der Pullback-
Zusammenhang ist nach Proposition kompatibel mit der induzierten Metrik g*, sodass

8 * E3 *
O, 0r) = =g (0, 0¢) = g" (D¢ O, 0¢) + g* (04, D1 0) = 29" (D1 0, 0¢) = 0

Eﬂ ot

=0
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auf Z. Also konnen wir (nach Skalierung) annehmen, dass Geodéten nach der Bogenldnge
parametrisiert sind. Insbesondere besitzen Geodéten die geodétische Kriimmung x = 0. Man
kann sich k also als Maf fiir die Abweichung der Kurve von einer Geodéte interpretieren. Damit
ist die ,,geometrische’* Abweichung gemeint, welche die Form der Kurven betrifft, und nicht
die durch die Parametrisierung erzeugte Abweichung, da die geodétische Kriimmung invariant

beziiglich Umparametrisierung ist.

1.28 Proposition (geoditische Kriimmung und mittlere Kriimmung von Kurven)
Sei v: I — N™ eine nach der Bogenlinge parametrisierte (requlire) Kurve in N™. N™ sei
mit Metrik g auf TN™ und Levi-Civita Zusammenhang versehen. k bezeichne die geoddtische

Kriimmung von v und H das mittlere Krimmungsvektorfeld. Dann gilt

k = |Dy8| = |Dirdy| = |H|,  aufZT.

Beweis: Wir berechnen die mittlere Kriimmung fiir den (auf Z globalen) Frame {0;} C
C®(TM™) = C*(Z). Beachte also m = 1 und die Normierung von 9y, da  nach der Bogenlénge

parametrisiert ist:

o 1 1 X
H=—tryB=— vt = D o,.
Wir beobachten weiter, dass
« 19¢g(0, 0
D;rat = (Dtﬁt)T =g (Dtﬁt,é?t)ﬁt = 2g(ait)8t = 0,

sodass

k = |D; 0y = | D 8, +Di 8| = |Df 9| = |HJ.
=0

O]

Insbesondere erhalten wir die geodétische Kriimmung beliebig parametrisierter regulérer

Kurven, indem wir |ﬁ | berechnen, da H koordinatenunabhingig definiert war.
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2 Das Willmore-Funktional fur Rotationsflachen

Wir beschéftigen uns hier nun mit dem Willmore-Funktional. Dieses ist definiert als das Integral
ders Quadrates des Betrages des mittleren Kriimmungsvektorfeldes einer Immersion. Wir
definieren dies hier allgemeiner als, wie es iiblich ist, fiir Flichen im R3. Dies ist durchaus
sinnvoll, denn es wird sich zeigen, dass sich das Willmore-Funktional von Rotationsflachen durch
das Willmore-Funktional der zugehorigen Profilkurve, als eine eindimensionale Mannigfaltigkeit,

interpretieren lasst.

2.1 Das Willmore-Funktional

Zum Zweck der Integration fordern wir, dass M™ in diesem Kapitel durchweg kompakt und
orientierbar sein soll. Weiter erlauben wir M™ einen Rand OM™ zu haben. Integrieren werden
wir stets beztiglich des riemannschen Volumenmafes auf (M™, g) (siche auch [Leell Seite 388 f.]),
welches mit j1, geschrieben wird. Das durch g auf dem Rand induzierte Volumenmaf$ wird mit

tog bezeichnet.

2.1 Definition (Willmore-Funktional)
Sei (M™, g) eine kompakte und orientierbare riemannsche Mannigfaltigkeit (mit oder ohne
Rand) zusammen mit einer glatten isometrischen Immersion f: (M™,g) — (N™,g) in eine

andere riemannsche Mannigfaltigkeit (N™, g), den ambienten Raum.

(a) Wir definieren das (normale) Willmore-Funktional W als Quadrat der L2-Norm der

skalaren mittleren Kriimmung auf M™ durch
W) = [ 1A dy.
Mm
(b) Fiir m = 2 definieren wir das konforme Willmore-Funktional W, durch
Walf) = / (AP - K +K) dpg,
MQ
wobei K (p) die Schnittkriimmung von N™ beziiglich der Ebene f.(T,M?) ist.
Man kann zeigen, dass W, in der Tat auch ein konform invariantes Funktional bildet. Dabei

bezeichnet ein konformer Diffeomorphismus einen Diffeomorphismus ®: N — N™ der
riemannschen Mannigfaltigkeit (N, §), sodass ®*§ = €27 fiir eine Funktion A € C®(N™).
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2.2 Satz (Konforme Invarianz von W;)
Seien (M2, g) eine kompakte riemannsche Fliche (mit oder ohne Rand) und f: (M?,g) —
(N™,§) eine isometrische Einbettung. Dann ist das konforme Willmore-Funktional konform

mvariant, d. h.

We(®o f) =We(f),

wobei ®: N™ — N™ ein konformer Diffeomorphismus ist.

Beweis: Das Resultat ist schon lange bekannt fiir den Fall N = R? mit euklidischer Metrik.

In diesem Fall ist
Wih = [ (AP~ K) duy,
M2

was sich nach Gauk-Bonnet (siehe z.B. [Chal, Theorem V.2.7]) nur um einen Randtern und
eine topologische Invariante von W unterscheidet. Den Beweis fiir eine allgemeine riemannsche
Mannigfaltigkeit (N, g) als ambienten Raum liest man in [Chen| nach. Die dort bewiesene
Version entspricht sogar einer Verallgemeinerung auf beliebigdimensionale Mannigfaltigkeiten

M™. O

Unser erstes Ziel ist die Berechnung der ersten Variation fiir das Willmore-Funktional, welche
wir hier allerdings nur zitieren werden. Vorbereitend wollen wir die notwendigen Definitionen

und Notationen zusammenfassen.

2.3 Definition und Notationen (Variation)

Es seien riemannsche Mannigfaltigkeiten (M™, g) und (N™, g) gegeben zusammen mit einer
isometrischen Immersion f: (M™, g) — (N™,g), sodass also g = f*g. Fiir 6 > 0 betrachten
wir die Produktmannigfaltigkeit Z x M™ (,, Zeit + Raum*) mit Z = (-4, ). Die Abbildungen
t: M™ — T x M™ mit «(p) := (t,p) betten M™ in T x M™ ein und wir schreiben M}" :=
t(M™) = {t} x M™. Das Tangentialbiindel von Z x M™ setzt sich aus der Whitney-Summe
T(ZIxM™) =TIHTM™ der einzelnen Tangentialbiindel zusammen. Mit 9, € C*°(TZHTM™)
wollen wir stets das Tangentialvektorfeld bezeichnen, welches in Zeitrichtung zeigt, also das
globale Koordinatenvektorfeld auf Z eingebettet nach TZ & T M™.

Eine Variation von f ist eine glatte Abbildung F': Z x M™ — N™ sodass F (eingeschrankt
auf M) fiir jedes t € 7 eine Immersion von M7" ist, d. h. f; :== Foy, = F(t, - ) ist eine Immersion
von M™ und F(MJ') = f(M™), d.h. Foiy = fo = f. F induziert auf Z x M™ eine Pullback-
Struktur, d. h. ein Vektorbiindel F*TN™ iiber Z x M™ zusammen mit einer induzierten Metrik
g, sowie einem mit ¢* kompatiblen Zusammenhang V* (siehe bis . Wir bezeichnen
mit V := 9} € C®°(F*TN™), mit V(t,p) := Fy0|tp, das Variationsvektorfeld beziiglich der

Variation F'. Auch wenn F keine Immersion ist, lisst sich F*TN™ in tangentiale und normale
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Abb. 2.1: Visualisierung einer Variation F einer Immersion f von M™ nach N als
ambienten Raum.

Komponenten unterteilen (beachte dass f; Immersionen sind): setze Tz, M™ = (f;)«(TpM™)
und N p M™ = (T; p, M™) L fiir (¢,p) € T x M™, sowie

TM™ = ) TpM™, NM™ = ] NpM™.

(t,p)ELX M™ (t,p)ELXM™

TM™ und NM™ sind Unterbiindel von F*TN™ und es gilt wieder die Zerlegung
F*TN" =TM™ e NM™.
Wieder bezeichnen wir mit
T F*TN™ — TM™, L F* TN - NM™,

die tangentiale und normale Projektion. Da F' keine Immersion ist, ist es nicht gesichert, ob
0; als Tangentialvektorfeld auf Z x M™ nach TM™ oder NM™ abbildet. Im Fall V = V+,
so heifit V eine normale Variation und falls V = V', so heifit V tangentiale, bzw. innere

Variation. Weiterhin definieren wir auch wieder

V= ToV": C®(TT®&TM™) x C®(F*TN™) = C®(TM™),
Vii= LoV C®(TT @ TM™) x C®(F*TN™) — C®(NM™).
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Analog fiihrt man nun wieder das mittlere Krimmungsvektorfeld H ein. Man muss allerdings
beachten, dass wir nicht die komplette Spur iiber TZ @& T'M™ bilden diirfen sondern lediglich

m
H(t,p) := % Y ¢ VEE,,,  HeCWM™),
ij=1

um, eingeschrankt auf M7, wieder die urspriingliche Definition flir Immersionen zu erhalten.
Dabei ist {E;}; C C®°(TM™) ein lokaler Frame um (t,p) € Z x M™ und (g*¥(t,p))i; =
(95 (t,p))i_jl, 9;;(t,p) = g*(Ei(t, p), E;(t,p)). Durch die Identifikation von 7M™ und NM™, be-
ziiglich f;, mit 7M™]|, und N'M™|,, ergibt dann H; := H o1; das mittlere Kriimmungsvektorfeld
auf M™ bezliglich f;. |

Basierend auf diesen Notationen geben wir jetzt die erste Variation des (normalen) Willmore-

Funktionals an.

2.4 Hilfssatz (Erste Variation des Willmore-Funktionals)

Sei f: (M™, g) = (N, g) eine isometrische Immersion, V der Levi-Civita Zusammenhang auf
N und F: (—6,8) x M™ — N™ eine Variation von f, sodass fi = F(t, - ): (M™, g) = (N, 9)
isometrische Immersionen sind. In der Notation aus Abschnitt[2.3 ist das Willmore-Funktional
definiert zu

W) = [ VP d
Mm
Die erste Variation des Willmore-Funktionals W berechnet sich dann zu

d 2 — — — — — — —
%W(ft)‘tzo :/ i <(Agﬁ Ht+Rt(Ht)+At(Ht)> —m|H,?, H, Vﬁ> dytg,

m gt

+ /W ((Va Vit ey, = (Vi Vi) + [, (VT ), ) dia,

t=0

t=0
Dabei ist ) das (intrinsische, d. h. n, € T,M™ fir alle p € OM™) duflere Einheitsnormalenvek-
torfeld an OM™, A;-t der Laplace-Operator auf dem Normalenbindel von (M™, f;) (siehe auch
Definition , V' das Variationsvektorfeld der Variation F' mit normaler und tangentialer
Komponente V& und VT, sowie

Ry(H,) = tr,, ((X, Y) > Re (H,, X)(Y))L :

Ay(Hy) = tr,, ((X, Y) — —By(X, v}ﬁt)) .

Beweis: Die Herleitung der ersten Variation findet man in [Wei, Paragraph 2| oder [Perl
Chapter 4.3]. O

2.5 Definition (Willmore-Fléiche)

Als Willmore-Immersion bezeichnen wir eine isometrisch immersierte Mannigfaltigkeit
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f:(M™ g) = (N™, g), fir welche das Willmore-Funktional kritisch ist, d. h.

d
%W(ft)‘tzo = 07

fir eine vorgegebene Menge von Variationen von f = fy. Im Fall m = 2 nennen wir die
Immersion auch Willmore-Fliche.

Aus der allgemeinen Variationsformel fiir VW extrahieren wir nun die Willmore-Gleichung fiir

Hyperflichen in Rdumen konstanter Schnittkriimmung unter festgehaltenen Randwerten:

2.6 Hilfssatz (Dirichletproblem fiir Hyperflichen in Rdumen konstanter Schnitt-
kriimmung)

Sei f: (M™, g) = (N™FL§) eine Willmore-Immersion nach N™ 1 (mit Levi-Civita Zusam-
menhang) beziiglich der Variationen F: (—§,8) x M™ — N™FL welche vorgegebene Dirich-
letrandwerte erhalten, d.h. den Rand festhalten, also Vi—g = 0 auf OM™, und fiir welche
V#Vtio = 0 auf OM™ (n ist das intrinsische aufere Einheitsnormalenvektorfeld an OM™ ).
Wir fordern weiterhin, dass N1 fiirm = 1 auf ganz N™*! konstante skalare Kriimmung (also
auch konstante Gauf-Krimmung) besitzt und fiir m > 2 punktweise konstante Schnittkrimmung,
d. h. f((fq, vy) besitzt den gleichen Wert fiir alle linear unabhdngigen &4, v, € Tq/\/m+1. Dann
erfillt f die Willmore-Gleichung:

(WG) A H+m—2H3—SH+L§H—O auf M™
g 2 m+ 1 o ’

mit g = go, H = Hy, S = Sy (S; ist skalare Kriimmung auf M™ beziglich g;), S die
konstante (siehe Beweis) skalare Krimmung auf N™. Ay ist der Laplace-Beltrami-Operator
(siehe Abschnitt[1.1])). Das Finden von Willmore-Immersionen (bzw. Willmore-Flichen) bei
vorgegebenen Dirichletrandwerten bezeichnet man auch als Dirichletproblem fiir Willmore-

Immersionen (bzw. -Fldchen).

Bewets: Wir miissen die erste Variation aus Hilfssatz auswerten. Aufgrund der vorgegebene
Randwerte des Variationsvektorfeldes entfillt das Randintegral komplett. Wir brauchen nur
die einzelnen Terme des Hauptintegrals berechnen. Im Hyperflachen-Fall merken wir zunéchst
einmal an, dass H = HN fiir ein (bis auf das Vorzeichen) eindeutig bestimmtes Einheitsnorma-
lenvektorfeld N an M™. Weiterhin impliziert das Lemma von Schur (siehe [Jol Theorem 3.3.2]),
dass (fiir m > 2) Isotropie der Schnittkriimmung deren Homogenitéat nach sich zieht, d.h.
K (&, vp) = const auf TN m+1 fiir linear unabhingige &p, Vp- Insbesondere ist damit die skalare

Kriimmung auf N1 auch konstant, da ({F;}; sei orthonormaler Frame auf A™*1!)

m+1 m+1
S(g) = > Riem(F;, Fy, Fj, F)|, = > K(F, Fy)|, = (m* +m) K(F, Fy)| = S.
ij=1 ij=1 —
i#i i#i
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Zur Berechnung der einzelnen Terme der ersten Variation wahlen wir Normalkoordinaten
um p € M™ (siehe [Jo, Theorem 1.4.4]). E; := 0,: sei das zugehorige Koordinatenframe, mit
9i7(p) = gp(Ei(p), Ej(p)) = 6;; und Ffj(p) =0, sodass Vg, Ej|, = 0.

1. Term: Zunéchst beachten wir: Wegen der Normierung von N erhalten wir

0= E;((N,N)) = 2(V;N,N) = 2<v§iN,\i\%> = VpN=0.
=1

Somit ist

Vi H = E(H)N+H VN = E;(H)N.
0

Mit der Definition des Laplace-Operators auf dem Normalenbiindel rechnen wir dann

= Y (VA (B )|

i=1 i=1 1=

— f: (Ei(EZ-(H)) N)‘ = (A H(p)) N(p).

p

m

p

2. Term: Fiir m > 2 haben wir (mit Notation R = Ry)

(REHE)) () =Y (Re(H,E)E) ™|

M

@
I
—

p

H(p) (Rg(N, Ei)E;, N>‘p N(p)

|
AME

N
Il
i

I

H(p) Riem(N, E;, E;, N) | N(p)

=1 ~ v ~
=K(N.Ei) = mzl-&-m
1 ~
=—H N(p).
1 (p) SN(p)

Die Rechnung fiir m = 1 liefert das gleiche Ergebnis, da

~ _ 1 -
Riem(N,El,El,N){p =K = 5S.
3. Term: Wir rechnen einfach (hier auch wieder A = Ag)
A() ) == 3 BB VEA)|,
=1
=-> Hi(p) B(EZ- Y (VN Ej) Ej>
i=1 j=1 P
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= — 3" H(p) B(E:, Ey)l, (VEN. Ej)

1,j=1

p )
wobei

(VEN.Ej) = (VE,N,Ej) = Ei({N.Ej)) — (N, Vi, Ej) = ~(N, V5, E;) = —b(E;, Ej).
=0

Mit b;; == b(E;, Ej) = (N, B(E;, Ej)) erhalten wir dann
A = 3 HE0P NG = 70 (X 550)°) N,
i,j=1 i,j=1

Fiir die tibriggebliebene Summe rechnen wir mithilfe der Gaufs-Gleichung

> bii(p)? =m® Hp)* = Y bij(p)* = > bislp) by (p)

3,j=1 1,j=1 1,j7=1

- (bij (p)? — bii(p) b (»))
1,7=1
i#£]
Satz([[.22] S et i
tzd Z (Rlemi]‘ji (p) — Rlemijji(p))
1,j=1 1&
#i T
m—1
=——5S5—S(p).
o ()

Somit erhalten wir fiir den dritten Term insgesamt also

A p) = H) (m* P = 80) + 715 ) NG,

Fiigen wir alle Term zusammen, so erhalten wir fiir die erste Variation in Hilfssatz [2.4

d
0= %W(ft) ‘t:()

2 — = — — — — —
:/ " <(Ajt Ht+Rt(Ht)+At(Ht)) —m|Ht|§t Ht, V;L> d/,tgt

m gt

t=0
2 1 - -1
:/ “(AyH+——SH+m?H— SH+ S H
m \m m+1 m+1

— mH3> (Nio, Vtio>g dpig

2 U m 1
:m/m<AgH+2H —SH+m+15H> (Ni=0, Vizo), dhg

33



und da V' (bis auf die Randbedingungen) beliebig sein darf, erfiillt die Willmore-Immersion f
m? m
=A,H+-——H-SH+——SH.
0 g H + 5 SH + Y 15
O

Zum Abschnluss des Unterkapitels wollen wir noch die erste Variation des Flachenfunktionals

nachtragen.

2.7 Flachenfunktional und Minimalflichen

Sei wieder (M™, g) eine kompakte und orientierbare riemannsche Mannigfaltigkeit (mit oder
ohne Rand), wobei g durch Pullback mittels der Immersion f: (M™, g) — (N™,g) erzeugt
wurde. (N™, g) sei mit dem Levi-Civita-Zusammenhang versehen. Das Flichenfunktional ist

dann definiert als

A(F) = vol,(M™) = / .

In der Notation aus Abschnitt berechnet sich dann die erste Variation von A beziiglich einer
Variation F': (—0,d) x M™ — N™ mit f; = F(t,-) als isomertrische Immersion zu (siehe [Per,
Proposition 4.1])

d 7 oyl
%‘AUOL:O =T (He, Vi), dug,

v, n) d .
t:0+/8Mm< b M) duog,|

Dabei ist n das (intrinsische) dufiere Einheitsnormalenvektorfeld an OM™ und V' das Variati-

onsvektorfeld (V= ist die normale Komponente).

Kritische Punkte des Flachenfunktionals, also Immersionen mit

d
%A(ft)‘tzo = 07

nennt man Minimalimmersionen oder Minimalflachen. Dann erfiillen Minimalflachen be-
ziiglich Variationen mit festgehaltenem Rand, d.h. V—y = 0 auf oM™, die Euler-Lagrange-
Gleichung

H=0.
Insbesondere sind damit solche Minimalflichen als globale Minimierer von W mit
def 12
0w [ 1R, = 0.

auch kritische Punkte und somit Willmore-Flachen. |
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2.2 Das Willmore-Funktional fiir Rotationsflachen

In diesem Kapitel schauen wir uns eine spezielle Klasse von Immersionen an, Rotationsflichen.
Diese sind von zentraler Bedeutung in dieser Arbeit, weil sie von relativ einfacher Struktur sind,

aber dennoch Raum fiir interessante Phanomene lassen.

2.8 Rotationsflache
Sei Z C R ein abgeschlossenes Intervall. Unter einer Rotationsfliche verstehen wir die
zweidimensionale Produktmannigfaltigkeit M? = T x R/2m, das heift wir kénnen M? als

Z x [0,2n] auffassen, wobei wir Z x {0} mit Z x {27} identifizieren, zusammen mit einer
Ck-Einbettung f,: M? — R? mit

x
fulz, ) :== | u(z) cose |, (x,) € T x[0,27],
u(z) sing

fiir ein w € C¥(Z) mit u(z) > 0 fiir alle € Z. u nennt man die Profilkurve, welche die

Rotationsflache erzeugt.

2

M2

Abb. 2.2: Beispiel einer Rotationsfliche mit Profilkurve u fir Z = [—a,al, a > 0 .
Bemerkung: Bei der Mannigfaltigkeit M? handelt es sich um eine Mannigfaltigkeit mit Rand,
wobei wir als differenzierbare Struktur die, von den folgenden vier Karten erzeugte, verwenden:

Zg: Ul CMQ_}IR?) xi:idRX]R/Qﬁu i:17273)4)
mit Koordinatenumgebungen (es sei Z = [a, b))

Ui = [a,b) x (0,2m), Uz = [a,b) x (m,3m)/2m,
Us = (a,b] x (0,27), Uy = (a,b] x (w,3m)/2m.
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Dies ist der kanonische Atlas fiir M? und Rechnungen in Koordinaten verhalten sich dort so, als
ob sie beziiglich des globalen Frames {8%, % (kurz {0y, 0,}) berechnet wurden. Wir setzen
% = 8%7 sowie % = %, d.h. der Index i = 1 beschreibt immer z und ¢ = 2 beschreibt .
Im Folgenden werden wir immer beziiglich diesen Koordinaten rechnen und Indizes weglassen
aufgrund der Korrespondenz zum globalen Frame.

Fiir kiinftige Zwecke fordern wir zunéchst k& > 2, also f sei eine C?-Immersion. Insbesondere
muss u € C?(T) sein. Spiter miissen wir diese Forderung lockern und allgemeinere Funktio-
nenraume zulassen, was aber kein Problem darstellt, da wir dort alleine mit den berechneten

Grofen, wie z. B. der Metrik und der mittleren Krliimmung, arbeiten. ]

2.9 Metrik, erste Fundamentalform
Zusammen mit dem Pullback der euklidischen Metrik geue auf R? erhalten wir die Pullback-
Metrik g, = f¥geuc auf M2, sodass f, eine isometrische Immersion ist. (M?2,g,) ist eine

riemannsche Mannigfaltigkeit, und wir berechnen die Komponenten von g, beziiglich des
(globalen) Frames {0;,0,}.

ok ofk

ozt Oxi’
k=1

Guyij = (ffzgeuc)ij = f;geuc(axivaxj) = geuc(fu*axia fu*aa:ﬂ) =

wobei f¥ =y o f, die k-te Komponente von f,(p) in der Standardkarte y = idgs im R3 ist. Es

ist
1
Ofu Ofu afy 0fu .
Oz o) = M) = [wiw)cose |, Do) = D2io,g) = [—ue) sing |,
Oz Oz , . Oz Oy .
u'(z) sinp u(x) cosp
und damit

u/(x)?
(9uij(z, 0)),; = (1 " O( ) u((;)Q) ;o Gu(,p) == det(guiy) = u(z)® (1+/(2)%).

Zur Berechnung des Willmore-Funktionals von Rotationsflichen benétigen wir das mittlere

Kriimmungsvektorfeld, also insbesondere auch die zweite Fundamentalform.

2.10 Zweite Fundamentalform

Rotationsflichen sind definitionsgem#® in den R? immersierte Hyperflichen. Somit kénnen
wir fiir die Berechnung der zweiten Fundamentalform das Lemma [T.23] fiir ein, bis auf das
Vorzeichen, eindeutig bestimmte Normalenvektorfeld N,, € C*®°(NM?) anwenden. Fiir dieses
verwenden wir das innere Einheitsnormalenvektorfeld, d. h. das, welches auf die Rotationsachse

zeigt. Wir adaptieren die Notation aus Lemma [I.23] Unser Einheitsnormalenvektorfeld besitzt
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dann die Form:

3 06y O ) ()

N, = E Nzlka) (Nzlf($>§0>)k = 3}2 3}2 = 5 | 0S¥
k=1 B X Gl (@,0) L+ (2)? \ _gip

P ¥

Die zweite Fundamentalform B, : C*°(TM?) x C*®(TM?) — C°°(NM?) lisst sich dann nach
Lemma in der Form

Bu(X,Y) = by(X,Y) N,

schreiben mit skalarer zweiter Fundamentalform

3
O*fl
buij = bu(0pi,0,) = 2 50 o (Fy, Ny) .
Wir rechnen:
Pf  Pf u,,(x)ocos . P P s
19,1 - ’ 29,2 I ’
oxlox Ox Ox () sin g 0x? 0x D _u(z) sing
Pl Ph P P
9rldz2 9z dp 0120z  dpdr | ny
u'(z) cos

Damit erhalten wir

1 —u"(x 0
(bu’iJ'(wv@))w:W( 0 )

2.11 Proposition (Mittlere Kriimmung und Gauft-Kriimmung von Rotationsfla-
chen)
Fiir das mittlere Kriimmungsvektorfeld der Rotationsfliche f,: M? — R3 erhalten wir

!/
. Hy(z, u'(x)
H(r.9) = (HN)(eg) = 8O o]
1+u/(z) —singp

beziiglich des Standardframes Oy |y, mit

1 1 u’(z)
Hu(l“a@) =35 vl 32 | -
2\ u(z)\/1+u(x) (14 (x)?)
Die Gauf-Kriimmung der Rotationsfliche berechnet sich zu

u”(m)

) = o W w@?
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Beweis: Mit den Vorarbeiten aus Abschnitt und

) 10 1 —u
(gu (CIZ, QD))U = ( 0 u(glc)2> und (bu,z] (CU, 90))” - 11 ul(l‘)Q < 0 ’LL(I‘) )

in den gleichen Notationen und beziiglich des (inneren) Einheitsnormalenvektorfeldes wie zuvor,

rechnen wir

- 1
Hu(fL‘, 90) = <H’ua Nu>(ac,<p) = §<tr9u By, Nu>(:v,g0)

2
1
25 Z ZJB (8x17axﬂ)7 u>
(2,¢)

(z,0)

i,J
2
5 Zg”b 6961-,8963-)

u” () 1
WP ula) TR
Nach der Gauf-Gleichung (Satz |1 - haben wir R1em verschwindet identisch im R?) fiir die

Gaub-Kriimmung

ke (
E 97 gE (buij buke — buie bu,jk)‘
1,7,k =1

il kk 2
5 E 9 Ju (Duii bukk — bu,ik)
i,k=1

(gil 922 (bu,11 bu22 — bz,12))

u”(:n)

() (1+u/(2)2)?

(z,0)

(z,0)

(z,0)

2.12 Folgerung (Willmore-Funktional von Rotationsflichen)
Das (normale) Willmore-Funktional einer Rotationsfliche f,: M? — R? ist gegeben durch

T [P 1 u’(x) ?
W(fu) = 2/ u(a) - u(z) /14 (x)? dx.

L+d/(2)? 1+ u/(2)?)?

Das konforme Willmore-Funktional der Rotationsfliche berechnet sich zu

Wil =Wk + 2| =)

38



Beweis: Die Berechnung erfolgt direkt mithilfe von Proposition

ul/ (l,)

u(z) (1+u'(2)2)*

ﬁu:HuNU7 Hu_< ! - u”(x) 3 )7 Ku:_
u(@) I+ u/(@)? (14 u/(2)2)

Fiir das (normale) Willmore-Funktional erhalten wir

W) = [ VLI duy, = / 2 dyy,
/Zﬂ/ < — u”(x))2)3/2>2u($) V144 (2)? dedp

1+u()2 (14 (x

2
s 1 u’(z)
=— - u(z) 1+ (z)? de.
2 /a (u(w) 1+ (x)?  (1+ u’(x)2)3/2>

Fiir das konforme Willmore-Funktional hingegen rechnen wir (Schnittkriimmungen im R?
verschwinden, d.h. K = 0)

We(fu) —/ (|H |2 )d/"Lgu = W(fu) — / Ky dpyg,
o 2
=W+ [ / = x)2)2 ua) i+ wia) dndp
u’ (37)

W(f,) + 21 / el
—_——

4 w(z)

& v o2

—WR) + 21
O

Bemerkung: Die Tatsache, dass das Intergral [ 2 Kudpg, in Randterme zerfillt, ist kei-
neswegs eine spezielle Eigenschaft von Rotationsflichen. Es ist eine Folge des Satzes von
Gaufs-Bonnet fiir Flachen mit Rand (siehe z. B. [Chal Theorem V.2.7]). Spéter (in Kapitel
schauen wir uns Rotationsflichen an, deren Profilkurven am Rand verschwindende Ableitungen
besitzen, d.h. u/(a) = u/(b) = 0, sodass insbesondere W(f,) = W,(fy). Minimieren wir das
(normale) Willmore-Funktional in Klassen mit vorgegebenen Dirichlet-Randbedingungen, so

minimieren wir gleichzeitig auch das konforme Willmore-Funktional in dieser Klasse. |

2.13 Satz (Willmore-Gleichung fiir Rotationsflichen)
Eine Willmore-Immersion f: M? — R3 erfiillt mit den in Hilfssatz beschriebenen zuldssigen

Variationen von f die Willmore-Gleichung

AyH+2H(H*-K)=0, auf M2,
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Insbesondere erfillen Willmore-Immersionen als Rotationsflichen die Willmore-Gleichung

1 d u(z) H' ()
z) /1 + /()2 d 1+ ()2

2
1 T u'(z) ! = ur x a
+ 5 Ha )<(1+u,(x>2)3/2 b 1+u’(m)2> 0, firz e (a,b).

(WGR)

Beweis: Fiir den Beweis wird einfach Hilfssatz angewendet. Zunachst beobachten wir, dass
(IR?, geue) die Bedingung der konstanten Schnittkriimmung (= 0) erfiillt. Somit ist auch S = 0
und mit S = 2K (K ist Gauk-Kriimmung von M?) folgt dann

AgH+2H? -2KH=0,  auf M>

Fiir Rotationsflachen beachten wir einfach nur die lokale Darstellung des Laplace-Beltrami-
Operator [I.14]

e 5 (v )

(z,)

und

2.3 Das hyperbolische Willmore-Funktional

Rotationsflachen sind in dem Sinne sehr spezielle Flachen, als dass sie, wegen der Axialsymmetrie,
eine Beschreibung alleine iiber ihre Profilkurve zulassen. Da erste und zweite Fundamentalform
nur von der Form der Profilkurve abhéngen, konnen wir erwarten, dass sich das Willmore-
Funktional von Rotationsflichen durch ein Willmore-Funktional der Profilkurve als Graph

in einer Ebene darstellen ldsst. Als moglichen ambienten Raum, kommt der obere (offene)
Halbraum

H? :={geR?: ¢* > 0},

40



in Frage, da Profilkurven positiv sind. Man kann nicht erwarten, dass dieser fiir die exakte
Beschreibung des Problems mit der euklidischen Metrik ausgestattet ist. Es stellt sich heraus,
dass geeignete Metrik die hyperbolische Metrik auf H? ist. Diese Beobachtung (vlg. Definition und
Satz wurde unabhéingig von Robert Bryant (siche [BryGri|) und Ulrich Pinkall gemacht.

Fiir weitere Referenzen siehe auch [LaSi].

2.14 Definition (Hyperbolischer Halbraum)
Als hyperbolischer Halbraum (H", gj) bezeichnen wir den offene Halbraum H" = {q €

R™: ¢" > 0} zusammen mit der riemannschen Metrik

— b - i \2 _ - i i
onla) = o ;(dy lq) 7 (dy' @ dy')],

geschrieben in der globalen Karte y := idg2: H™ — R"™. Anders geschrieben haben wir

1 0 ... 0O
1 01 0

(gh,ij(Q))ij = W
00 ... 1

Im Falle n = 2 nennen wir (H?2, g,) auch hyperbolische Halbebene.

2.15 Hilfssatz (Christoffel-Symbole von (H", gp))
Beziiglich der globalen Karte aus Definition berechnen sich die Christoffel-Symbole des

Levi-Civita Zusammenhangs zu

0 0 -1
- Ly . 0
Il(q).. = — ,
( ZJ(q))ZJ qn 0
-1 0 0
0 . 0
=2 1 -1
(Flj(q))w - (]7” . ’
0 -1 0
1
Fn—l - 7
( 1] (q))z] qn _1
0 -1 0
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Beweis: Der Nachweis erfolgt durch einfaches Berechnen der Christoffel-Symbole des Levi-
Civita Zusammenhangs beziiglich der globalen Karte. Nach Satz ist auf H?

- 1<
[5(0) = 5 D 06 (0) (Oigne(9) + Bjgn.ie(a) — Oegn.is(a)
=1

_ @)

2

_ (q;)Q <5m 51 (— (qi)g> + Gjn O (‘ ((12)3) = 0 Ok <_ (qi)‘g))

1
- q7(51] Okn — Oin 5kj - 5]‘” 51%) .

(8i9n.jk(g) + 0j9n,ik(0) — Ongn.ij(q))

2.16 Hilfssatz (Riemannsche und skalare Kriimmung von H")
Beziiglich der globalen Karte aus Definition |2.14) ist der riemannsche Krimmungstensor von der

Form

1
W(@k 8je — bie Orj) -

Die skalare Kriimmung ergibt sich dann zu S(q) = n(1 —n), ist also konstant. Insbesondere ist

Riem;jre(q) =

im Falln =2 die Gaup-Krimmung gegeben durch K = —1.

Bewets: Nach Lemma sind die Christoffel-Symbole beziiglich der iiblichen globalen Karte

und des riemannschen Zusammenhangs auf (H", g5,) gegeben durch
~ 1
I}i(q) = pa (i Okn — Gin O — Sjn Ons) -

Fiir den riemannschen Kriimmungstensor rechnen wir also

Riemijk@(Q) = Z gh,fs(Q) R@i]‘ks(Q)
s=1

= gnee(q) Rg, 5 (a)
- ((%-fﬁk(q) ~ 0T (0) + 3 (R () Pela) — T (a) ~zk<q>)>
(¢") -

1
= @) [ — 0in Ok Opn + Oin Ojin Oke + Oin Okn Oje
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+ 0jn Ok Oen — Ojn Oin Oke — Ojn Okn Oir

>~ ((8ir Ot = b1 Bt = By Bie) (D = O Gtr = G I5r)
r=1

- (5jr Oen — 5jn der — Onr 5]‘@) (5zk Onr — Oin Okr — Okn 5zr))]

= (qi)4 [ — Din-05% Otn + Bin77 0kt + Oin-Sen 00
+ 0n-6ik Oen — Ojn-O7 Okt — Ojn-O%m Oit
+ 00n 055 Oin. — Otn-O5m Oki — Otn-O%m 0ij
— 0in-05% Otn + Oin-05m Okt + din-Okn 0j¢
— Oi0 Ojk O + 046077 0%n + Jit b1 Ojn
— 0t Ojn + Otn7m 05k + OtnO%7 075
+ 0303 Otn — Ojin-Oin Okt — Ojm-0%m it
o+ 65 0k S — D085 — 8565 i
1

= W (8ik 0 — 030 6j1) -

Doppelte Spurbildung liefert dann die skalare Kriimmung

S(g) = Z g7 (@) Ricij(g) = D g7 (a) 9 (q) Riemirg;(q) = (¢")* D Riemypi(q)
ij=1 i,5,k,0=1 ik=1
= Z (5zk51k—6,,5kk) = n—n2 = n(l—n).
ik=1
Fiir n = 2 beachte wieder, dass K = %5’ L]

2.17 Definition (Hyperbolischer Graph)
Sei Z C R ein abgeschlossenes Intervall. Unter einer hyperbolischen Graph verstehen wir
eine Ck-Einbettung fy, ,,: Z — H? mit

Jnu(t) = <u€t)) , tel,

fiir ein u € C*¥(Z). Insbesondere muss u(t) > 0 fiir alle ¢ € T gelten.

u soll letztendlich die Profilkurve einer Rotationsflache reprasentieren. Die Immersion ist
dann nichts anderes als der Graph von u. Wie bei den Rotationsflichen wollen wir von nun an
auch k > 2 fordern. Fiir die Existenztheorie in Kapitel §3| werden wir diese Voraussetzung aber

wieder lockern.
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2.18 Erste und zweite Fundamentalform

Fiir die hyperbolische Kurve fj, ,: Z — H? berechnen wir die erste Fundamentalform in der
globalen Karte ¢ = idz mit Koordinatenframe {0,} C C°°(T'Z). Die Pullback-Metrik berechnet
sich zu

L - Ofiny O
u(t)? — ot ot ’

gh,u(atvat) = f;:,ugh(atuat) = gh(fh,u* atafh,u* at) =

wobei wieder f}’fu =yFo fnu fiir globale Karte y = idy2 von H?. Es ist

a];,;u () = (wtw) :

Ghu(0p, 0p)(t) =

also

Fiir die Berechnung der zweiten Fundamentalform bemerken wir wieder, dass wir im Fall
einer Hyperflache sind (bzw. besser: Kodimension = 1) und beziiglich des (nach oben zeigenden)
Einheitsnormalenvektorfeldes Ny, ,, € C°°(INZ) arbeiten. Wir adaptieren wieder die Notation
aus Lemma [[.23] Dann hat das Einheitsnormalenvektorfeld die Form

2 2

u(t) —u/(t)

Niw = SN B = SN Ol (VL 0), = ().
2 i = 2 Nt VRO

sowie das Geschwindigkeitsvektorfeld

it

2
1
8t = El = ;Eka7 E{C = at(ykofh,u) = ot ) (E{C(t))k = <U,(t)> .

Die zweite Fundamentalform berechnen wir dann wieder in skalarer Form

bh,ul COO(TI) X COO(TI) — COO(I), bh,u = <Bh,uaNh,u> .
Nach dem Beweis (mit leichter Modifizierung) von Lemma rechnen wir dann (beachte in
der Notation des Beweises: m =1, n =2, Ey = 0, F, = Oyls, )

(00, 00) = (Bnu(01,01), Naw)

2
= <Z <E{€ DtFk +E1(Ef) Fk> ) Nh,u>

k=1

2 2 2
:< > EVES isz+ZE1(Ef)Fk,ZN£’UFg>
/=1

k,s,r=1 k=1

b w11

2

2
= Y gnt BYE[TNL  + > gnwe BL(EY) NG,
kl,s,r=1 k=1

~~

) @
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mit

1 T nd ~
@ = o (2T BB N, + Ty (1) MR, + T, (B9 A, )

1 ( o .

= 20/ (t)2 +1 —u/(t )

P OEN ESTIOEAAR ®)
_ V1 (t)?
S at)?
u(t) u(t)

@ = Vi v

sodass wir insgesamt
L4/ (t)? +ut)u(t)
u(t)? /1 +u/(t)?
erhalten. |

bh,u,ll(t) = bh,u(ataat)(t) =

2.19 Proposition (Mittlere Kriimmung hyperbolischer Graphen)
Als mittleres Kriimmungsvektorfeld eines hyperbolischen Graphen fp,: T — H? erhalten wir

” Hp, o (t) ult) <—u’(t)>
Hy o, (t) = Hpo(t) Npo(t) = —=—= ;
halt) = Hnall) Nualt) = 2 (7
beziiglich des Standardframes O,k | fra At
u(t) u”(t) 1

Hh,u(t) = (1 +u’(t)2)3/2 1+’U,/(t)2

Beweis: Mit den Vorarbeiten aus Abschnitt

U 2
L) E (gn,u(D1,00)() " = 1+(ut)<t>2 ’

1+ () +u(t)u”(t)
u(t)? /1 +u(t)?

bh,u,ll( ) = bh u(at,atx )

in der gleichen Notation und beziiglich des (nach oben zeigenden) Einheitsnormalenvektorfeldes

wir zuvor, rechnen wir wieder

—

Hhu < hu > = <trgh,uBh,u7Nh,u>t
<}1L Bhu 8t76t) Nh,u>t

G (8) b (Br, 1) (2)
_ u(t) u’(t) 1
(14 u'(t)2)"? 1+ u/(t)?
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2.20 Definition und Satz (Hyperbolisches Willmore-Funktional)
Fiir einen hyperbolischen Graphen fp: T — H? definieren wir das hyperbolische Willmore-
Funktional durch

Prop. [1.2§ 7
Wh(fh7u) = /I_K/%l,u dlu’gh,u :- /VI“Huh2 dugh,u’

Mit der in Deﬁmtion eingefiihrten geoddtischen Krimmung Ky, von fp, . Explizit berechnet
sich dieses zu (fir das Intervall der Form T = [a,b])

B b u(t) " (t) 1 2 1+ u’(t)2
Wh(fh,u) — /a <(1 N u/(t)2)3/2 + 1+ ul(t)2> u(t) dta

sodass sich folgender Zusammenhang zum Willmore-Funktionalen von Rotationsflichen ergibt:

b
u'(t)

2 2
Wh(fh,u) = ;WC(fu) = ;W(fu)+4 T/(t)g .

Beweis: Die explizite Berechnung erfolgt mithilfe von Proposition und der Beobachtung

1+ (t)?

det (ghul_]( )) - ghull( ) - gh>u(8t’at)(t) - W’

sodass:
Wh(fh,u) = / |ﬁh,U|2 d/"bgh,u

V1 (t)?
/Hhu o

/ u(t) u”(t) 1 RYERTI0k
= — + dt.
o \(1+ /()2 1+ u/(t)? u(t)
Fiir den Zusammenhang zwischen W, (fp, ) und W(f,) rechnet man:
2
b ) (t) 1 1+ u/(t)2
i) = | . ‘
h(fh7 ) " <( +u/ ¢ 2)3/2 1 +Ul(t)2 U(t)

(t)
b ”(t) 1 2 ——
N / A+ u(t) V1 -+ ()7 dt

u(t) 1 +u/(t)?

b 1 u”(t) 2
:/ (u(t) _ , ) u(t) I+ W/ (1) dt

L+d ()2 (1+u ()2

b u”(t)
! / (1+u/()2)"? “

Folg. 217 2 =
olg. | </ |I{u’2 diig, —/ K, d,Ugu)
T M2 M2

46



O

Bei dem hyperbolischen Willmore-Funktional handelt es sich per Definition um das Willmore-
Funktional der Einbettung fj, ,: Z — H?. Bemerkenswert ist aber der Zusammenhang zum

konformen Willmore-Funktional der von u erzeugten Rotationsflache.

2.21 Satz (Hyperbolische Willmore-Gleichung)
Eine Willmore-Immersion f: MY — H? erfiillt mit den in Lemma beschriebenen zuldssigen

Variation von f die Willmore-Gleichung
L3 1
AgH+§H —H=0, auf M*.

Insbesondere erfilllen Willmore-Immersionen als hyperbolische Graphen die hyperbolische
Willmore-Gleichung

(hWG)

¢£ikvz< 1?2@2mww>+;HM“f—mw®—07 fiir z € (a.0).

Beweis: Fiir den Beweis wird Hilfssatz angewendet. Zunichst beobachten wir, dass (H?, gy,)
die Bedingung der konstanten skalaren Kriimmung (5‘ = —2, siehe Hilfssatz erfiillt. Wegen
der Antisymmetrie des riemannschen Kriimmungstensor in den ersten beiden, bzw. letzten
beiden, Eintridgen ist dieser auf eindimensionalen Mannigfaltigkeiten identisch Null, sodass

Skalare Kriimmungen in einer Dimension verschwinden also S = 0. Insgesamt erhalten wir dann

1
A9H+§H3—H:O, auf M'.

Fir hyperbolische Graphen beachten wir einfach nur die lokale Darstellung des Laplace-Beltrami-
Operator

(A

Ih,u Hh,u)(t) m Z Oz (\/ Ghu ghu 8 5 ,u)

=1

_ 5( ! 0ml@)
%Mk%@at 9nu(O1, 0 (1) Ot

_u(t) 0 u(t) /
V1 d()? O ( 1+ u/(t)? H’““(t)> '

Fiir eine andere Herleitung der hyperbolischen Willmore-Gleichung siehe auch [GGS, Lemma 8.4].
O
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2.22 Satz (Geoditen in H?)
Die Geodiiten von H? sind die Kurven, welche zusammenhingende Segmente folgender Mengen

parametrisieren (versehen mit einer Parametrisierung proportional zur Bogenlinge):

(a) die Halbgeraden parallel zur y?-Achse
{qEHQ: qlza, q2>0},
fiir ein a € R,

(b) die (abgeschlossenen) oberen Halbkreise mit Mittelpunkt auf der y'-Achse
{q €H: (¢'—a)’ + ()" =1 ¢ > 0},

fiir ein a € R und r > 0.

Beweis: Fiir einen Beweis siehe [Lee2, Ch. 5, Prop. 5.14, S. 83]. O

2.23 Folgerung
Sei fpu: L — H? ein hyperbolischer Graph, welcher ein Segment eines (nichtabgeschlossenen)
oberen Halbkreises mit Mittelpunkt auf der y'-Achse parametrisiert, d. h.

JdacR,r>0: (t—a)2+u(t)2:r2, fir alle t € Z,

dann gilt ﬁh,u =0, also insbesondere auch
Whld) = [ Vo diy, = 0.
T

Beweis: Nach Satz ist die Umparametrisierung nach der Bogenldnge von t — f3, ,,(t) eine
Geodéate. Nach Definition der geodétischen Kriimmung in folgt insbesondere, dass die
geodatische Kriimmung xp,,, von f, , identisch verschwindet. Nach Proposition ist dies
gleichbedeutend mit der Tatsache, dass |Hp | = 0 auf Z, womit also die Behauptung folgt. [J
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3 Existenz axialsymmetrischer Willmore-Flachen

Bisher haben wir uns das Willmore-Funktional fiir Rotationsflichen angeschaut und die Willmore-
Gleichung als Euler-Lagrange-Gleichung des Willmore-Funktionals berechnet. Es ist aber noch
nicht klar, ob es wirklich solche Willmore-Flachen gibt. In diesem Kapitel zeigen wir einen
Existenzsatz fiir Willmore-Fldchen in einer Unterklasse von Rotationsflichen. Als wichtiges
Hilfsmittel zum Finden einer solchen Willmore-Fléche stellt sich die Beschreibung des Willmore-
Funktionals iiber hyperbolische Graphen im hyperbolischen Halbraum dar und der Kenntnis
der Geodéten in diesem. In Satz haben wir das hyperbolische Willmore-Funktional fiir
hyperbolische Graphen fy,,,: Z = [a, b] — H? berechnet:

b " 2 / "1
Wi (fhu) =/ <( u(z) (=) ! (1:)2) L+ u/(a)? dx .

+
14/ (x)2)"? 14+ u(x)

Kritische Punkte des hyperbolischen Willmore-Funktionals erfiillen die hyperbolische Willmore-

Gleichung (Satz [2.21)

\/% % ( 1 2—Li—(‘jz(:rz)Q H;'L,u(x)> + %Hh,u(l’)S — Hpu(z) =0,  z€(a,b)

Als kritischen Punkt suchen wir einen Minimierer von W), mithilfe der direkten Methode der
Variationsrechnung. Dazu miissen wir den glatten Kontext allerdings verlassen und uns auf

Klassen allgemeinerer Profilkurven konzentrieren, welche wir, fir o > 0, als
No:={ue CY1([~1,1]) : w ist gerade und positiv, u(1) = a, u/(1) = 0},
sowie
H, = {u € H%(—1,1) : u ist gerade und positiv, u(1) = a, /(1) = 0} ,

wihlen, wobei wir die punktweisen Eigenschaften der H2-Funktionen aus H, durch die stetige
Einbettung H?(—1,1) < C([—1,1]) verstehen (vgl. Satz . Nach dem Satz von Rademacher
(siehe [Sim| Theorem 5.2]) ist insbesondere N, C H,. Fiir Funktionen aus N, und H, kénnen wir
zunéchst nicht von ,hyperbolischen Graphen“ sprechen. Das hyperbolische Willmore-Funktional
lasst sich aber wohldefiniert auf N, und H, fortsetzen. In diesem Kapitel verstehen wir W), als

Funktional auf N,, bzw H, im Sinne der Fortsetzung, definiert durch

M () u(x) 1 ? V1 +u(x)? i
e /‘1 ((1 + ! 513)2)3/2 i 1+u’(3:)2> u(z) dz,

sodass Wh(u) = Wh(fnu) fiir jedes klassische u € C?([—1,1]). Ebenso verstehen wir das

(normale) Willmore-Funktional JV und die (skalaren) mittleren Kriimmungen H, und Hp,, auf
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Ng, bzw. H,, fortgesetzt.

Falls wir als Minimierer von Wp, in diesen Klassen wirklich hinreichend glatte Funktionen
finden, welche hinreichend glatte hyperbolische Kurven und Rotationsflichen induzieren, so
stimmt, aufgrund der Randwerte in N, bzw. H,, und Satz[2:20] W, bis auf ein Vielfaches mit
W {iberein, da

Wi(u) = iwﬂ

1
“(t)] — %W(u) .
=W (fu) !

1+a/(t)” |

~~

=0

Insbesondere minimieren wir also gleichzeitig das Willmore-Funktional in diesen Klassen mit,

sodass wir ebenso eine Willmore-Flache erhalten.

Wir zeigen zunéchst, dass das Minimieren des hyperbolischen Willmore-Funktional W, in N,
dquivalent zum Minimieren in H,, ist. Dies beruht zum Einen auf folgendem Dichtheitsresultat

zwischen N, und H,:

3.1 Hilfssatz
Sei o« > 0. Dann ist N, dicht in Hy, d.h. zu jedem u € H,, gibt es eine Folge (ug)ren C Na,

sodass

lu—ugllg2(—11) = 0, &k — oo

Beweis: Nach Satz[1.2)ist C5°(R") dicht in W™?(Q). Insbesondere ist damit C*([—1, 1]) dicht
in H%(—1,1). Wir wollen zeigen:

N, := {ue C™([-1,1]) : wist gerade, u >0, u(£1) = a, v'(£1) =0} ist dicht in H,.

Sei u € H, C H?(—1,1) gegeben. Wir finden dann eine Folge (uy)ren C C°([—1,1]) mit
u, — u in der H?-Norm. Insbesondere gilt somit uj, — u in C([~1,1]) (wegen der Sobolev-
Ungleichung . Wir koénnen also 0. B.d. A. annehmen, dass ug > 0 fiir alle k. Des Weiteren

konnen wir auch ohne Beschrankung annehmen, dass die uy gerade sind, d. h. ug(z) = ug(—x)

fiir alle z und k, denn: Es bezeichne

(ur(2) + up(—x))

2 Y2
dx)

N | —

ukvsym: [_17 1] - IR‘? T = ukj7sym(x) =

den geraden Anteil von ug. Dann haben wir

Lq
[uk sym — ullz2 = / 5
-1

5 (u(@) + up(—2)) — u()
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u gerade % < /_ 1 |up () — u(@) + ug(—) — u(~=)|* d:z:) "

< ;(/_11 k() — u()| dx) " ;(/_11 g () — u(—z)[? dm> "
_ (/_11 i () — u(2)|’ dx)l/Q

= |Jugx —ullz =0, k—o0.

Analog zeigt man dann auch

"

k,sym — UHHLz —0,

[, sym — tllL2 —= 0, I

also insbesondere ug gym — u in H 2(—1, 1). Im Folgenden nehmen wir also uj als positiv und
gerade an. Um die Behauptung zu zeigen, wollen wir zu jedem uy € C*°([—1,1]) ein 4y € N,

finden, sodass 4 — u. Dazu miissen noch die Randdaten modifiziert werden. Es bezeichne
o = up(El) —u(xl) = wp(xl) —a, B = £ (up(£l) — o/ (£1)) = £up(£1).

Da u;, — u in C*, gilt insbesondere oy, B — 0, k — oo. Fiir jedes k € N finden wir nun eine
gerade Funktion ¢5, € C*°([—1, 1]) mit

or(xl) = —ay, er(£1) = Fbi,
und ||¢g|lc2 — 0, k — oo. Zum Beispiel erfiillt « — ¢ (z) = —%xQ—ak—F%’“ diese Bedingungen.

Abb. 3.1: Jedem uy, wird ein ¢ € C'°° zugewiesen, sodass g := ug + @ € ]\Nfa.

Wir setzen jetzt
U = up + Y, furk e N.
Dann ist @ € N, und wir zeigen, dass @, — u in H2. Dies ist aber evident, da

|t — ullg2 = |lug + o — ul| g2
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< ug — ull g2 + okl a2
< fluk — ull gz +V2 lkllcz =0, k— oo
| —— ——
—0 —0

Damit haben wir gezeigt:
Na ist dicht in H, .
Insbesondere ist
N, Cc N, C H,,
und damit ist auch N, dicht in H,. ]

Zum Anderen haben wir folgende Stetigkeitseigenschaften des hyperbolischen Willmore-
Funktionals beziiglich der schwachen und starken H?-Topologie auf H,.

3.2 Satz (Schwache Folgen-Unterhalbstetigkeit von W), in H,)
Fiir alle a > 0 ist Wy, : Hy, — R schwach folgen-unterhalbstetig in der H?-Topologie, d. h. fiir
alle Folgen (up)ren C Hy mit up — v € H?(—1,1) fiir ein u € Hy gilt

Wh (u) < liminf W, (uy) .
k—o0

Beweis: Sei (up)gen C Ha mit up, — u € H*(—1,1) und u € H,. Wir miissen dann zeigen,

dass
(3.1) W (u) < hkm inf Wh, (ug) .
—00

Es reicht Gleichung fiir eine Teilfolge (ug,)een von (up)ren zu verifizieren, um die
Behauptung zu beweisen. Wére dies nicht so, gébe es eine Folge (up)pen mit Why(u) >
liminfy oo Wh(ug). Die Auswahl einer passenden Teilfolge wiirde dann den Widerspruch
liefern. Nach Kompaktheit der Einbettungen H2(—1,1) <» H!(—1,1) (siche Satz und
H2(—1,1) <5 CY(]-1,1]) (siche Satz erreichen wir, nach Auswahl einer Teilfolge, dass

up — win H'(—=1,1) und wug — uin CY([~1,1]).

1
:/ Hf%u dig, .,
-1
1 u"(a: 1 2 ,
—/ (( o (2)2)Y? + @) m) u(z) 1+ (x)? da
(

)

)
B 1 ( )ul x)2 . 1 u”(:L‘) . 1 1 .
_/ 1 (1+u/(2)2) ! +2/—1 (1+ u/(z)2)"? ! +/—1 w(x) /14 v (z)? a

Wir haben:




1 " 2 1
1
1 (14 u/(2)2) 1 u() 1+ (2)?
und untersuchen nun die einzelnen Terme von Wi, (u):

(i) Fiir den ersten Term beobachten wir, dass fiir ein h € L*°(—1,1) mit h > 0 f. . gilt, dass

1
0< /_1 h(z) (u'(z) — u/k/(x))Q dx
1

1 1
= / h(z) v (z)? dx — 2/ h(z)u"(z) uy(z) do —I—/ h(z) uj(x)? de

-1 -1 -1

also

1 1

h(z) v (x)* de < /_1 h(z) uj(x)? dz

) / ) (@)l () i — /

-1 —1
fur alle k¥ € IN. Beachte, dass v — fil hu"v"” dz ein lineares und stetiges Funktional auf

H?(—1,1) definiert, denn

< Nllzeellwllzz 072 < (1Bl zoe lull g2 0] = -

' / 11 h(z)u (z) v (z) dz

Da up — v in H?(—1,1), gilt

1 1 1
/ h(z)u" (z)? de = lim 2/ h(z)u” (z) ul(x) dz —/ h(z) v (z)? dx

-1 k—oo J_1 -1

1
< liminf/ h(z) uj(x)? dx .

k—o0 1

Insbesondere folgt dann mit der Wahl 0 < h = € L>°(—1,1), dass

_u
(1+u/2)5/2

1 " 2 1 " 2
/ deghmmf/ D@
1 (14w (2)2)? koo J o1 (14 u/(2)2)"?

Weiterhin haben wir

lu" x)? u(z) _ up(x) .
/1k()<u+wmvﬂz a+uum%%)d

= /12,

< lull3 2 <C

w(l+u2)” =y (1 +u?)??
(L) (14 )

< Cfu (1 uR)” = (140"

<C

LOO

Loe
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< O ()™ o ((1408) 7 () )

<cC ( (1)
<C

< C(Hu —uplor + || (14 u)”* = (140" »

-

)

o M= gl + Ju H(Hug)m_ (1 +u?)
e N——
<C

> 2% 0.
Somit ist also

1 Vi 2 1 /i 2
lim inf/ M dr < lim inf/ Mk(m)s dx
k=oo J_1 (14 u/(2)2)7? k—00 (14 (z)2)"?

1 ()2
= liminf/ M dx .
k=0 1 (14wl (2)2) /2

(i) Fir den zweiten Term konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass ||ugl| e, ||t} | 12,

H ﬁ H 1o < € < oo fiir ein C > 0, welches unabhéngig von k& € N ist, und rechnen einfach

dx

1 1 J 1 1
‘ /—1 u(z) /1 +u/(z)? oo /—1 ug () /1 + uj ()

1 ! 1
<||l— / uV1+uw? —uy\/1+u?| do
UUE || 700 J_ /
EllL 11+ u? 1+u§€2
<C
<1
1 1
<C / ’(U—Uk)}(h—k/ Uk \/1+u’2—m dx
~1 -1

1
1
gc<|yuuk\|L2 n ||uk\|Loo/ W dw)
e’ V1I+u?+ /14 up

<C

<

N

< C(Jlu = wellgz + I’ = wllga |l + i 12 )
————
<C
< Cllu—uglm =3 0.
Damit erhalten wir aus der schwachen Unterhalbstetigkeit des ersten Terms und der schwachen
Stetigkeit des zweiten Terms in H, die schwache Unterhalbstetigkeit von W, in H,, was zu

zeigen war. O

3.3 Satz (Stetigkeit von W), in H,)
Fiir alle o > 0 ist Wy H, — R stetig in der H?-Topologie, d. h. fiir alle Folgen (ug)ren C Ha
mit up — u € H?(—1,1) fiir ein u € H, gilt

Wh(u) = klgglo Wi (ug) -
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Beweis: Die Stetigkeit von W), in H,, ist nun leichter zu zeigen, als die schwache Unterhalb-
stetigkeit von W), in H,. Wir wiihlen wieder eine Folge (ug)ren C Ho mit u, — u € H?(—1,1)

und u € H,. Wir miissen dann zeigen, dass
Wh(u) = lim Wh,(uy) .
k—o0

Mit dem gleichen Argument wie in Satz reicht es, die Behauptung fiir eine geeignete Teilfolge
von (ug)keN zu zeigen. Wir wollen diese ebenso wie in dem vorherigen Satz auswéhlen, sodass
wir den Beweis Satz 3.2l nur modifizieren brauchen. Dort hatten wir

Wh(u):/1de+/l ! de .

1 (1 +u/(2)2)? 1 u(x) \/1+ o (z)?

(i) Fiir den ersten Term beobachten wir einfach nur fiir h € L*>°(—1,1), dass

/ h(x)u"( dm—/ h(x)u"( d:r:
1

g/ () — () 2 da:+2’/ da;—/ o ()2 da
-1 -1

(@) —ug (@)l 2 —0

HhHLoo

— 0,

dav— f_ll u"v" dx ein stetiges lineares Funktional auf H%(—1,1) definiert und ug — u

auch ug, — u in H? impliziert. Mit der Wahl h = m € L*°(—1,1) haben wir dann

1 2 2 1 " 2
i / v = d e ™
k—oo /1 (14 u/(x)?) -1 (14 u'(x)?)
Zusammen mit der anderen Rechnung aus Teil (i) aus dem Beweis von Satz folgt dann

1<mwmf_um%WP>m:

@)™ (1t u )

lim
k—oo J_

also insgesamt
i [ G [ )y
(@) S (@)

was die Stetigkeit des ersten Terms zeigt.

k—o00

(ii) Fir den zweiten Term hatten wir im Teil aus dem Beweis von Hilfssatz gesehen,

dass dieser schwach stetig ist und damit insbesondere auch stetig (in der Normtopologie).

O

Das Infimum des Willmore-Funktionals auf N, bezeichnen wir mit
M, = inf {Wh(u) tu € Na} >0.

Die Stetigkeit von W}, beziiglich der starken H?2-Topologie auf H,, sowie Dichtheit von N, in

H, beziiglich dieser implizieren
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3.4 Folgerung
Es ist

M, = inf {Wh(u) tu € Ha} .

Somit stimmen die Infima von Wy, auf N, und H, tberein.

Beweis: Nach Hilfssatz ist N, dicht in H,. Fiir ein u € H, wahlen wir also eine Folge
(ug)ren C Na, sodass ux — u in H2(—1,1). Nach Folgerung ist W), stetig in H,, also

lim Wh(uk) = Wh(u) .
k—o0

Insbesondere ist damit

Wh(u) > M,,
also
M, = inf > inf > M,
o« = inf Wi (u) > nf Wh(u) > M,
und damit Gleichheit iiberall. O

Fiir die Existenztheorie wird die Konstruktion von Bedeutung sein, wie wir sie im Beweis
des folgenden Hilfssatzes durchfiihren. Einerseits liefert sie uns eine Hilfsfunktion, welche wir
durchweg mit w, bezeichnen wollen, mit welcher wir M, abschétzen konnen. Andererseits
verdeutlicht sie die Bedeutung der Interpretation des Willmore-Funktionals von Rotationsflichen
mithilfe der hyperbolischen Halbebene und die Rolle der Geodéten der hyperbolischen Ebene in

dieser Existenztheorie.

3.5 Hilfssatz (siehe |[GGS, Lemma 8.6])
M., ist nach oben beschrankt durch

1
M, < 8 tanh () .
«

Insbesondere ist lim,_,oo M, = 0.

Beweis: Fir a > 0 wollen wir eine Hilfsfunktion w, konstruieren, sodass Wy (w,) durch
8 tanh (1) beschréinkt ist. Dazu definieren wir v(z) := a cosh (1) fiir z € (0,1]. Dieses
v soll an einem eindeutig bestimmten Punkt 2y € (0,1) an einen Kreis, der im Ursprung
zentriert ist, “geklebt” werden. Damit die Hilfsfunktion stetig differenzierbar ist in xg, muss

0 = xo + v(xo) v'(x0) gelten. Also

—1 —1
0 = zo + v(wo) v (w0) = 70 +  cosh (mo > sinh (xg > :

(6] (6
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x +— x + v(x)v'(z) ist srikt monoton steigend mit Werten

bei z =0 « cosh < — 1> sinh < — 1) = —a cosh (1> sinh <1) < 0,
a e a a
beiz =1: 1+ a cosh(0) sinh(0) =1>0.
Wegen dem Vorzeichenwechsel und der Monotonie existiert ein eindeutig bestimmtes z¢ € (0, 1)

mit 0 = xg + v(xg) v'(xg). Wir definieren dann folgende Hilfsfunktion durch Aneinanderkleben

von v an einen Kreis im Inneren

v(|]) sao < z| <1,

We(x) :=

Vi +v(ze)2 —22 10 < |z| < 0.

-1 —x 0 xo 1

Abb. 3.2: Hilfsfunktion w, zur Abschétzung von My, hier mit o = 0.3.

Offensichtlich ist w, stetig. Nach Konstruktion stimmen die Ableitungen beider aneinander-
geklebten Funktionen iiberein, womit w, auch stetig differenzierbar ist. Die Ableitungen beider
Seiten sind Lipschitz-stetig auf dem jeweiligen Intervall und da w/, stetig ist, muss dieses auch
Lipschitz-stetig sein. Somit haben wir w, € C%!([~1,1]) und nach Konstruktion auch ws € N,.

Wir schétzen dann das hyperbolische Willmore-Funktional ab, wobei wir noch beachten, dass
Hy, ,, = 0 auf (—zo,x0) ist nach Folgerung

1 1
Wh(wa) = /1 HEL,’UJQ dlugh,wa = 2/ H}%,wa d/‘Lgh,wa
— o

(e LY i
= x( 5/ ($)2 v\x VT i

0 () /140

/
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8

inh xo—1 1_ 1
= -8 sinh (%57) 8tanh< x“) < 8tanh ()
(0% (6%

cosh ( Oa_l)
woraus die Behauptung folgt. O

Im Beweis des letzten Hilfssatzes wurden gleich zwei Tricks verwendet, welche immer wieder
auftauchen werden. Der erste Trick ist, Kreissegmente mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung
anzukleben. Der zweite Trick ist, links und rechts um ,speziellen“ Punkten herum mit dem

normalen und hyperbolischen Willmore-Funktional zu rechnen.

Mit dem erstgenannten Trick, angewendet auf Funktionen, welche hinreichend grofse Funk-
tionswerte annehmen, ldsst sich die Willmore-Energie minimieren, sodass man insbesondere
eine obere Schranke fiir Funktionswerte entlang einer Minimalfolge fiir M, annehmen kann.
Das Resultat wird nicht von entscheidender Bedeutung fiir die Existenztheorie sein, verdeutlich
aber nochmal die Bedeutung der hyperbolischen Geometrie fiir das Willmore-Funktional von
Rotationsflachen. Im néchsten Kapitel wird die Methode auch bei der Existenztheorie des

Helfrich-Funktionals fiir Rotationsflachen auftauchen.

3.6 Hilfssatz
Fir a >0 set uw € N,. Dann gilt

(3.2) u(xz) < V14 a? —2?, Vz e 0,1],

oder es gibt ein U € Ny, sodass u(x) < 1+ a? — 2 fir alle x € [0,1] und Wr(@) < Wy (u).

Beweis: Erfiillt unser u € N, Gleichung (3.2)), so ist nicht zu zeigen. Sei nun also angenommen
dass (3.2)) nicht gilt. Wir konstruieren @ &hnlich wie die Hilfsfunktion w, (in Hilfssatz [3.5)).

Definiere 7(z) := V1 + a? — 22 fiir z € [0,1]. Da u(1) = r(1) = @ und 0 = /(1) > (),
gibt es ein maximales Intervall (z1,1), mit 21 € (0,1), in dem Sinne, dass u(z1) = r(x1) und
u(z) < r(x) fir alle x € (21, 1), denn nach Voraussetzung ist {z € (0,1) : u(x) > r(z)} # 0. Da

u stetig differenzierbar ist, muss u/(z1) < r/(z1) < 0 sein. Somit ist

bel . =z : 0=z +r(x)r' (1) > x1 +uz) v (z1),
bei z =1: 0=1+r1)r"1) < 1+u)d(1) = 1.
Da [z1,1] 2 2 — = + u(z) u/(z) stetig ist, muss es ein x5 € [x1,1) geben (z2 = x1, und somit

insbesondere touchieren, ist auch moglich), sodass 0 = x2 + u(x2) v/ (x2). Wir sind dann in der

gleichen Situation, wie im Beweis von Hilfssatz [3.5 und definieren % dann zu:

u(|z) Pag < fa| <,

u(x) =

Vri +u(ze)? —22 0 < |z] < 20
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Abb. 3.3: Konstruktion von @(z). 1 und x2 kénnen auch zusammenfallen, was insbesondere
das Touchieren von v und r impliziert.

Analog ist dann wieder @ € N, und a(z) < V1 + o? — 22 fir alle z € [0, 1]. Zudem gilt
1
Watw) = [ B2y di,
-1
X9 ) 1 )
= 2/(; Hh,u dlu’gh,u + 2/ Hh,u dugh,u
@2

1
Z 2/ HfZL u dugh u
x2 K b
= W(a),
womit die Behauptung gezeigt ist. O

Der zweite Trick aus dem Beweis von Hilfssatz lasst sich noch auf beliebige Funktionen
mit beschriankter Willmore-Energie (fiir Details, siche Hilfssatz anwenden. Mit dieser
,Energiemethode bekommen wir alle notigen Abschétzungen, bzw. Schranken, an die Funktionen
entlang einer Minimalfolge (welche die angegebene Energieschranke erfiillt), welche wir fiir den
Erfolg der direkten Methode in H, benétigen (die L2-Schranke an die zweiten Ableitungen
wird sich daraus ergeben). An dieser Stelle unterscheidet sich die Existenztheorie von den
publizierten Vorlagen (siehe [DDG]| oder [GGS|) und erlaubt uns eine Verallgemeinerung auf
das Helfrich-Funktional. Dabei haben wir uns an [WG]| orientiert.

3.7 Hilfssatz
Sei a > 0. Dann existieren fir alle A € (0,8) Konstanten

8—A
61261()\) = >0

V64— (8— )2

und

co =ca(N\) ==« exp(—4cl()\) 1 —1—01()\)2) >0,
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sodass fir alle u € No mit Wy (u) < 8 — X und fir alle x € [—1,1] gilt:

’u’(az)’ <ec, }u(az)’ <a+ecr, u(z) > ca.

Beweis: Sei A € (0,8) fest und u € N, mit Wy (u) < 8 — A. Wir teilen den Beweis in die Teile
der Behauptung auf.

Teil 1: Obere Schranke fiir Ableitung von w.
Sei x1 € [0, 1] so, dass |u'(x1)| = max,¢(,1) [u(x)]. Es reicht dann |u/(x1)] < ¢1 zu zeigen. Ist
u'(z1) < 0, so schitzen wir Wy, (u) ab, indem wir links von x1 mithilfe des hyperbolischen und

rechts davon mithilfe des normalen Willmore-Funktionals rechnen:

8— A Z Wh(u)

1
= /IH%,U d/“l’gh,u

X1 1
2/ Hl%,u d:“’gh,u + 2/ H%L,u dﬂgh,u
0 1

@ 1 / !
2 /0 H},, dug, , + % /z 1 H; dpg, +8 11(5/)(9;)2] x
e 1
I d(@)?
Quadrieren beider Seiten liefert dann
u'(z1)?
(3.3) (8—X)?%>64 HE/(;DQ :

Die gleiche Ungleichung bekommen wir im Fall «/(x1) > 0, wenn wir Wj,(u) abschétzen, indem

wir links von 1 mit dem normane und rechts davon mit dem hyperbolischen Willmore-Funktional

rechnen:
8 —A>Wy(u)
! 2
- /1Hh,u dugh,u
x1 ) 1 )
= 2/ Hh,u dlugh,u + 2/ Hh,u d/"égh,u
0 2
1
pog 4 /ml 9 u' () /1 2
= — H: dpg, + 8 | ——— + 2 H: d
T u L+u'(x)?] o Hon
u' (1)
1+ u/(21)2
Das Umstellen von Gleichung (3.3]) liefert dann
8—A def

‘u/(xl)‘ < \/m =C1.
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Teil 2: Obere Schranke fiir u.
Die obere Schranke an u erhalten wir direkt durch Integration der oberen Schranke der

Ableitung von u aus Teil 1:

< ‘u(l)‘ +

/: o' (z) dx

§a+/: |/ ()| da

<a+c (1—2)

<a+c,

fir alle « € [0, 1] und wegen der Spiegelsymmetrie von w auch fir alle x € [—1,1].

Teil 3: Untere Schranke fir u.

Fiir z € [0, 1] schétzen wir folgendermafen ab:

—logu(z) =logu(l) — logu(z) — logu(1)

I L) P
_/x ufy) @10

1 ul(x)
§/0 () dx — log

Teil 1 1 1
< ey/1+¢2 dx — log
14 u/(x)?

1 v ()
=ci\/1+ | = Wh(u) — —loga
1 1179 h(u) 1+u’(x)2] g
:%1 1+ ¢ Wy(u) — log

§4c“/1+c%—logoz,

also
2 o\ def
u(x) > exp<—4cl 1—i—cl—i—loga> = aexp<—4cl 1+cl) =3 >0.
Die Symmetrie von u liefert die Abschitzung dann wieder fiir alle x € [—1,1]. O
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Wir haben nun alle notwendigen Abschétzungen fiir den Existenzsatz und kénnen damit
eine Minimalfolge finden, welche in H?(—1,1) beschrinkt ist. Die schwache Folgenkompaktheit
von H? liefert uns einen Minimierer u € N, fiir M,,. Dieses u ist glatt und die von u erzeugte
Rotationsfliche ist somit eine Willmore-Fliche. Wir fassen dies im folgenden Existenzsatz

zusammen (vergleiche auch mit [DDGl Theorem 3.9]):

3.8 Satz (Existenz eines Minimierers von W)

Fiir alle o > 0 existiert eine Funktion u € H,, sodass

Wi(u) = Mo = inf Wy(v) = inf Wi(v).

Es ist sogar u € C*>([—1,1]), sodass insbesondere auch u € Ny und u lost die hyperbolische

Willmore-Gleichung (hAWG).

Beweis: Sei (ug)ren C N, eine Minimalfolge fiir M, d.h.
lim Wy (u) = inf Wy(u) = M,.
k—o0 UENy

Durch Modifizierung dieser konnen wir nach Hilfssatz annehmen, dass Wy (ug) < 8 — \ fir
ein A\ € (0,8). Hilfssatz [3.7] liefert uns Konstanten ¢; = ¢1(A) > 0 und ¢o = c2(\) > 0, sodass fiir
alle k € N und = € [—1, 1] gilt:

‘u;(x)‘ <er, up(z) < a+cq, ug(z) > ca.

Damit kénnen wir dann folgendermafien abschétzen:

_/ x)2)7? ! +2/1 (1+u2(x)2)3/2 ! +/1 up(x) /1 +up (z)? !

L (o) 1 L >0
1/1+u;§(z)2 4
1
& / " 2
> up () do
(1+ )7 /1

112
T o2 Huk”L2(_1,1)-
(1+ C%)

Damit ist |[uj||f2(—1,1) gleichméRig von oben beschrankt und mit den L?-Schranken an u und

uy, insbesondere auch |lug || g2(—1,1)- (ug)ren ist also beschrénkte Folge in H?(—1,1). Nach Satz



finden wir dann, nach Auswahl einer Teilfolge, ein v € H?(—1,1), sodass
up — uin H*(—1,1).

Mit der Kompaktheit der Einbettung H2(—1,1) <% C(|-1,1]) (siche Satz haben wir

insbesondere
up — u in C1([~1,1]).

Damit ist dann auch w positiv, symmetrisch, (1) = @ und «/(1) = 0, also u € H,. Mit der
schwachen Unterhalbstetigkeit von W), in H, (siehe Satz haben wir dann

Folg.
M, < Wy(u) < liminf Wy (ug) = lim Wy(ug) = M,
k—oo k—o0

also Gleichheit iiberall. 4 minimiert Wy, damit in der Klasse H, und 16st die Differentialgleichung
(IhWGJ) schwach.

Man kann zusétzlich noch zeigen, dass u € C*°([—1, 1]). Einen Beweis dazu liest man in
IDDG| THeorem 3.9] oder [Schl Kapitel 6.8] nach. Damit ist u auch eine klassische Losung von
EWG). 0

3.9 Bemerkung
Der Beweis des Existenzsatzes zeigt, dass, abgesehen von der Energieschranke Wi, (uy) < 8,

die beiden Schranken
up(z)| < c1, up(x) > ca, fir z € [-1,1],

die wichtigen sind! Die oberen Schranken an die ug, sowie deren zweite Ableitungen, folgten

unmittelbar daraus. |
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4 Das Helfrich-Funktional fiir Rotationsflachen und
Existenz rotationssymmetrischer Helfrich-Flachen

Wie in der Einleitung bereits beschrieben, bilden Flachen- und Willmore-Funktional Modelle
um Membranen mit bestimmten Eigenschaften zu beschreiben. Physikalisch interessanter und
realistischer sind allerdings Modelle, welche Flache und Kriimmung modellieren. Das Helfrich-
Funktional ist ein solches Beispiel, bei dem wir zum Willmore-Funktional einfach noch das
mit einem Vorfaktor gewichtete Flachenfunktional dazu addieren. Wir wollen hier wieder
kritische Punkte des Helfrich-Funktionals in der Klasse der Rotationsflichen suchen. Es zeigt
sich, dass die Methode, welche wir beim Willmore-Funktional angewendet haben, auch fiir das

Helfrich-Funktional funktioniert, wenn der Flachenanteil einen relativ geringen Anteil besitzt.

4.1 Das Helfrich-Funktional

4.1 Definition (Helfrich-Funktional)

Seien (M™,g), (N™, §) riemannsche Mannigfaltigkeiten und f: (M™, g) — (N™,g) eine iso-
metrische Immersion. Fiir ¢ > 0 definieren wir das Helfrich-Funktional #H. als Summe des
Willmore-Funktionals W (siehe Definition und dem mit € gewichteten Flachenfunktionals

A (siehe [2.7)
M) = W +eAl) = [ VR dpgre [ dy.

Mm
Analog zum Willmore-Funktional kann man wieder die erste Variation von H. berechnen. Da
bereits die ersten Variationen vom Willmore-Funktional und des Flachen-Funktionals bekannt
sind (siehe Hilfssatz und Abschnitt [2.7)), erhdlt man die erste Variation des Helfrich-
Funktionals durch Addition beider. Unter einer Helfrich-Immersion (bzw. Helfrich-Fléche

fiir m = 2) verstehen wir wieder die kritischen Punkte von #., sodass

d
@fHa(ft)‘t:O =0,

beziiglich einer vorgegebenen Menge von Variationen von f = fy. Bei dem Analogon von Hilfssatz
fiir Helfrich-Fléchen erhalten wir die Euler-Lagrange-Gleichung fiir das Helfrich-Funktional

von Hyperflaichen in Rdumen konstanter Kriimmung einfach durch Addition von —emH.

Wir wollen uns hier jetzt wieder auf Rotationsflichen konzentrieren, sodass wir uns dann im
néchsten Kapitel wieder mit der Existenz von Helfrich-Fléchen in einer speziellen Klasse von
Rotationsflachen beschéftigen kénnen. Wir nutzen wieder die gleiche Notation, wie in Definition
sowie die Resultate der darauf folgenden Abschnitte.
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4.2 Folgerung (Helfrich-Funktional fiir Rotationsflichen)
Das Helfrich-Funktional einer Rotationsfliche f,: M? — R3 ist gegeben durch

(T b 1 u’(z) 2 VIt (@2 d
(fu) = 2/(1 w(z) - 272 u(x) +u/(z)? dx

2 L+u/'(x)? (14 (2)

b
+ 2775/ u(z) 1+ (2)? dz.
a
Bewets: Kombiniere Folgerung mit

A(fa) = /w dpig, = 27r/ab\/mclx = 27r/abu(x)\/mdx.

4.3 Satz (Helfrich-Gleichung fiir Rotationsfldchen)
Eine Helfrich-Immersion f: M? — R3 erfillt mit den in Hz’lfssatz beschriebenen zuldssigen
Variationen von f die Helfrich-Gleichung

AyH+2H (H? - K)—2eH =0, auf M2

Insbesondere erfillen Helfrich-Immersionen als Rotationsflichen die Helfrich-Gleichung

1 d u(z) H' ()
u(z) /14 (z)? dx 1+u/ ()2 "
u’(x) 1

(HGR)
M ((1 Fu@D " ul@) It

2
($)2) —2eH,(x) =0, Vz€(a,b).

Beweis: Kombiniere die ersten Variationen von W (Hilfssatz und A (Abschnitt um
erste Variation von H. herzuleiten (wie bereits zuvor beschrieben). Beweise dann Hilfssatz 2.6
fiir das Helfrich-Funktional, um diesen dann, analog zu Satz auszuwerten. O

4.2 Existenz rotationssymmetrischer Helfrich-Flachen

Wie in Kapitel §3| wollen wir hier wieder die Existenz eines Minimierers in der Klasse der
Rotationsflachen zeigen, allerdings jetzt fiir das Helfrich-Funktional. Wir stellen fest, dass wir mit
ganz dhnlichen Methoden wie dort arbeiten konnen, bzw. diese sogar anwenden kénnen. Allerdings
konnen wir dabei nicht erwarten, dass wir mit unseren Methoden fiir jedes ¢, insbesondere fiir
grofle Anteile des Flachen-Funktionals im Helfrich-Funktional, einen solchen Minimierer finden
werden. Entscheidend fiir die Ubersetzung der dort verwendeten Methoden ist die Beobachtung,
dass wir die hyperbolische Willmore-Energie der Hilfsfunktion w, mit Wj(w,) < 8 tanh (é)
abgeschétzt haben (siehe Hilfssatz . Benutzt haben wir im Verlauf allerdings nur, dass
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Wi (weq) < 8. Das heift, wir haben noch etwas Luft, welche wir in den Fléchenterm reinstecken
konnen. Fiir kleine & konnen wir erwarten, dass die Methode erfolgreich sein kann. Diese
Beobachtung geht zuriick auf [WG].

Variieren wollen wir wieder in den gleichen Klassen wie in Kapitel §3] d. h. es bezeichne wieder

No={ue CY([=1,1]) : w ist gerade und positiv, u(1) = a, /(1) = 0},
und
Hy = {u€ H*(—1,1) : uist gerade und positiv, u(1) = a, u/(1) =0} .

Weiterhin verstehen wir hier wieder H., W, A als Funktionale auf H, (also auch auf N,),
also W(u) :== W(fu), A(u) := A(fu), He(u) := He(fu) = W(u) + € A(u) und vergessen die

urspriingliche Notation um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden.

Analog zu Satz [3.2] und Folgerung [3:4] haben wir auch schwache Unterhalbstetigkeit und
Stetigkeit von H. in Hy:

4.4 Satz (Schwache Folgen-Unterhalbstetigkeit von H. in H,)
Fiir alle o > 0 und alle ¢ > 0 ist Ho: Hy, — R schwach folgen-unterhalbstetig in der H?-
Topologie, d. h. fiir alle Folgen (uy)ren C Ho mit up — u € H?(—1,1) fiir ein u € Hy gilt

k—ro0

Beweis: Sei (up)ren C Ha mit up, — u € H*(—1,1) und u € H,. Wir miissen dann zeigen,
dass

He(u) < liminf He(ug) = liminf (W (ug) + € A(ug)) .

k—o0 k—o00

Nach Hilfssatz ist u — W} (u) schwach unterhalbstetig in H,, somit insbesondere auch
u = W(u) (da W(u) = Wy (u) auf H, nach Satz [2.20). Also bleibt noch die schwache
Unterhalbstetigkeit von u — A(u) in H, zu zeigen. Wie in Teil des Beweises von Hilfssatz

C

haben wir nach Auswahl einer Teilfolge wegen der Kompaktheit der Einbettungen H?(—1,1) <
H'(—1,1) (siehe Satz[1.3) und H2(~1,1) <% C1([-1,1]) (siche Satz

up — win HY(=1,1) und wg — uin CY([-1,1]),

und konnen ohne Einschréinkung annehmen, dass ||ug| e, ||u}|l2 < C < oo fiir ein C' > 0,

welches unabhéngig von k£ € N ist. Wir rechnen:

o | A(w) — A(u)
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1
= ‘/_1 u(x) 1+ (2)? do —up(x) /1 + uj(x)? do

1
S\/\
-1

u(e) I+ (@) —up(x) /14 w(2)?] da

1 1
S/ ‘(u(:p)—uk(az)) \/1+u’(93)2‘dx+/ up(z) (V14 (2)? — /1 +u(x)?| do
-1 —1
1
1
< o=l VIR, + falis [ @2 - (e s
—_— T VIR 4\ [t
— 712
=\/1+llw7, <C SV%

< C(llu = willgs + o' = upllze | + ui2 )
N ——
<C

k— oo

< Ollu— will g =3 0.

Damit ist u +— A(u) schwach stetig, also insbesondere auch schwach unterhalbstetig. Das zeigt
die schwache Unterhalbstetigkeit von H. in H,. O

4.5 Satz (Stetigkeit von #. in H,)
Fiir alle a« > 0 und alle € > 0 ist He: Hy — R stetig in der H?-Topologie, d. h. fiir alle Folgen
(up)ren C Hy mit up — u € H?>(—1,1) fiir ein u € Hy gilt

He(u) = klggo He(ug) -

Beweis: Sei (uy,)ren C Hy gegeben mit uy, — u € H?(—1,1) fiir ein u € H,. Wir miissen dann

zeigen, dass

Ho(u) = lim W (ug) = klirglo W (ug) + e A(ug)) -

k—o0

Aus Folgerung [3.4] wissen wir, dass u — Wj,(u) stetig ist, also insbesondere auch u — W (u)
(wieder nach Satz[2.20). Also bleibt nur noch die Stetigkeit von u + A(u) in H, zu zeigen. In
Satz haben wir allerdings gezeigt, dass u — A(u) sogar schwach stetig ist. Insbesondere ist
A damit auch stetig in der H2-Topologie auf H,. O

Wir definieren das Infimum des Helfrich-Funktionals auf N, durch
M =inf {H.(u): u€ Ny} .

Auch hier kénnen wir mit dem Dichheitsresultat aus Hilfssatz [3.1] und der Stetigkeit von #H. auf
H, zeigen, dass es egal ist, ob das Infimum M}, iiber N, oder H, gebildet wird.
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4.6 Folgerung

Es gilt insbesondere auch wieder

Mg =inf {H.(u): u € Ha}.

Beweis: Der Beweis ist analog zu dem von Folgerung 3.4 Nach Hilfssatz [3.1] ist N, dicht in
H,, bzgl. der H?-Topologie. Fiir u € H,, wihlen wir also eine Folge (ug)ren C No mit ug, — u
in H?(—1,1). Nach Folgerung ist He in H, stetig, also

M: < lim H.(ug) = He(u),

k—o00

also

M; = inf H.(u) > inf Hc(u) > M,

uE Ny u€Hg

somit Gleichheit iberall. O

Im Folgenden versuchen wir mit einer &hnlichen Strategie wie beim Willmore-Funktional in
Kapitel §3] geeignete Schranken fiir eine Minimalfolge zu finden, sodass wir wie in Satz die
Existenz eines Minimierers von H. in N, bzw. H, nachweisen konnen. Wie bereits erwahnt,
gelingt dies, mit der hier verwendeten Methode, nicht fiir alle Anteile des Flachenfunktionals.
Der folgende Hilfssatz hilft uns dabei einzuschétzen, wie grof der Anteil an Fliache sein darf,

den wir in das Helfrich-Funktional stecken diirfen.

4.7 Hilfssatz
Fir a >0 sei u € Ny. Dann gilt

1
(4.1) Au) = 277/ u(z) /1 +u/(2)2 de < 47 (1+ a)® + 47,
-1
oder es gibt ein u € Ny, sodass
W(a) < W(u), A(i) < 4w (1 +a)? + 47,

also insbesondere H. () < He(u).

Beweis: Ist (4.1)) erfiillt, so ist nichts mehr zu zeigen. Wir nehmen also an, dass (4.1]) nicht
gilt und konstruieren ein u analog zu Hilfssatz . Dazu miissen wir ein zg € (0,1) finden,
sodass 0 = g + u(xg) v/(zo). Es bezeichne auch wieder r(z) := V1 + a? — 22 fiir x € [0,1]. Da

0<14wu(l)u(1)=1und u(l) = (1), konnen wir uns auf die folgenden drei Fille beschrénken:

1. Fall: Es sei angenommen, dass 0 < z + u(x) v/(z) und u(z) < r(z) fir alle z € (0, 1).
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Hier wird gezeigt, dass dieser Fall entfillt. Dazu beobachte, dass u < r < /1 + a? und damit
fiir alle z € (0,1)

0 < z+ul@)d(z) < 1+V14+a?2d () = u'(z) > —ﬁ.

Wir rechnen weiter
0 < u(0)
=u(l) — /01 u'(z) dz
=a— /u'(m) dx — /u'(x) dz

{z>0: v/ (z)<0} {x>0:u/(z)>0}
x
<a+ ——dxr — /u’x dx
| == (@)
{z>0: v/ (z)<0} {z>0: v/ (z)>0}
1
<o+ —m — ' (z) dx |
- 21+ a? / @)
{z>0: v/ (z)>0}
also
(4.2) / o (z) dz < o +

{z>0: v/(x)>0}

1
2V1+a?
Weiter ist dann

1
/1 uw(x) 1+ (x)? de < / u(z) (1+ |v'(2)]) da

1
— —1
<V1+a? [/llldx—l—/ll‘u’(x)‘ dx]

—/1+a? [2+2/u'(m)dm—|—2/(—u'(m)) dx}

{>0: v/(2)>0}  {z>0:v/(x)<0}
$ daz]

E2) [ 1 !

< V1+a? 2+2a++2/ —
V1+ a2 0 V1+a?

1 1

=V1+a? [2—1—2044— + ]
Vita?  V1t+a?

=2vV1+a?(1+a)+2

<2(1+a)*+2.

Und somit ist A(u) < 47 (1+ «)? + 47 im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit entfillt dieser
Fall!

2. Fall: Es sei angenommen, es gibt ein z1 € (0,1), so dass 0 > z1+u(z1) v/ (21), und u(z) < r(z)
fir alle z € (0,1).
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Wir kénnen hier direkt die Stetigkeit von = +— x + u(z)u/(x) ausnutzen und da x; +
u(zr)u'(z1) <0< 1=14u(1)d/(1), finden wir ein g € (0,1), sodass 0 = 2 + u(zg) v’ (x0)
und u(xo) < r(zp), nach Voraussetzung. Wir kénnen zusétzlich noch annehmen, dass es kein
x> xo gibt mit 0 = z( + u(z)) ' (z(), da {z € (0,1) : 0 =  +u(x) u'(z)} als kompakte Menge
ein Maximum besitzen muss. Analog zu Hilfssatz [3.0] konstruieren wir wieder:

v(|z|) cxo < x| <1,

u(z) =

VR +u(zg)? — 22 10 < |z| < .

Esist 4 € N, und a(x) < r(z) fir alle z € [0, 1]. Analog erhalten wir auch Wj,(a) < Wj,(u), also
auch W(@) < W(u) (siehe Satz [2.20)). Es bleibt nur noch zu zeigen, dass A(@) < 47 (1+a?) +47
ist. Damit folgt automatisch A(@) < A(u) aus der Voraussetzung.

Dies ist allerdings evident, da wir nun fiir 4 haben, dass
0<x+a(x)d(x), Vo e (0,1).

Die gleiche Rechnung wie im ersten Fall zeigt dann A(%) < 47 (1 + «)? + 4.

3. Fall: Es sei angenommen, es gibt ein x; € (0, 1), sodass u(z1) > r(z1).

Wir sind hier wieder in dem Fall von Hilfssatz |3.6{und finden analog dazu wieder ein z¢ € (0, 1),
sodass 0 = g + u(xo) v/ (zg) und u(z) < r(zg). Wie im zweiten Fall konnen wir zusatzlich
annehmen, dass es kein z{, > z¢ gibt mit 0 = z{, + u(xy) v’(zf). Definieren wir unser @ genau
wie dort, sind wir in exakt der gleichen Situation, haben also 4 € Ny, u(x) < r(x) fir alle
x €[0,1], W(a) < W(u) und A(@) < 4r (1 + ) + 47 < A(u). O

4.8 Bemerkung (i) Die gefundene obere Schranke ist gerechtfertigt dadurch, dass wir fir
kleine o Funktionen finden kénnen, welche fast den Flicheninhalt 47 (14 «)? 4 47 besitzen

und den ersten Fall erfiillen.

= /(1+a)?—22

z—=V1+aZ—22

Abb. 4.1: Die Funktion u realisiert fast den Flicheninhalt A = 47(1 + «)? + 4. Dabei tangiert
sie in (0,1) keinen Kreis mit Mittelpunkt 0 und liegt strikt unterhalb von z — V1 4 o? — 22
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(ii) Der Beweis zeigt insbesondere auch, dass im Fall A(u) > 47 (1 + a)? + 47, das neu

konstruierte @ die gleiche obere Schranke wie in Hilfssatz [3.6] besitzt, also
w(z) < V14 a? —22?, Va e [0,1].

Fiir den Fall A(u) < 47 (1 + )2 + 47 kénnen wir diese Schranke a priori nicht erwarten,
wie das Beispiel in Bild [{.2] zeigt.

()
P : v VT a2

katenoidenartiges Verhalten

-1 0 1

Abb. 4.2: Eine Funktion u, welche eine Fliche A(u) < 47(1+ )? < 47(1 + «)? + 47 hat, aber
u(z) > V1+ a? — 22 fiir ein z € (0,1). Die durch ,,Ankleben* eines Kreises konstruierte
Funktion @ (vgl. Hilfssatz vergrokert die Fliche, also A(u) > A(u).

Durch , Ankleben* von Kreisen kann sich Fliache also vergrofern. Das Willmore-Funktional
wird sich aber immer verringern. Wie auch im letzten Kapitel, wird die so konstruierte

obere Schrank nicht von entscheidender Bedeutung sein.

Um Hilfssatz [3.7 auf das Helfrich-Funktional anwenden zu konnen, miissen wir garantieren,
dass es eine Minimalfolge (uy)r C H, fiir ME gibt mit W(u) < 4n. Hinreichend dafiir ist es
He(we) < 47 zu haben, was erfordert, dass wir das € hinreichend klein wéhlen miissen. Das
heifst, wir konnen das Energiepolster von 47 — W (w,) noch in den Flidchenanteil, also dem
g, packen. Um den Flidchenanteil dafiir abschétzen zu kénnen, miissen wir A(w,) abschétzen.
Dies kann man direkt machen. Wir wollen hier allerdings den bereits bewiesenen Hilfssatz [£.7]

verwenden.

4.9 Folgerung

_ —1
Fiir a > 0 und ¢ < it )

(ta)21 st M nach oben beschrinkt durch

Mé<47r.
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Beweis: Wir nutzen die im Beweis von Hilfssatz explizit konstruierte Hilfsfunktion w, € N,.

Dort hatten wir gefunden, dass

1
Wh(wq) < 8tanh <a> ,

also insbesondere

1
W(wg) < 47 tanh () .

a
Ohne A(wy) explizit berechnen zu wollen, versuchen wir A(w,) mithilfe von Hilfssatz
abzuschétzen. Laut diesem Hilfssatz existiert eine Funktion w, € Ny mit W(ws) < W(wq) und
A(thy) < 4m(1 + a)? + 4m (eventuell ist sogar W, = w,), fiir welches wir H.(,) abschitzen

konnen zu

He (W) = W(Wq) + € A(Wq)
< W(wg) +dme((1+ a)? +1)
< 4w tanh (a_l) + 47r(1 — tanh (a_l))
= 4.

O]

Bemerkung: Es scheint so, als habe Hilfssatz [4.7] nur den Sinn, dass wir vermeiden, explizit
den Flacheninhalt der von w, generierten Fliche zu berechnen und abzuschétzen. Durch
direktes Abschétzen liefe sich € eventuell sogar noch vergrofern. Dies ist allerdings nicht
von wesentlichem Interesse. Wichtig ist, dass die Methode iiberhaupt fiir hinreichend kleine &
funktioniert. Andererseits liefert uns Hilfssatz [£.7] ein allgemeineres Resultat als alleine eine
Abschéatzung von A(wy). Dies konnte sich eventuell als hilfreich erweisen in Hinblick auf

Existenzresultate zu Minimierern von H,. fir alle ¢ > 0. |

Durch Einschriankung der zu betrachtenden € > 0 in Folgerung sind wir nun in der gleichen
Situation wie beim Willmore-Funktional im letzten Kapitel. Hilfssatz [3.7] lasst sich dann auf H,

anwenden:

4.10 Hilfssatz

_ -1
Seiena>0und6<1mn7h(a)

rayga - Dann existieren fiir alle X € (0,47) Konstanten
4t — A

- >0
V1672 — (47 — )2

c1=c1(N):

und
ca = co(N) == a exp ( —4ci(MNV1+e1(N)? ) >0,
sodass fir alle w € No mit He(u) < 4w — X und fir alle x € [—1,1] gilt:

W/ (2)| < e, lu(z)| <o+ e, u(x) > ca.
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Beweis: Sei )\ € (0,47) fest und u € N, mit H. < 47 — X\. Wir beobachten dann

A=A > He(uw) = Wu) + e A(w) > Wa) S22 Ty ),
~—— 2
>0

sodass Wy (u) < 8 — X mit X := 2 Nach Hilfssatz 3.7] erhalten wir fiir alle z € [~1,1] dann die
Abschétzungen

4 — A

8-\ B
Jor— g —xz V167 = (4r = A2
def
u(z)| < a+ep, > = — 2) .
lu(z)| < a+ uw(x) > o aexp( 401\/1—1—01)

}u'(m){ < ¢1 def

sowie

O]

Mit diesen Schranken geht der Beweis fiir die Existenz eines Minimierers des Willmore-
Funktionals, Satz[3.8 auch fiir das Helfrich-Funktional durch.

4.11 Satz (Existenz eines Minimierers von H.)

Fiir alle @ > 0 und 0 < ¢ < =taoh(a™])

(ta)? 41 existiert eine Funktion uw € H,, sodass

Ho(w) = Mg = inf Ho(0) = inf Ho(0).

Es ist sogar u € C*°([—1,1]), sodass insbesondere auch u € Ny, und u lost die Helfrich-Gleichung

fiir Rotationsflichen (HGRY).

Beweis: Der Beweis verlauft analog zu dem Beweis des Existenzsatzes Sei (ug)ken C Ha
eine Minimalfolge fiir M¢, d. h.

li = inf = MZ:.
Jim He(up) = inf (u) o

Nach Modifizierung kénnen wir wegen Hilfssatz annehmen, dass H.(ug) < 47 — A fiir ein
A € (0,4m). Hilfssatz liefert uns dann Konstanten ¢; = ¢1(A) und c2 = c2(A), sodass wir fiir
jedes k € N und z € [—1,1] die Schranken

|u;€(x)} <cy, up(z) <a+cy, u(z) > co,

bekommen. Die gleiche Rechnung wie im Beweis von Satz ergibt dann fiir alle £ € IN:
Satz 3.8 co

2
. > 2 > > b 12 .
8= A 2 —He(ur) = Walur) 2 T gl Z2(-1,1)
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Also insbesondere ist damit auch wieder |ug | g2(—1,1) gleichmifig beschrinkt, also (ux)ren eine
beschrinkte Folge in H2(—1,1). Schwache Folgenkompaktheit beschrinkter abgeschlossener
Mengen in H? (Satz liefert nach Auswahl einer Teilfolge wieder ein v € H?(—1,1), sodass

up — uin H?(—1,1).
Wie im Beweis von Satz zeigt man dann wieder u € H, und
Hg(u) — Mé .

Damit minimiert v H. in der Klasse H, und 16st die Differentialgleichung (HGR)) schwach.

Die Regularitét von u ldsst sich hier wieder zeigen. Fiir einen Beweis von u € C*°([—1, 1])
sieche man [Schl Kapitel 6.8]. Damit ist u also auch eine klassische Losung von (HGR)).
O

4.12 Bemerkung und Ausblick

Bereits in [Sch| wurde die Existenz von Minimierern fiir M¢ fiir hinreichend groftes € gezeigt
(vgl. [Schl Theorem 1.1 und Theorem 4.14|). Es lasst sich mit dem hier gezeigten Resultat
auch vermuten, dass Existenz von Minimierern fir M auch fiir alle ¢ existieren konnten.
Zum Nachweis dieser Behauptung muss die hier verwendete ,Energiemethode” allerdings etwas
abgewandelt werden. Die entscheidende Abschétzung, welche unser Resultat hier auf hinreichend
kleine € eingeschréankt hat, war die in Folgerung als wir H.(u) > W(u), d.h. A(u) >0,
abgeschitzt hatte. Fiir bessere Existenzresultate muss also diese Abschétzung verbessert werden!
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fiM™ = N
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= Agm g Volumen der Mannigfaltigkeit beztiglich der Metrik g .. ..

Bezeichnung fiir Karten auf den Mannigfaltigkeiten M™ und N™; z*: U C
M™ s Rund 37: V C N* = R sind die Komponenten von z und y; in
Kapitel §3l und §42 ist x ein Element aus R
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iiberlicherweise Vektorfeld oder Schnitt eines Vektorbiindels, d. h. als Deriva-
tion auf M™ ; in Unterkapitel [[.Tl auch als Vektorraum, bzw. Banachraum

@ L1 12

(topologischer) Dualraum zum Banachraum X ....................... [
Bidualraum zum Banachraum X ....... ... . ... .. . oL

Vektorfeld oder Schnitt eines Vektorbilindels
Vektorfeld oder Schnitt eines Vektorbiindels
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