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Kapitel 1

Einf ührung

In erster Linie geht es weniger um Existenz und Eindeutigkeit, als vielmehr um Qualität bzw.

physikalische Relevanz existierender (physikalisch vernünftiger [Finn2]) L̈osungen von Navier-

Stokes. Die Frage ist, was passiert im Laufe der Zeit mit einer Strömung, die zu einem bestimmten

Zeitpunkt umu gesẗort wird.

Konkret wird die Umstr̈omung eines Hindernisses auf unbeschränktem GrundgebietΩ und fester,

nicht verschwindender Anströmgeschwindigkeitv∞ untersucht. Das zugrundeliegende GebietΩ

soll in allen 3 Raumdimensionen unendlich ausgedehnt sein, d.h. das HindernisR3−Ω ⊂ BR(0)

mit R hinreichend groß, ist ein beschränktes Gebiet und die Lösungv soll sich asymptotisch

einem konstanten Vektorv∞ im Unendlichen n̈ahern, d.h.v soll eine L̈osung von

∂tv −∆v + v · ∇v +∇p = 0

∇ · v = 0

v|∂Ω = 0

v(0, x) = v0(x)

v(t, x) → v∞ 6= 0

in (0,∞)× Ω,

in (0,∞)× Ω,

auf [0,∞)× ∂Ω

in Ω,

für |x| → ∞, t ∈ [0,∞),

(1.0.1)

sein. Betrachtet man stationäre (∂tv = 0) Lösungen von (1.0.1), so muß physikalisch gesehen,

die durch die auf den K̈orper permanent ausgeübte Kraft (v∞ 6= 0) entstehende Energie in der

Strömung dissipieren. Es fragt sich daher, ob eine stationäre L̈osung
◦
v von (1.0.1) durch klei-

ne Sẗorungenu(t), d.h. v(t) =
◦
v +u(t) im Wesentlichen verändertwird. Von Stabiliẗat spricht

man, wenn in einem gewissen Sinne der Einfluß der Störungu(t) im Laufe der Zeit abnimmt.

Es gibt mehrere Methoden an das Stabilitätsproblem heranzugehen: Mit Hilfe der Methode der

linearisierten Stabiliẗat, die auf der Untersuchung des Spektrums des linearen Teil der Störungs-

gleichung basiert (voller Oseen-Operator), läßt sich Stabiliẗat nur f̈ur hinreichend kleine An-

fangssẗorungenu(0) zeigen. Daf̈ur erḧalt man in manchen F̈allen auch ein Kriterium f̈ur Insta-

bilit ät. Der hier verwendete Ansatz̈uberpr̈uft, ob und wie die kinetische Energie‖u(t)‖2 der

Störung in der Zeit f̈allt. Verschwindet die kinetische Energie mit der Zeit, spricht man von asym-

ptotischer Energiestabilität. Verschwindet sie, unabhängig von der Gr̈oße der Anfangsstörung, so
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6 KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

spricht man von unbedingter (asymptotischer) Energiestabilität.

Es stellt sich heraus, daß eine die Stabilität gut beschreibende Größe dabei die energetische

ReynoldszahlReE ist:

ReE(
◦
v) = sup

w∈D
(

A1/2
2 (Ω)

)
\{0}

〈◦v −v∞, (w · ∇)w〉Ω
‖∇w‖2

2

Für die genaue Definition siehe Kapitel 2 Definition 2.0.10. Anders betrachtet, erkennt man aus

der Definition der Reynoldszahl, daß sie beiähnlichen Verḧaltnissen grob der Geschwindigkeit
◦
v modulov∞ entspricht. Aus physikalischer Sicht ist i. Allg. bei sehr großen Reynoldszahlen

keine Stabiliẗat, d.h. kein Abklingen der kinetischen Energie der Störung zu erwarten. In dieser

Arbeit wollen wir uns auf den Fall Reynoldszahl< 1 beschr̈anken. Aus der Energieungleichung

(6.0.3) sieht man schnell, daß bei Reynoldszahlen kleiner 1 die Energie der Störung unbedingt

asymptotisch abfallen muß.

Etwas polemisch k̈onnte man behaupten, daß diese Erkenntnis höchstens dann physikalische Re-

levanz gewinnt, wenn es Mindestabklingraten gibt. Solche expliziten Abklingraten wurden von

verschiedenen Autoren berechnet. Ein schon länger bekanntes Resultat ist, wie bereits erwähnt,

daß beiReE < 1 die Sẗorung der station̈aren Grundstr̈omung mit der Zeit abf̈allt. Auch sind in

den 80er Jahren Abklingraten der Energie‖u‖2 der Sẗorung vont−1/8 berechnet worden (siehe

u.a. [Mar], [Sc1, Sc2]). F̈ur die ruhende Flüssigkeit sind Abklingraten vont−3/4 seit 1992 be-

kannt und seither nicht verbessert worden [Borchers W., Miyakawa T.; 1988-1992]. Ein erstaun-

liches Ergebnis ist es daher, dies auch im ungleich komplizierteren Fall nicht verschwindender

Anströmgeschwindigkeit zu erhalten.

Für das hier vorliegende Außenraumproblem ist in [Bo, Miy.2] unter gewissen Voraussetzun-

gen, die Reynoldszahl kleiner 1 implizieren, eine Rate vont−
1
2
+ε zu finden. Siehe dazu auch

[Bo, Miy.1] bis [Bo, Miy.5], [Mar], [Sc1], [Sc2], [SWW], [Wi], [Grunau1], [Grunau3], [Mas]

und [MiSo]. Erẅahnt sei noch, daß [Grunau3] mit Hilfe von Fouriertheorie im GanzraumΩ = R3

eine Abklingrate vont−
5
4
+ε berechnen konnte. Welche Voraussetzung an die Anfangsstörung ge-

stellt werden muß, um die in Kapitel 6 angegebene Abklingrate vont−
3
4
+ε zu sichern, ist z.B. der

Lp − Lq Abscḧatzung des einfachen Oseen-Operators in [ShiKo, Theorem 1.2] zu entnehmen.

Demnach ist z.B. die Anfangsbedingungu(0) ∈ L1+δ(Ω) für hinreichend kleinesδ > 0 aus-

reichend. Insofern scheint diese Rate auch optimal in dem Sinne zu sein, wie es das Abklingen

der Halbgruppe des zugehörigen linearen (Oseen-) Operators nahelegt. Ebenso steht die Frage

nach Stabiliẗat und Regulariẗat für das Außenraumproblem bei höheren Reynoldszahlen noch zur

Beantwortung offen. Im GrenzfallReE = 1 gelten zumindest noch gewisse Regularitätseigen-

schaften (siehe [Grunau1]). Im FallReE > 1 scheint weder Regularität noch Abklingen im All-

gemeinen zu gelten. Aussagen zur Stabilität bei gr̈oßeren Reynoldszahlen in anderen Systemen

oder zu Instabiliẗat oberhalb einer weiteren kritischen Zahl wurden z.B. von von Wahl [WaSc]

oder [WaS] behandelt.

Setzt manv :=
◦
v −v∞, so erf̈ullt die Sẗorungu(t) der gesẗorten Str̈omungv(t) =

◦
v (x) + u(x, t)
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die folgende Differentialgleichung (mitf = 0)

ut −∆u+ (v∞ · ∇)u+ B(u) + (u · ∇)u+∇p̃ = f

∇ · u = 0

u(t, x) = 0

u(0, x) = u0(x)

u(t, x) → 0

in (0,∞)× Ω,

in (0,∞)× Ω,

auf (0,∞)× ∂Ω,

in Ω,

für |x| → ∞

(1.0.2)

Abgesehen von der Projektion auf den divergenzfreien Anteil ist die volle Oseenhalbgruppe die

Lösung des linearen, stationären Anteils dieser Gleichung. Den Zugang zu den Gleichungen

(1.0.2) gewinnt man durch die genaue Untersuchung des vollen Oseen-OperatorsO = P(−∆ +

(v∞ · ∇) + B) mit B. = (v · ∇). + (. · ∇)v , insbesondere dessen Resolventenmenge und durch

dieLp−Lq- Abscḧatzungen seiner Halbgruppe. Der Begriff
”
voll “ soll hier lediglich den Bezug

zur Sẗorungsgleichung wiedergeben. Hinsichtlich der Leistungen von Kobayashi und Shibata in

[ShiKo] könnte man ebenso von dem durchB gesẗorten Oseen-Operator sprechen.

Kobayashi und Shibata haben in [ShiKo] bei der Betrachtung des einfachen Oseen-Operators

Oe = P(−∆ + (v∞ · ∇)) einen großen Schritt getan. Wie sie zeigten, liegt, anders als beim

Stokes-OperatorA = P(−∆), die Resolventenmenge links einer mit dem Scheitel in die Null

reichenden, liegenden, rechts offenen Parabel, so daß es keinen Kegel mit Spitze in der Null

und Schenkeln in der positiven Halbebene gibt, der ganz in der Resolventenmenge liegt. Eine

wohlbekannte Technik zur Repräsentation der Halbgruppe sektorieller Operatoren mit Hilfe einer

Integraldarstellung und einem sektoriellen Integrationsweg [Sa, Friedmann] ist somit nicht mehr

möglich. Bezeichne f̈ur v∞ 6= 0∑
v∞

= {λ ∈ C||v∞|2 Reλ+ (Imλ)2 > 0}(1.0.3)

so zeigt Theorem 4.4 [ShiKo] oder auch [Sa], daß
∑

v∞
⊂ ρ(−Oe) in der Resolventenmenge von

−Oe liegt. Zudem ist der Rand von
∑

v∞
zumindest im Ganzraum nicht inρ(−Oe) enthalten.

Bei der Erweiterung auf den vollen Oseen-Operator konnte die Struktur nur noch auf beschränk-

ten Grundgebieten erhalten bleiben (Kapitel 3). In unbeschränkten Gebieten ist zumindest{λ ∈
C : Re(λ) ≤ 0, λ 6= 0} in der Resolventenmenge des vollen Oseen-Operators enthalten. Ein wei-

teres Pḧanomen tritt bei der Erweiterung des Oseen-Operators auf. Es handelt sich dabei um die

Abhängigkeit von|v∞| im Nenner der Konstanten in derLp−Lq Abscḧatzung (siehe Kapitel 5.3).

Dieses unerwartete Resultat zeichnet sich schon bei bei [ShiKo] in Lemma 3.8 ab. Tatsächlich ver-

liert die Lösung
◦
v die von uns geforderte Regularität, fallsv∞ = 0 (siehe [Galdi2]). Es ist zur Zeit

nicht klar, ob das Auftreten von|v∞| im Nenner eine pḧanomenologische Notwendigkeit darstellt

oder ob es andere technische Methoden eliminieren können.

Erläuterungen zum Aufbau des Beweises: Die zu den Lösungsoperatoren(Oe + λ)−1 bzw.(O +

λ)−1 geḧorenden Eigenschaften werden jeweils in einem beschränkten, das HindernisR3 − Ω

enthaltene Gebiet (Kapitel 3) und im Ganzraum (Kapitel 4.2) erarbeitet und schließlich als Pa-

rametrix (Kapitel 5.1) zusammengebaut. Da die Aussagen für die Resolvente im beschränkten
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Raum sogar die Umgebung der Null mit einschließen (siehe Kapitel 3, Satz 3.0.13), ist dieser Fall

unkritisch. Dagegen m̈ussen im Ganzraum weitere Abschätzungen f̈ur Werte nahe Null ausdrück-

lich berechnet werden (Kapitel 4.3).

Zwei wichtige Argumente gehen bei der Hinzunahme vonB verloren. Zum einen kann eine Fun-

damentall̈osung der vollen Oseen-Gleichung im ganzen RaumR3 nicht mehr explizit angegeben

werden, wie das bei der einfachen Oseen-Gleichung durch

u(t, x) =

(
1

4πt

)3/2 ∫
R3

e−|x−tv∞−y|
2/4tu0(y)dy

der Fall ist. Diese Darstellung gibt vermöge Youngs Ungleichung unmittelbar einen Beweis für

[ShiKo, Theorem 1.2.] f̈ur t ≥ 1 [ShiKo, Lemma 6.1] im GanzraumΩ = R3. Eine Verbesserung

dieser Resultate scheint schon aus diesem Grund nicht möglich. Dieser Verlust wird aber durch

die g̈unstigen Eigenschaften des OperatorsB weitgehend aufgehoben. Weitaus schwerwiegender

ist, daß eine L̈osung der vollen, stationären Oseen-Gleichung im GanzraumR3

(
λ−∆ + (v∞ · ∇) + B

)
u+∇p = f ∈ Lp(R3)

∇ · u = 0 in R3

nicht mehr mit Hilfe der Fouriertransformierten in geschlossener Form dargestellt werden kann,

wie das im Fall der einfachen Oseen-Gleichung möglich ist. In letzterem Fall kann die Lösungu

als

u = E(f) = F−1

 f̂ − ξ̃
(
ξ̃ · f̂(ξ)

)
q(λ, ξ)

 , p = Π(f) = F−1

[
ξ̃ · f̂(ξ)

i|ξ|

]

geschrieben werden, wobeiq(λ, ξ) = λ + |ξ|2 + iv∞ · ξ das charakteristische Polynom von

λ−∆+(v∞ ·∇) ist undξ̃ := (ξ1, ξ2, ξ3)
T/|ξ|−1. Damit gehen zun̈achst auch alle mit Hilfe dieser

Darstellung gewonnenen Abschätzungen, einschließlich der zentralen Resolventenabschätzung,

verloren. Einen Ausweg schafft hier Kapitel 4.2. Es konnte gezeigt werden, daß zu jedemf ∈
Lp(R3) genau eingλ = gλ(f) ∈ Hp(R3) ∩ W 1,p(R3) ∀6/5 ≤ p ≤ 2 existiert, so daßu =

E(f + gλ(f)) undp = Π(f + gλ(f)) die volle, station̈are Oseen-Gleichung löst. Um die ben̈otig-

ten Abscḧatzungen, insbesondere die Resolventenabschätzung zu zeigen, ist es notwendiggλ als

stetig vonf abḧangend zu erkennen. Diese Tatsache liefert der Beweis von sich aus mit. Die Un-

tersuchung nach dem eben genannten Strukturerhalt des Spektrums des vollen Oseen-Operators

kann sich auf die Existenz eines solchen Operatorsgλ beschr̈anken.

Um die Abklingrate der vollen Oseen-Halbgruppe in unbeschränkten GebietenΩ beweisen zu

können, muß zuvor ein etwas stärkeres Ergebnis im beschränkten GebietΩ ∩ Br(0) verifiziert

werden. Dazu reicht jedoch die Stetigkeit vong allein nicht aus. Vielmehr muß noch einmal

in den Beweis der Existenz vong zurückgegangen werden, um sich von der Abhängigkeit der

Abbildungg = gλ vonλ zu befreien. Hierzu konnte die Ungleichung

‖gλ(ψf)‖q ≤ cp,q,r‖f‖p ∀6/5 ≤ q ≤ 2, 1 < p <∞
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mit ψ ∈ C∞
0 (Br(0)) als Abschneidefunktion gezeigt werden, mit deren Hilfe die Resultate folgen.

Natürlich dr̈angt sich die Frage auf, ob nicht die Resultate von [ShiKo] als feststehende Ergeb-

nisse hingenommen und durch einen eigenständigen Beweis um den OperatorB verallgemeinert

werden k̈onnen.

Der Standardansatz vermöge des Prinzip von Duhamel gibt als Lösung der vollen Oseen-Gleich-

ung

u(t, x) = e−Ota−
∫ t

0

e−O(t−s)Bu(s, x)ds(1.0.4)

mit O = P(−∆ + v∞ · ∇) als einfachen Oseen-Operator.

Versuche mit diesem Ansatz die gewünschteLp−Lq Abscḧatzungen zu erhalten, könnten analog

zum Satz 5.3.5 durchgeführt werden. Einige entscheidende Argumente gingen allerdings verlo-

ren, wennΩ 6= R3 nicht mehr der Ganzraum ist. Das sind zum einen die expliziten Darstellungen

von e−Ov∞ t undPR3 und andererseits das eng damit verknüpfte Kommutieren dieser Operatoren

mit den Raumableitungen∂x.

Eine weiterer Ansatz, Abschätzungen wie sie in Theorem 1.2. [ShiKo] für den Oseen-Operator

gefunden wurden auf den vollen Oseen-Operator zu erweitern, findet sich in [Sol3] und ist der,

zun̈achst die einfache Oseen-Gleichung mit rechter Seitef

ut −∆u+ (v∞ · ∇)u+∇p = f

∇ · u = 0

u(0) = a

zu betrachten und dafür zu geeignetenm ∈ N und Anfangswerten Abschätzungen der Art∫ T

0

‖u(s)‖rq,2mds+

∫ T

0

‖∂su(s)‖rqds ≤ C

∫ T

0

‖f(s)‖rqds(1.0.5)

herzuleiten. In einem n̈achsten Schritt k̈onnte (1.0.5) auf den vollen Oseen-Operator ausgedehnt

werden.

Führt man dieses Verfahren analog zu den Ausführungen bei [Sol3] durch, erhält man lediglich

exponentielles Wachstum wieeγt mit einemγ > γ0 ≥ 0. Wie bei [Sol3] m̈ußten weitere Untersu-

chungen̈uber die Resolvente und die Resolventenmenge zeigen, daß manγ0 = supz∈σ(O+B) Re z

als 0 annehmen kann. Weitere Verfeinerungen seiner Methode könnten dann evtl. auchγ = γ0 =

0 zulassen. Aber genau hier, in der Untersuchung der Resolventenabschätzung, steckt sowohl bei

[ShiKo] wie auch bei [Sol3] ein Großteil der Arbeit. Es läßt sich somit wohl nicht vermeiden,

sich ausf̈uhrlich mit den Resolventenabschätzungen f̈ur den vollen Oseen-Operator zu beschäfti-

gen, weshalb man auch oder gerade versucht die Erweiterung der Abklingrate der vollen Oseen-

Halbgruppe analog zur Vorgehensweise von [Sol3] zu erbringen. Auch meine Untersuchungen
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beziehen sich im Schwerpunkt darauf, basierend auf den Ergebnissen von [ShiKo], die Aussagen

zur Resolvente herzuleiten. Hier bauen sogar weite Teile der Resolventenabschätzung des vollen

Oseen-Operators auf denen des einfachen auf, anstatt die Beweise lediglich zu erweitern.

Letztlich wäre es denkbar einen
”
eigensẗandigen“ Beweis, analog zu der Arbeit von [Sol3] zu

erstellen, der jedoch implizit die wichtigsten bei [ShiKo] gemachten Schritte enthalten würde

und m̈ußte.

Bedankenmöchte ich mich bei Herrn Prof. von Wahl und bei Herrn Prof. Grunau für die sehr

anregenden und geduldigen Gespräche, außerdem bei Manuela Weinbrenner für die geistige Un-

tersẗutzung.



Kapitel 2

Stationäre Lösung von Navier-Stokes und

Grundlagen

Wie schon in Kapitel 1 erẅahnt, ist das Ziel des ersten Teils dieser Arbeit, die Aussagen von

[ShiKo] zu dem einfachen Oseen-OperatorOe = P(−∆ + (v∞ · ∇)) auf den vollen Oseen-

OperatorO = P(−∆ + (v∞ · ∇) + B) zu erweitern, wobei wir mit dem zusätzlich eingef̈uhrte

Operator anB. = (v · ∇). + (. · ∇)v, v :=
◦
v −v∞ und

◦
v eine L̈osung der station̈aren Navier-

Stokes Gleichungen ( 1.0.1 ) interessiert sind. Im Folgenden möchte ich eine klare Definition

und Eigenschaften von
◦
v zu Verfügung stellen und auchB etwas allgemeiner definieren. Für eine

Definition der verwendeten Symbole siehe Seite 179.

Sei Ω ⊂ R3 ein Gebiet mit hinreichend glattem Rand für dasR3 − Ω ein einfach zusam-

menḧangendes Gebiet ist. Die MengeR3 − Ω heißt Hindernis. Der Vektor0 6= v∞ ∈ R+ heißt

Anströmgeschwindigkeit im Unendlichen und erfüllt lediglich zu einem willk̈urlich geẅahlten

σ0 ∈ R+, daß|v∞| < σ0 ist.

Wir fassen Gleichung (1.0.1) zunächst im schwachen Sinn auf (siehe dazu [Galdi2, Definition

1.1, S. 63])und nehmen an, es gäbe ein L̈osung
◦
v. Dann gelten folgende Regularitätsaussagen:

Satz 2.0.1Seiv∞ ∈ R3 und
◦
v eine station̈are Lösung von (1.0.1). Definiert manv :=

◦
v −v∞ so

gilt:

v ∈ C∞(Ω) ∩W n,∞(Ω) ∩ Lp(Ω)(2.0.1)

∇v ∈ Lr(Ω)(2.0.2)

∇2v ∈ Lt(Ω)(2.0.3)

v 6∈ L2(Ω)(2.0.4)

∀n ∈ N, p ∈ (2,∞], r ∈ (4/3,∞], t ∈ (1,∞]

Beweis: [Galdi2, Theorem 1.1, Seite 67]v ∈ C∞(Ω)

[Galdi2, Th. 1.1, S. 67; Th. 6.1, S. 105]v ∈ W n,∞(Ω) ∀n ≥ 0

11
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[Galdi2, Theorem 7.1, Seite 125]v ∈ Lp(Ω) ,∇v ∈ Lr ∀p ∈ (2,∞]; r ∈ (4/3,∞],

[Galdi2, Remark 7.2, Seite 126]∇2v ∈ Lp(Ω) ∀p ∈ (1,∞),

da die dortige rechte Seitef in unserem Fall identisch verschwindet und somit alle in [Galdi2]

verlangten Bedingungen erfüllt.

Daßv 6∈ L2(Ω) findet sich in [Finn1]. �

Theorem 1 (Helmholz-Zerlegung) Sei1 < q < 3 undG ⊂ R3 ein einfach zusammenhängen-

des (m̈oglicherweise unbeschränktes) Gebiet. Seiv ∈ Lq(G)3. Dann ist mit zwei beschränkten

OperatorenQ, P in Lq(G)3, für die

QP = PQ = 0, Q2 = Q, P2 = P

gilt,

v = Qv + Pv

Der WertebereichR(P) vonP ist ein abgeschlossener Teilraum vonLq(G)3. Er wird mitHq(G)

bezeichnet. Er entḧalt alle u ∈ C∞0 (G) mit divu = 0. Diese Vektorfelder, die mitC∞σ (G) bezeich-

net werden, liegen dicht inR(P).Qu ist von der Form∇g mit einemg ∈ Lr(G), 1/r = 1/p−1/3,

für das∇g ∈ Lq(G) ist. Der WertebereichR(Q) vonQwird mitGq(G) = {w ∈ Lq : ∃g ∈ W 1,r
loc :

w = ∇g} bezeichnet. Fallsu ∈ C∞0 (G) ist, können wirQ undP explizit angeben. Es ist

Qu(x) = − 1

4π
grad

∫
G

1

|x− y|
divu(y) dy + grad p

Pu(x) = +
1

4π
rot

∫
G

1

|x− y|
rotu(y) dy − grad p

wobeip Lösung des Neumann-Problems

∆p = 0 in G
∂p

∂µ
=

(
µ,

1

4π
rot

∫
G

1

|x− y|
rotu(y) dy

)
auf∂G

undµ die äußere Normale anG ist. Der WertebereichR(Q) ist ebenfalls ein abgeschlossener

Teilraum vonLq(G)3 und wir haben die direkte Zerlegung

Lq(G)3 = R(Q)⊕R(P) = Gq(G)⊕Hq(G)(2.0.5)

die man die Helmholz-Zerlegung nennt. Der OperatorP heißt Projektor auf den divergenzfreien

Teil.

Beweis: siehe [Wahl1, Satz I.9.1., Seite 215ff]. �

Bemerkung: Die Helmholz-Zerlegung ist orthogonal inL2(G). Wegen der expliziten Darstellung

des OperatorsP auf denC∞0 -Funktionen bedeutet divergenzfrei inLp auch divergenzfrei inLq,
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d.h. der ProjektorP auf den divergenzfreien Teil ist auch auf dem DurchschnittLp∩Lq eindeutig

bestimmt.

C∞σ liegt dicht, wennG die erste Betti-Zahl 0 hat, was für unserΩ der Fall ist. Allgemeiner alsG

können die zugrundeliegenden Gebiete wie in [Wahl1, Definition I.3.4., Seite 108] definiert sein.

Beschr̈ankt man sich darauf, daßG ganzR3, der Halbraum oder∂G zumindestC2 ist, gilt die

Helmholz-Zerlegung auch für q ∈ (1,∞) [Galdi1, III.1, Theorem 1.2.].

Satz 2.0.2SeiD ⊂ R3 ein beschr̈anktes Gebiet mit hinreichend glattem Rand. Sei1 < q <

∞ und 0 ≤ m ∈ N und u ∈ Wm,q(D)3. Dann existiertp ∈ Wm+1,q(D) mit ‖∇p‖q,m,D ≤
cq,m,D‖u‖q,m,D das die Gleichung

(2.0.6)
∆p = ∇ · u in D

∂µp = µ · u auf∂D

erfüllt mit µ die äußere Normale an∂D. Der OperatorPDu := u − ∇p ist für G = D und

1 < q < 3 mit dem in Theorem 1 definiertem Projektor auf den divergenzfreien Anteil identisch

und es gilt:

PDu ∈ Wm,q(D) ∩Hq(D)(2.0.7)

Beweis: Siehe [GiMi]. Da die Zerlegung direkt ist, muß auchPDu = Pu sein. �

Satz 2.0.3 (Beschr̈anktheit von P) SeiP der Projektor vonLp(Ω), 1 < p < ∞ auf den diver-

genzfreien TeilHp(Ω). Dann gilt f̈ur jede ganze Zahlm ≥ 0

P : Wm,p(Ω) −→ Wm,p(Ω) ∩Hp(Ω)

ein beschr̈ankter Operator.

Beweis: Siehe [GiSo]. �

Da wir die volle Oseen-Gleichung auf unterschiedlichen Gebieten betrachten möchten, definieren

wir um keine Mißversẗandnisse entstehen zu lassen den OperatorB aufWm,p(G) mit G ⊂ R3,

m ∈ N etwas gr̈undlicher. Da wir außerdem bei den Beweisen nur gewisse Eigenschaften an

die Struktur des Operators und an die zugrundeliegende Funktionv =
◦
v −v∞ benutzen, definie-

ren wir den Operator gleich etwas allgemeiner. So werden wir an keiner Stelle benutzen, daßv

eine L̈osung von Navier-Stokes ist, sondern nur die Eigenschaften, daßv in den in Satz 2.0.1

erwähnten R̈aumen liegt.

Definition 2.0.4 (Definition vonB) Sei v ∈ C∞(Ω) ∩ W 1,p
0 (Ω) mit p > 2, ∇v ∈ Lq(Ω) mit

q > 4/3 undm ∈ N. SeiE ein Fortsetzungsoperator bzw. die Beschränkung vonΩ aufG,G ⊂ R3
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ein beschr̈anktes oder unbeschränktes Gebiet mit hinreichend glattem Rand und1 ≤ p ≤ ∞. Wir

definieren

B : Wm+1,p(G) −→ Wm,q(G)(2.0.8)

durch

B(u) := ∇
(
Ev ⊗ u+ u⊗ Ev

)
(2.0.9)

für geeignetem, p, q. Dabei meinen wir mitEv ⊗ u die Matrix (Eviuj)i,j=1,2,3 und mit∇. =

(ci∂i, cj∂j, ck∂k) · . einen beliebigen, vektoriellen Ableitungsoperator erster Ordnung (z.B. Diver-

genz). Beachte auch die Ungleichungen von Satz 2.0.5.

Da R3\Ω beschr̈ankt ist, lassen wir den Fortsetzungsoperator in der Notation weg, wenn dadurch

keine Probleme entstehen.

Beweis: Zur Existenz von Fortsetzungsoperatoren siehe [Adams, Chapter IV, Extension Theo-

rems, S. 83ff].

�

Beispiel:

(i) Ist v divergenzfrei, also∇·v = 0 und der Ableitungsoperator∇ = div = ∇· die Divergenz,

so reduziert sichB offensichtlich zu

Bu = (v · ∇)u+ (u · ∇)v ∀u ∈ Hp

zu dem schiefsymmetrischen Operator in der Störungsgleichung f̈ur alle divergenzfreienu.

(ii) Hat v ∈ C∞(Ω) kompakten Tr̈ager, so hat auchBu kompakten Tr̈ager undB : Wm,p −→
W n,q ist ein kompakter Opertor für geeignetem,n, p, q.

Satz 2.0.5Sei1 ≤ p ≤ ∞, u ∈ Wm,p(G) und der in Definition 2.0.4 definierte OperatorB.

Dann gelten folgende Ungleichungen:

‖Bu‖q,m ≤ cp,q‖∇u‖p,m ∀3 > p ≥ q ≥ 1 und
12

5
<

pq

p− q
, m ≥ 0(2.0.10)

‖Bu‖q,m ≤ cp,q‖u‖p,m+1 ∀p ≥ q ≥ 1 und2 <
pq

p− q
(2.0.11)

‖Bu‖q,m ≤ cp,q‖∇2u‖p,m ∀ 1 ≤ p < min

{
3

2
,

12q

12− q

}
, m ≥ 0(2.0.12)

Sämtliche Konstanten sind abhängig von der station̈aren L̈osungv.
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Bemerkung: Einen Beweis zu (2.0.12) für den Fallp = q,m = 0 findet sich in [Bo, Miy.4, Lemma

3.1]. Die Autoren verwenden dabei nur die schwächeren Voraussetzungensupx∈G |x||v(x)| <∞
undsupx∈G|x|2|∇v(x)| <∞.

Beweis: Zu (2.0.10): Nach Sobolev haben wir die folgende Einbettung (siehe auch Satz 2.0.12):

Wm+1,p(G) ↪→ Wm, 3p
3−p (G)

mit der zugeḧorigen Ungleichung

‖u‖ 3p
3−p

,m ≤ cp‖∇u‖p,m

mit einer gebietsunabhängigen Konstantencp,q (vergl. [Adams]). Seir := 3pq/(3p − 3q + pq).

Dann ist

4

3
< r =

3pq

3p− 3q + pq

⇐⇒ 12

3
(p− q) +

4

3
pq < 3pq

⇐⇒ 12

5
<

pq

p− q

Damit ist

‖Bu‖q,m ≤ ‖∇(Ev ⊗ u)‖q,m + ‖∇(u⊗ Ev)‖q,m
≤ cp‖Ev‖ pq

p−q
,m‖∇u‖p,m + cp‖∇Ev‖r,m‖u‖ 3p

3−p
,m nach Ḧolder, dap < 3

≤ cp,q

(
‖Ev‖ pq

p−q
,m + ‖∇Ev‖r,m

)
‖∇u‖p,m Einbettung

≤ cp,q

(
‖v‖ pq

p−q
,m + ‖∇v‖r,m

)
‖∇u‖p,m nach Definition vonE

≤ cp,q‖∇u‖p,m Satz 2.0.1 (2.0.1), (2.0.2)

für pq
p−q >

12
5
> 2.

Zu (2.0.11):

‖Bu‖q,m ≤ ‖∇(Ev ⊗ u)‖q,m + ‖∇(u⊗ Ev)‖q,m
≤ cp‖Ev‖ pq

p−q
,m‖∇u‖p,m + ‖∇Ev‖ pq

p−q
,m‖u‖p,m Hölder

≤ cp,q

(
‖Ev‖ pq

p−q
,m + ‖∇Ev‖ pq

p−q
,m

)
‖u‖p,m+1

≤ cp,q‖Ev‖ pq
p−q

,m+1‖u‖p,m+1

≤ cp,q‖v‖ pq
p−q

,m+1‖∇u‖p,m nach Definition vonE

≤ cp,q‖u‖p,m+1 Satz 2.0.1 (2.0.1), (2.0.2)

für pq
p−q > 2 > 4/3.

Zu (2.0.12):

‖Bu‖q,m ≤ ‖v‖ 3pq
3p−3q+pq

,m‖∇u‖ 3p
3−p

,m + ‖∇v‖ 3pq
3p−3q+2pq

,m‖u‖ 3p
3−2p

,m
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Mit Sobolevungleichungen folgt für p < 3/2

≤ ‖v‖ 3pq
3p−3q+pq

,m‖∇
2u‖p,m + ‖∇v‖ 3pq

3p−3q+2pq
,m‖∇

2u‖p,m

Für p < 12q
12−q folgt außerdem

3pq

3p− 3q + pq
> 2 und

3pq

3p− 3q + 2pq
>

4

3

�

Definition 2.0.6 (Stokes-Operator)Seiq ≥ 1, G ⊂ R3 ein beschr̈anktes oder unbeschränktes

Gebiet und

Dq(Aq,G) := Hq(G) ∩W 1,q
0 (G) ∩W 2,q(G)(2.0.13)

Der OperatorAq,G := −P∆ mit DefinitionsbereichDq(Aq,G) heißt Stokes-Operator. Sind Ver-

wechselungen ausgeschlossen, schreiben wir auch kurzA stattAq,G.

Bemerkung: Die Menge ∑
0

:= R2 − {λ ∈ C : Reλ ≤ 0, Imλ = 0}

ist in der Resolventenmenge von−A enthalten [BoSo, Gi1, Gi2]. InHq(G) erzeugtAq eine

analytische Halbgruppe [Wahl2, Theorem III.1.3., Seite 74] und es istDq(A1/2) = Hq(G) ∩
W 1,q

0 (G). Für q = 2 ist A ein selbstadjungierter Operator im HilbertraumH2 und‖A1/2u‖2 =

‖∇u‖2.

In beschr̈ankten Gebieten lassen sich die Abschätzungen des Stokes-Operator verfeinern:

Satz 2.0.7SeiD ⊂ R3 ein beschr̈anktes Gebiet mit (hinreichend) glattem Rand∂D. Sei1 <

q < ∞ undm ≥ 0 eine naẗurliche Zahl. Zu jedemf ∈ Wm,q(D)3 existiert genau einu ∈
Wm+2,q(D)3 und bis auf eine additive Konstante ein eindeutig bestimmtesp ∈ Wm+1,q(D), die

die Gleichungen

(2.0.14)

−∆u+∇p = f in D

∇ · u = 0 in D

u|∂D = 0

erfüllen und die folgende Abschätzung ist g̈ultig

‖u‖q,m+2,D + ‖∇p‖q,m,D ≤ cq,m,D‖f‖q,m,D(2.0.15)
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Beweis: Siehe dazu [Galdi1, Gi1, Lady, Sol1, Sol2] und auch die Ausführungen von von Wahl in

[Wahl2, Seite 72ff]. �

Definition 2.0.8 (Oseen-Operator)Seiq ≥ 1, G ⊂ R3 ein beschr̈anktes oder unbeschränktes

Gebiet und

Dq(Oq,G) := Dq(Oeq,G) := Dq(Aq,G)

Der OperatorOeq,G := P(−∆ + (v∞ · ∇)) mit DefinitionsbereichDq(Oeq,G) heißt einfacher

Oseen-Operator. Der (volle) Oseen-Operator ist durchOq,G := P(−∆ + (v∞ · ∇)) + B mit

DefinitionsbereichDq(Oq,G) definiert. Wenn klar ist, um welchesq und welches GrundgebietG

es sich handelt, lassen wir dir zugehörigen Indizes auch weg.

Die Wohldefiniertheit folgt aus Definition 2.0.4 des OperatorsB und Definition 2.0.6 des Stokes-

Operators.

Verantwortlich f̈ur kompakte Soboleveinbettungen vom TypW j+m,p(D) ↪→ W j,q für 1 ≤ q <

p/(3 − mp), [Adams] sind Abscḧatzungen wie im folgenden Satz, die auf allgemeinen, unbe-

schr̈ankten Gebieten verloren gehen [Adams, Theorem 6.37 S. 163, Theorem 6.38 S.164].

Satz 2.0.9 (Poincaŕe) SeiD ⊂ R3 ein beschr̈anktes Gebiet und̃D ⊂ D eine Menge mit positiven

Lebesque-Maß und1 < p <∞. Dann gilt

‖v‖p,D ≤ cD,D̃

(
‖∇v‖p,D +

∣∣∣∣∫
D̃

v(x) dx

∣∣∣∣) ∀ v ∈ W 1,p(D)(2.0.16)

‖v‖p,D ≤ cD‖∇v‖p,D ∀ v ∈ W 1,p
0 (D)(2.0.17)

Ist 0 ≤ m ∈ N, dann existiert f̈ur jedesu ∈ Wm,p(D) einv ∈ Wm,p(R3), so daß

v = u in D und

‖v‖p,m,R3 ≤ cp,m,D‖u‖p,m,D

mit einer vonu undv unabḧangigen Konstantencp,m,D.

Beweis: Siehe zum ersten Teil [Galdi1, II.4] und [Galdi1, II.2] zum zweiten Teil. �

Definition 2.0.10 (Energetische Reynoldszahl)SeiG ⊂ R3 ein Gebiet,B der in Satz 2.0.4

definierte Operator . Dann heißt die Zahl

ReE(v) = ReE(B) := sup
w∈D

(
A1/2

2

)
\{0}

〈−Bw,w〉G
‖∇w‖2

2

(2.0.18)

energetische Reynoldszahl vonB bzw. Reynoldszahl vonv. Ist das dem OperatorB zugrundege-

legtev divergenzfrei und der Ableitungsoperator inB gleich der Divergenz, so ist offensichtlich

sup
w∈D

(
A1/2

2

)
\{0}

〈−Bw,w〉G
‖∇w‖2

2

= sup
w∈D

(
A1/2

2

)
\{0}

〈v, (w · ∇)w〉G
‖∇w‖2

2

(2.0.19)

und heißt Reynoldszahl vonv.
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Für sp̈ater (Kapitel 4.3) sei hier ein nützliches Hilfsmittel eingef̈uhrt. Bekanntlich istf ∈ Lq, falls

f ∈ Lp ∩ Lr undp < q < r. Für Operatoren gilt der folgende Satz. Ein Beweis findet sich bei

[Hörmander, Theorem 7.1.12, S.: 165]

Satz 2.0.11SeiT eine lineare Abbildung vonLp1 ∩ Lp2 nachLq1 ∩ Lq2, so daß

‖Tf‖qj ≤ Mj‖f‖pj
j = 1, 2

und sei1/p = t/p1 + (1− t)/p2, 1/q = t/q1 + (1− t)/q2 für t ∈ (0, 1). Dann ist

‖Tf‖q ≤ M t
1M

1−t
2 ‖f‖p f ∈ Lp1 ∩ Lp2

Beweis: [Hörmander, Theorem 7.1.12, S.: 165] �

Satz 2.0.12 (Sobolevungleichung)Sei1 ≤ p < 3, G = R3 oderG = Ω wobei∂Ω Lipschitz ist.

Seif ∈ Lp(G∩BR), ∀R > 0,∇f ∈ Lp(G)3 und die Spurf |∂G = 0. Dann existiertcp ∈ R, so daß

f0 − cp ∈ Lp
∗
(R3), wobeip∗ = 3p/(3− p) der kritische Sobolevexponent undf0 gegebenenfalls

die Fortsetzung vonf mit 0 auf ganzR3 sind.

Insbesondere istcp = 0, falls f ∈ Lr(G) mit irgendeinem1 ≤ r <∞.

Beweis: Sobolevungleichungen finden sich für C∞0 Funktionen in [Friedmann], [Adams, 5.11, S.:

104] und gelten damit offensichtlich auch für W 1,p
0 (G) (siehe z.B. [Galdi1, (2.6), S.: 31]). Ein

Beweis f̈ur unsere Formulierung ist in [SiSo, Theorem 2.13, S.: 34] zu finden.

�



Kapitel 3

Oseen-Gleichung in beschr̈ankten Gebieten

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Oseen-Gleichung auf beschränkten Grundgebieten

D ⊂ R3. Die Reynoldszahl vonv bzw. B wird als echt kleiner 1 angenommen. Wie schon in

(1.0.3) eingef̈uhrt sei ∑
v∞

= {λ ∈ C||v∞|2 Reλ+ (Imλ)2 > 0}

Diese Menge entspricht
”
fast“ der Resolventenmenge des einfachen Oseen-Operators. Wie schon

in der Einf̈uhrung erẅahnt, l̈aßt die Hinzunahme vonB zwar die Struktur von
∑

v∞
im Wesentli-

chen unber̈uhrt, jedoch muß der Faktor|v∞|2 vergr̈oßert werden. F̈ur den vollen Oseen-Operator

führen wir die Menge

∑
v∞,v

= {λ ∈ C|(|v∞|+ C)2

1− ReE

Reλ+ (Imλ)2 > 0}(3.0.1)

ein, wobei die KonsatnteC = C(v) eine noch n̈aher zu bestimmende von der stationären L̈osung

v abḧangende Abscḧatzungskonstante undReE die Reynoldszahl sind.

Schon im n̈achsten Satz wird deutlich, warum−
∑

v∞,v
in der Resolventenmenge des Oseen-

opertors liegt, genauer werden wir sogar sehen, daß−
∑

v∞,v
∪ Uε(0) in der Resolventenmenge

liegt, wenn wir nur beschränkte Gebiete betrachten.

Rein formal definieren wir f̈ur λ ∈ C den Operator

Qλu = (λ−∆ + (v∞ · ∇) + B)(3.0.2)

wobeiB(u) := ∇
(
Ev⊗u+u⊗Ev

)
der in Definition 2.0.4 definierte Operator. Zur Untersuchung

der Resolventenmenge fassen wir diesen Operator für Funktionen mit Werten inC3 auf.

Es gilt:

Satz 3.0.13SeiD ⊂ R3 ein beschr̈anktes Gebiet, die ReynoldszahlReE < 1, 1 < p < ∞,

0 ≤ m ∈ N Dann existiertε = ε(v∞, D) > 0, Uε(0) ⊂ C eineε-Umgebung der0 ∈ C und

19
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Abbildungen

Lv∞,v,D :
∑

v∞
∪ Uε(0)×Wm,p(D)× C −→ Wm+2,p(D), (λ, f, c) 7−→ L(λ, f, c)

Iv∞,v,D :
∑

v∞
∪ Uε(0)×Wm,p(D)× C −→ Wm+1,p(D), (λ, f, c) 7−→ I(λ, f, c)

die holomorph inλ und linear stetig inf und c sind, so daßu := Lv∞,v,D(λ, f, c) und p :=

Iv∞,v,D(λ, f, c) die Gleichungen

(3.0.3)

Qλu+∇p = f in D

∇ · u = 0 in D

u|∂D = 0∫
D

p(x) dx = c

eindeutig l̈osen. Sind Verwechselungen ausgeschlossen, lassen wir die Indizes anL undI auch

weg.

Sei0 ≤ k ∈ N, |v∞| < σ0 undK ⊂⊂
∑

v∞
∪Uε(0) eine kompakte Menge. Dann gilt für jedes

f ∈ Wm,p(D), c ∈ C, |v∞|, |v∞′| < σ0 undλ, λ′ ∈ K

∥∥∥∥∥
(
∂

∂λ

)k
Lv∞,v,D(λ, f, c)

∥∥∥∥∥
p,m+2,D

+

∥∥∥∥∥
(
∂

∂λ

)k
Iv∞,v,D(λ, f, c)

∥∥∥∥∥
p,m+1,D

≤ C
(
‖f‖p,max{m−k,0},D + |c|

)
(3.0.4)

‖Lv∞,v,D(λ, f, c)− Lv∞′,v,D(λ′, f, c)‖p,m+2,D + ‖Iv∞,v,D(λ, f, c)− Iv∞′,v,D(λ′, f, c)‖p,m+1,D

≤ C (|v∞ − v∞
′|+ |λ− λ′|) (‖f‖p,m,D + |c|)(3.0.5)

mit KonstantenC = C(p,m,D,K, k, v, σ0).

Bemerkung: Der Sinn die Abhängigkeit der L̈osungsoperatoren inv∞ zu untersuchen liegt dar-

in die explizite Gr̈oßev∞ implizit durch σ0 mit |v∞| ≤ σ0 betrachten zu k̈onnen. Diese Un-

terscheidung war mit ein Grund, warum Kobayashi und Shibata viele in der Literatur existie-

renden Aussagen mit in ihre Arbeit [ShiKo] aufgenommen haben um die Abhängigkeiten der

Abscḧatzungskonstanten von Parametrn wiev∞ zu überpr̈ufen.

Beweis: Im beschr̈ankten GebietD ⊂ R3 existiert zum Stokes-OperatorA = AD nach Satz 2.0.7

eine beschr̈ankte InverseA−1 : Wm+1,p(D) → Wm+3,p(D) ∩ Dp(A). Wenden wirP und dann

A−1 auf Gleichung (3.0.3) an, so haben wir wegenA−1P(−∆) = I
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(3.0.6)

(I + Q(v∞, λ))u

=
(
I + A−1P(λ+ (v∞ · ∇) + B)

)
u

=
(
A−1P(λ−∆ + (v∞ · ∇) + B)

)
u

= A−1PQλu

= A−1Pf

wobei der OperatorQ(v∞, λ) definiert ist durch

Q(v∞, λ) := A−1P(λ+ (v∞ · ∇) + B) :

Wm+2,p(D) ∩ D(A) −→ Wm+3,p(D) ∩ D(A) ⊂⊂ Wm+2,p(D) ∩ D(A)

und kompakt ist.

Daher l̈aßt sich aufI+Q(v∞, λ) dieFredholmsche Alternativeanwenden. Um zu zeigen, daßI+

Q(v∞, λ) eine beschr̈ankte Inverse hat, genügt es also Injektiviẗat vonI+Q(v∞, λ) nachzuweisen.

Angenommen es g̈abe eing ∈ Wm+2,p(D) ∩ D(A) mit

(I + Q(v∞, λ))g = 0

Wir zeigen, daß danng schon identisch 0 ist: Aus(I + Q(v∞, λ))g = 0 folgt

0 = A(I + Q(v∞, λ))g

= A(I + A−1P(λ+ (v∞ · ∇) + B))g

= P(λ−∆ + (v∞ · ∇) + B)g

= PQλg

Aus Satz 2.0.2 wissen wir, daß dann einp ∈ Wm+1,p(D) existiert, so daß

Qλg +∇p = 0

in D gilt. Oder anders geschrieben

−∆g +∇p = f

mit f := −(λ+(v∞ ·∇)+B))g. Nach Definition 2.0.4 bzw. Satz 2.0.5 istf,∇p ∈ Wm+i,p(D)∩
D(A) für zun̈achsti = 1, dag ∈ Wm+i+1,p(D) ∩ D(A). Und daher nach Satz 2.0.7

g ∈ Wm+i+3,p(D) ∩ D(A)

Nach dem Induktionsschritti → i + 1 sieht man also, daßg und p hinreichend glatt sind. Da

außerdemD beschr̈ankt ist, haben wir daher

g ∈ W 2,2(D) ∩W 1,2
0 (D) ∩H2(D), p ∈ W 1,2(D)
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g ∈ H2(D), weil divergenzfrei inLp(D) und divergenzfrei inL2(D) auf dem Durchschnitt das

selbe ist (Siehe auch Bemerkung zu Theorem 1).

Mit Hilfe partieller Integration und der Tatsache, daß die Helmholz-Zerlegung inL2 orthogonal

ist, ist< ∇p, g >D= 0, Re(< (v∞ · ∇)g, g >D) = 0 und es folgt

0 = < Qλg +∇p, g >D

= < (λ−∆ + (v∞ · ∇) + B))g +∇p, g >D

= (Reλ)‖g‖2
2,D + i(Imλ)‖g‖2

2,D + ‖∇g‖2
2,D+ < (v∞ · ∇)g, g >D + < Bg, g >D

= (Reλ)‖g‖2
2,D + ‖∇g‖2

2,D + Re(< Bg, g >D)

+ i
(
(Imλ)‖g‖2

2,D + Im(< (v∞ · ∇)g, g >D) + Im(< Bg, g >D)
)

also

0 = (Reλ)‖g‖2
2,D + ‖∇g‖2

2,D + Re(< Bg, g >D)(3.0.7)

0 = (Imλ)‖g‖2
2,D + Im(< (v∞ · ∇)g, g >D) + Im(< Bg, g >D)(3.0.8)

Da die Helmholz-Zerlegung inL2 orthogonal ist undg divergenzfrei, haben wir zusammen mit

partieller Integration und der Definition der Reynoldszahl

Re < Bg, g >D = < BRe g,Re g >D + < B Im g, Im g >D

≥ −ReE

(
‖∇Re g‖2

2 + ‖∇ Im g‖2
2

)
= −ReE ‖∇g‖2

2

Somit schreibt sich (3.0.7)

0 = (Reλ)‖g‖2
2,D + ‖∇g‖2

2,D + Re(< Bg, g >D)

≥ (Reλ)‖g‖2
2,D + ‖∇g‖2

2,D − ReE ‖∇g‖2
2

= (Reλ)‖g‖2
2,D + (1− ReE)‖∇g‖2

2,D

WennReλ ≥ 0 ist, folgt daraus, daß∇g = 0 in D ist und aufgrund der Nullrandbedingungen

vong impliziert das schong = 0.

WennReλ < 0 ist, folgt aus (3.0.8), Satz 2.0.5 und Poincare, dag ∈ H2(D) ist

| Imλ|‖g‖2
2,D = |Im(< (v∞ · ∇)g, g >D) + Im(< Bg, g >D)|

≤ | < (v∞ · ∇)g, g >D |+ | < Bg, g >D |
≤ |v∞|‖∇g‖2,D‖g‖2,D + ‖v‖∞‖∇g‖2,D‖g‖2,D + ‖∇v‖∞‖g‖2,D‖g‖2,D

≤ |v∞|‖∇g‖2,D‖g‖2,D + ‖v‖∞‖∇g‖2,D‖g‖2,D + Cp,D‖∇v‖∞‖g‖2,D‖∇g‖2,D

≤ (|v∞|+ Cp,D‖v‖∞,1)‖∇g‖2,D‖g‖2,D

≤ (|v∞|+ Cp,D‖v‖∞,1)

√
−Reλ

1− ReE

‖g‖2
2,D
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also (
| Imλ|2 + Reλ

(|v∞|+ C)2

1− ReE

)
‖g‖4

2,D ≤ 0

wobeiC = Cp,D‖v‖∞,1 ist. Das bedeutet auch in diesem Fallg = 0, da wegenλ ∈
∑

v∞,v
der

Faktor| Imλ|2 + Reλ(|v∞|+ C)2/(1− ReE) > 0 ist.

In jedem Fall also, istg = 0 fürλ ∈
∑

v∞,v
∪{0} und daher besitztI+Q(v∞, λ) eine beschr̈ankte

InverseR(v∞, λ) von und nachWm+2,p(D) ∩ D(A).

Schreiben wir die Inverse mit Hilfe der Neumannschen Reihe etwas anders:

R(v∞, λ)−1R(v∞
′, λ′) =

(
R(v∞

′, λ′)−1R(v∞, λ)
)−1

= ((I + Q(v∞
′, λ′))R(v∞, λ))

−1

= ((I + Q(v∞, λ) + Q(v∞
′, λ′)−Q(v∞, λ))R(v∞, λ))

−1

= (I + (Q(v∞
′, λ′)−Q(v∞, λ))R(v∞, λ))

−1

=
∞∑
j=0

(−1)j
(
A−1P ((v∞

′ − v∞) · ∇+ (λ′ − λ))R(v∞, λ)
)j

Also

R(v∞
′, λ′) = R(v∞, λ)

∞∑
j=0

(−1)j
(
A−1P ((v∞

′ − v∞) · ∇+ (λ′ − λ))R(v∞, λ)
)j

für alleλ ∈
∑

v∞,v
∪{0}. Diese Reihe konvergiert in der Operatorennorm vonL (Wm+2,p(D)),

vorausgesetzt die Summenden sind hinreichend klein. Es gibt daher einε = ε(v∞, λ), so daß f̈ur

allev∞′, λ′ mit |v∞′ − v∞|+ |λ′ − λ| < ε die Reihe konvergiert und es gilt

‖R(v∞
′, λ′)‖L(Wm+2,p(D)) = 2 ‖R(v∞, λ)‖L(Wm+2,p(D))(3.0.9)

Insbesondere ist zu einem festenv∞ ∈ R3 der OperatorR(v∞, λ) für alleλ ∈
∑

v∞,v
∪ Uε(λ=0)(0)

definiert.

Eine Funktionh = h(z) ist holomorph inz, falls eine inz stetige Funktion∆(z, z′) existiert mit

|∆(z, z′)| → 0 für z′ → z undh(z′) = h(z) + (z′ − z)∆(z, z′). Die Darstellung vonR(v∞
′, λ′)

zeigt

R(v∞, λ
′) = R(v∞, λ)

∞∑
j=0

(−1)j
(
A−1P ((λ′ − λ))R(v∞, λ)

)j
= R(v∞, λ) + (λ′ − λ)

∞∑
j=1

(−1)j(λ′ − λ)j−1
(
A−1PR(v∞, λ)

)j
und∆(z, z′) :=

∑∞
j=1(−1)j(λ′ − λ)j−1 (A−1PR(v∞, λ))

j ist die gesuchte inλ stetige Funktion.

Somit istR holomorph inλ.
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Nach Definition vonQ ist A−1PQλ = Q + I ⇐⇒ PQλ = A(Q + Id) (siehe auch (3.0.6)). F̈ur

f ∈ Wm,p(D) folgt daraus

(3.0.10)

PQλ(RA−1Pf) = A(Q + I)RA−1Pf

= Pf

DaK ⊂⊂
∑

v∞,v
∪Uε(0) kompakt ist, ist es auchK × Uσ0(0). Es existieren daher endlich viele

(λj, v∞j) ∈ K × Uσ0(0), j = 1, . . . , L, so daß

K =
L⋃
j=1

{
(λj, v∞j) ∈ K × Uσ0(0) : |v∞ − v∞j|+ |λ− λj| < ε(λj, v∞j)

}
Setzen wir

Np,m,K,σ0 := 2 max
1≤j≤L

∥∥R(v∞j, λj)
∥∥
L(Wm+2,p(D))

so folgt wegen (3.0.9)

‖R(v∞, λ)‖L(Wm+2,p(D)) ≤ Np,m,K,σ0 ∀(λ, v∞) ∈ K × Uσ0(0)(3.0.11)

Und wegen

R(v∞
′, λ′)−R(v∞, λ) =

(
I−R(v∞, λ)R(v∞

′, λ′)−1
)
R(v∞

′, λ′)

=
(
R(v∞, λ)R(v∞, λ)−1 −R(v∞, λ)R(v∞

′, λ′)−1
)
R(v∞

′, λ′)

= R(v∞, λ)
(
R(v∞, λ)−1 −R(v∞

′, λ′)−1
)
R(v∞

′, λ′)

= R(v∞, λ) (Q(v∞, λ)−Q(v∞
′, λ′))R(v∞

′, λ′)

= R(v∞, λ)A−1P ((v∞ − v∞
′) · ∇+ (λ− λ′))R(v∞

′, λ′)

impliziert (3.0.11)

‖R(v∞
′, λ′)−R(v∞, λ)‖L(Wm+2,p(D)) ≤ C (|v∞ − v∞

′|+ |λ′ − λ|)(3.0.12)

für alle(λ, v∞), (λ′, v∞
′) ∈ K × Uσ0(0) mit einer KonstantenC = C(p,m,K, σ0).

Nun sind wir in der LageL undI mit Hilfe vonR zu definieren: Mit

u := Lf := RA−1Pf

folgt aus (3.0.10)

PQλu = Pf

Nach Satz 2.0.2 existiert einp ∈ Wm+1,p(D), so daß

Qλu+∇p = f
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Zu einem gegebenemc ∈ C setzen wird := (c−
∫
D

p(x) dx)/|D|, wobei|D| das Volumen von

D ist.

If := p + d

undu erfüllen somit alle Gleichungen von (3.0.3).

Zur Eindeutigkeit: Wegen der Linearität der Gleichungen (3.0.3) genügt es zuf = 0 undc = 0

auchu undp als 0 zu erkennen. F̈ur f = 0 folgt aber aus Gleichung (3.0.6), zusammen mit der

Injektivität vonI+Q schonu = 0. Damit muß auch schon∇p = 0 sein, d.h.p ist eine Konstante.

Gleichung (3.0.3) mitc = 0 impliziert p = 0.

Zum zweiten Teil des Satzes:A−1 und P sind jeweils beschränkte Operatoren. Wegen (3.0.11)

und der Definition vonL folgt

‖L(λ, f, c)‖p,m+2,D ≤ Cp,m,D,K,σ0‖f‖p,m ∀(λ, v∞) ∈ K × Uσ0(0)

und wegen∇I(λ, f, c) = ∇(p + d) = ∇p = f −QλL(λ, f, c) folgt daraus

‖∇I(λ, f, c)‖p,m,D ≤ Cp,m,D,K,σ0‖f‖p,m ∀(λ, v∞) ∈ K × Uσ0(0)

Anwendung von Satz 2.0.9, Gleichung (2.0.16) ergibt

‖I(λ, f, c)‖p,m,D ≤ Cm,p,D,σ0 (‖∇I(λ, f, c)‖p,m,D + |c|)
≤ Cm,p,D,σ0 (‖f‖p,m + |c|)

Diese 3 Ungleichungen zusammen ergeben (3.0.4) für k = 0.

Seiu := Lv∞(λ, f, c)− Lv∞′(λ′, f, c) undp := Iv∞(λ, f, c)− Iv∞′(λ′, f, c), dann

Qλ,v∞u+∇p

= Qλ,v∞Lv∞(λ, f, c) +∇Iv∞(λ, f, c)−Qλ,v∞Lv∞′(λ′, f, c)

− ∇Iv∞′(λ′, f, c)

= f −Qλ,v∞Lv∞′(λ′, f, c)−∇Iv∞′(λ′, f, c)

= f +Qλ′,v∞′Lv∞′(λ′, f, c)−Qλ,v∞Lv∞′(λ′, f, c)−Qλ′,v∞′Lv∞′(λ′, f, c)

− ∇Iv∞′(λ′, f, c)

= f + (Qλ′,v∞′ −Qλ,v∞) Lv∞′(λ′, f, c)− f +∇Iv∞′(λ′, f, c)−∇Iv∞′(λ′, f, c)

= (Qλ′,v∞′ −Qλ,v∞) Lv∞′(λ′, f, c)

= ((λ′ − λ) + (v∞
′ − v∞) · ∇) Lv∞′(λ′, f, c)

=: h

Ersetzt man also in den Gleichungen (3.0.3)f durchh undc durch 0, so erf̈ullen u undp diese



26 KAPITEL 3. OSEEN-GLEICHUNG IN BESCHRÄNKTEN GEBIETEN

Gleichungen und Gleichung (3.0.4) für k = 0 und (3.0.12) ergibt (3.0.5):

‖Lv∞(λ, f, c)− Lv∞′(λ′, f, c)‖p,m+2,D + ‖Iv∞(λ, f, c)− Iv∞′(λ′, f, c)‖p,m+1,D

= ‖u‖p,m+2,D + ‖p‖p,m+1,D

= ‖Lv∞(λ, h, 0)‖p,m+2,D + ‖Iv∞(λ, h, 0)‖p,m+1,D

(3.0.4)

≤ C‖h‖p,m,D
= C‖ ((v∞

′ − v∞) · ∇+ (λ′ − λ)) Lv∞′(λ′, f, c)‖p,m,D
≤ C (|v∞′ − v∞|+ |λ′ − λ|) ‖Lv∞′(λ′, f, c)‖p,m+2,D

= C (|v∞′ − v∞|+ |λ′ − λ|)
∥∥(R(v∞

′, λ′)−R(v∞, λ)) A−1Pf + Lv∞(λ, f, c)
∥∥
p,m+2,D

(3.0.12)

≤ C (|v∞′ − v∞|+ |λ′ − λ|)2 ‖A−1Pf‖p,m+2,D

+ C (|v∞′ − v∞|+ |λ′ − λ|) (‖f‖p,m,D + |c|)
(2.0.15)

≤ C (|v∞′ − v∞|+ |λ′ − λ|)2 ‖f‖p,m,D + C (|v∞′ − v∞|+ |λ′ − λ|) (‖f‖p,m,D + |c|)
≤ C (|v∞′ − v∞|+ |λ′ − λ|) (‖f‖p,m,D + |c|)

undC = C(m, p,D,K, σ0).

Bleibt noch Gleichung (3.0.4) für k ≥ 1 zu zeigen. Dazu setzen wiruλ := L(λ, f, c), pλ :=

I(λ, f, c) und leiten die Gleichungen (3.0.3) nachλ ab:

Qλ
∂

∂λ
uλ +∇ ∂

∂λ
pλ = −uλ in D

∇ · ∂
∂λ
uλ = 0 in D

∂

∂λ
uλ|∂D = 0∫

D

∂

∂λ
pλ(x) dx = 0

Daraus folgt

∂

∂λ
L(λ, f, c) =

∂

∂λ
uλ = L(λ,−uλ, 0) = L(λ,−L(λ, f, c), 0)

∂

∂λ
I(λ, f, c) =

∂

∂λ
pλ = I(λ,−uλ, 0) = I(λ,−I(λ, f, c), 0)

Unterdr̈ucken wir f̈ur ein Augenblick die Abḧangigkeit inλ, so k̈onnen wir nach Induktion schrei-

ben: (
∂

∂λ

)k
L(λ, f, c) = L(0) ◦ . . . ◦ L(0)︸ ︷︷ ︸

k mal

◦L(c)f

(
∂

∂λ

)k
I(λ, f, c) = I(0) ◦ . . . ◦ I(0)︸ ︷︷ ︸

k mal

◦I(c)f
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und erhalten wieder mit Induktion und (3.0.4) für k = 0∥∥∥∥∥
(
∂

∂λ

)k
L(λ, f, c)

∥∥∥∥∥
p,m+2,D

= ‖L(L(0) ◦ . . . ◦ L(0)︸ ︷︷ ︸
k−1 mal

◦L(c)f, 0)‖p,m+2,D

≤ C‖L(0) ◦ . . . ◦ L(0)︸ ︷︷ ︸
k−1 mal

◦L(c)f‖p,m,D + 0

...

≤ C ‖L(λ, f, c)‖p,max{m−2k+2,0},D

≤ C
(
‖f‖p,max{m−2k,0},D + |c|

)
Analog ∥∥∥∥∥

(
∂

∂λ

)k
I(λ, f, c)

∥∥∥∥∥
p,m+1,D

≤ C
(
‖f‖p,max{m−k,0},D + |c|

)
Beide Ungleichungen zusammen zeigen (3.0.4) für allek ≥ 0. �
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Kapitel 4

Oseen-Gleichung inR3

4.1 Erste Eigenschaften

Wurde in Kapitel 3 die Existenz eines Lösungsoperators im Ganzraum gezeigt, werden hier wei-

ter Abscḧatzungen erstellt, insbesondere um das Verhalten der Lösungsoperatoren in der Nähe

um λ = 0 in den Griff zu bekommen. Wie schon in der Bemerkung zu Satz 3.0.13 erwähnt,

zielten die Untersuchungen der Operatoren auf die Abhängigkeit inv∞ lediglich darauf ab, die

Anströmgeschwindigkeitv∞ auf den Betragσ0 ≥ |v∞| zu reduzieren. Jetzt jedoch genügt es

nicht mehrσ0 zu betrachten, sondern|v∞| tritt explizit im Nenner von Konstanten auf. Der Grund

hierfür sind die Integralabschätzungen wie sie zur Ungleichung (4.1.12) führen werden. Der Term

v∞ · ξ im Nenner vonχ reduziert die Singularität in der Tat. Es ist also ein echter Sprung zwi-

schen|v∞| ↘ 0 und v∞ = 0 festzustellen. Auch wenn es nicht Gegenstand der Untersuchung

dieser Arbeit ist, f̈uhren wir die Abḧangigkeit der Konstanten in|v∞|−1 ausdr̈ucklich mit, da sie

phänomenologisch interessant erscheint.

Definition 4.1.1 Seiϕ0(ξ) ∈ C∞0 (R3) eine Abschneidefunktion mit

ϕ0(ξ) =

{
1 |ξ| < 1

0 |ξ| ≥ 2

undϕ∞(ξ) := 1− ϕ0(ξ). Dann definieren wir

EN
v∞(λ)f := F−1

(
ϕN(ξ)

f̂(ξ)− ξ̃(ξ̃ · f̂(ξ))

qv∞(λ)(ξ)

)
(4.1.1)

für jeweilsN = 0 oderN = ∞, wobeiξ̃ := ξ/|ξ|. Offensichtlich istEv∞(λ) = E0
v∞(λ)+E∞

v∞(λ).

Gelegentlich lassen wir den untenstehenden Index oder die Abhängigkeit inλ unber̈ucksichtigt,

wenn es darauf nicht ankommt.

Beachte, daßE0
v∞(λ)f trotzdem keinen endlichen Träger hat. Grob gesprochen wird durch das

Abschneiden der Funktion vor der Fouriertransformation nur die Regularität erḧoht.

29
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Der n̈achste Satz befaßt sich mitLp-Abscḧatzungen von Fourier-Multiplikatoren und ist ein

nützliches Werkzeug um̈uber diep ≤ 2 Grenze der Fouriertheorie hinauszugehen; was aber

naẗurlich an der speziellen Wahl der Räume liegt.

Satz 4.1.2Sei1 < p <∞ und seik(ξ) ∈ L1
loc(R3) ∩ S ′ mit der Eigenschaft

|ξ|α
∣∣∂αξ k(ξ)∣∣ ≤ Ck < ∞ ∀α : |α| ≤ 2, 0 6= ξ ∈ R3

Dann existiert eine vonCk unabḧangige Konstantcp, so daß∥∥F−1(kû)
∥∥
p
≤ cpCk‖u‖p ∀u ∈ Lp(R3)(4.1.2)

Beweis: Aus

|ξ|α
∣∣∂αξ k(ξ)∣∣ ≤ Ck < ∞ ∀α : |α| ≤ 2, ξ 6= 0

folgt

1

R3

∑
|α|≤2

∫
R/2<|ξ|<2R

∣∣Rα∂αξ k(ξ)
∣∣2 dξ ≤ Ck < ∞ ∀R > 0

Und mitn = 3, k̂ stattk folgt der Satz aus [Ḧormander, Theorem 7.9.5., S. 243] �

Satz 4.1.3Sei1 < p < ∞, r > 0, Re(λ) ≥ 0 und seiε ≥ hinreichend klein. Dann gelten die

folgenden Ungleichungen

‖E0
v∞(λ)f‖∞,2 ≤ cp‖f‖1+ε ∀f ∈ L1+ε(R3)(4.1.3)

≤ cp,r‖f‖p ∀f ∈ Lpr(R3)

‖∇4E0
v∞(λ)f‖p ≤ cp,σ0‖f‖p ∀f ∈ Lp(R3)(4.1.4)

‖E0
v∞(λ)f − E0

v∞′(λ′)f‖∞,2 ≤ cp (|v∞ − v∞
′|+ |λ− λ′|)

1
4 ‖f‖1+ε ∀f ∈ L1+ε(R3)(4.1.5)

Bemerkung: Die in [ShiKo] analog zu (4.1.4) gemachte Aussage mit nur 2ten Ableitungen und

λ = 0 konnten wir an dieser Stelle nicht nachvollziehen. Diese Aussage folgt nicht, wie angege-

ben, aus Satz 4.1.2 bzw. aus [Hörmander, Theorem 7.9.5., S. 243]. Als Konsequenz verliert man

ohne Weieteres die Eindeutigkeit der Oseen-Gleichung für λ = 0. Mit Ungleichung (4.1.4) kann

man das zumindest für p > 4/3 retten. Siehe auch Eingangsbemerkung zu Kapitel 5.1.

Das Besondere an den 3 Ungleichungen liegt darin, daß die Konstanten unabhängig vonλ sind.

Das Verhalten der Differenz der OperatorenE0
v∞(λ) in v∞ habe ich nur deshalb mit aufgenom-

men, weil der analoge Satz in [ShiKo] es hat. Für unsere Untersuchung spielt das keine Rolle.

Vergleiche auch Satz 4.1.6, bei dem Differenzen untersucht werden, wennλ reinen Imagin̈arteil

hat.
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Beweis:

Der Einfachheit halber sei ohne Einschränkung der Allgemeinheit|ϕ0(ξ)| ≤ 1. Sei weiteru :=

F−1
(
f̂ − ξ̃(ξ̃ · f̂)

)
Dann ist

F(∇ · u) =
3∑
j=1

iξjF(uj)

=
3∑
j=1

iξj

(
f̂j − ξ̃j

(
ξ̃ · f̂

))
=

3∑
j=1

iξj

(
f̂j −

ξ̃j
|ξ|

(−iF(∇ · f))

)

= F(∇ · f) +
3∑
j=1

i2 ξ̃j ξ̃j︸︷︷︸
=1

F((∇ · f)

= F(∇ · f)−F(∇ · f)

= 0

Also auch∇ · u = 0, d.h.u ist divergenzfrei. Andererseits ist

u = f −F−1
(
ξ̃(ξ̃ · f̂)

)
= Pf +Qf + gradF−1(

ξ̃

|ξ|
· f̂)

wobeiP der Projektor auf den divergenzfreien Teil undQ der Projektor auf den Gradientenanteil

sind. Daraus folgt wegen der Direktheit der Helmholz-Zerlegung, daß

u = F−1
(
f̂ − ξ̃(ξ̃ · f̂)

)
= Pf(4.1.6)

Zunächst Ungleichung (4.1.3):‖E0
v∞(λ)f‖∞,2 ≤ cp,r‖f‖p: Seiα ∈ N3 ein Multiindex mit |α| ≤

2. Da für Re(λ) ≥ 0 gilt

|qv∞(λ)(ξ)| ≥ |ξ|2 ∀Re(λ) ≥ 0(4.1.7)

‖∂αxE0
v∞(λ)f‖∞ =

∥∥∥∥F−1

(
ξαϕ0

q
(f̂ − ξ̃(ξ̃ · f̂))

)∥∥∥∥
∞

≤ c

∥∥∥∥ξαϕ0

q
(f̂ − ξ̃(ξ̃ · f̂))

∥∥∥∥
1

Hausdorff-Young

≤ c

∥∥∥∥ξαϕ0

q

∥∥∥∥
1+ε

‖û‖(1+ε)′ Hölder

≤ c
∥∥|ξ||α|−2ϕ0(ξ)

∥∥
1+ε

‖Pf‖1+ε Hausdorff-Youngund (4.1.7)

≤ c‖f‖1+ε
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Die zweite Zeile von (4.1.3) folgt offensichtlich mitHölder, da dannf nach Voraussetzung kom-

pakten Tr̈ager mit Durchmesser≤ r hat.

Um nun Ungleichung (4.1.4) zu zeigen, möchte ich Satz 4.1.2 anwenden: Sei mit einem Multiin-

dexβ mit |β| = 4

kλ(ξ) :=
ξβϕ0(ξ)

qv∞(λ)(ξ)

Dann gen̈ugt es

|ξ|α
∣∣∂αξ kλ(ξ)∣∣ ≤ C < ∞ ∀α : |α| ≤ 2, 0 6= ξ ∈ R3

mit einer vonλ unabḧangigen KonstanteC = C(r) zu zeigen.

|α| = 0:

|ξ|0kλ(ξ) :=
ξβϕ0(ξ)

qv∞(λ)(ξ)

≤ |ξ|4

|ξ|2
∣∣ϕ0(ξ)

∣∣ nach (4.1.7)

≤ 2

|α| = 1: Wegen∂αξ q(ξ) = 2ξα + iv∞
α haben wir

∂αξ kλ(ξ) =
∂αξ ξ

βϕ0(ξ)

q(ξ)
+
ξβ∂αξ ϕ

0(ξ)

q(ξ)
− 2ξβ+αϕ0(ξ)

q2(ξ)
− iv∞

αξβϕ0(ξ)

q2(ξ)

und mit (4.1.5) folgt

|ξ|
∣∣∂αξ kλ(ξ)∣∣ ≤ |ξ|4−1+1|ϕ0(ξ)|

|ξ|2
+
|ξ|4+1|∂αξ ϕ0(ξ)|

|ξ|2
+

2|ξ|4+1|ϕ0(ξ)|
|ξ|4

+
|v∞||ξ|4+1|ϕ0(ξ)|

|ξ|4
≤ 16 + 2|v∞|

|α| = 2: Die kritischen Terme sind die, in denen der Zähler groß oder in denen der Nenner klein

werden kann:

∂αξ kλ(ξ) =
∂αξ ξ

βϕ0(ξ)

q(ξ)
+ . . .+

2i|α|v∞
αξβϕ0(ξ)

q3(ξ)

Mit (4.1.7) folgt mit |v∞| ≤ σ0

|ξ|2
∣∣∂αξ kλ(ξ)∣∣ ≤ |ξ|4−1+2|ϕ0(ξ)|

|ξ|2
+ . . .+

2|v∞|2|ξ|4+2|ϕ0(ξ)|
|ξ|6

≤ Cσ0

Schließlich ist also∥∥∇4E0
v∞f

∥∥
p

=

∥∥∥∥F−1

(
ξβϕ0(ξ)

qv∞(ξ)

(
f̂ − ξ̃

(
ξ̃ · f̂

)))∥∥∥∥
p

=
∥∥F−1 (kλû)

∥∥
p

≤ Cσ0‖u‖p nach Satz 4.1.2

= Cσ0‖Pf‖p
≤ Cσ0‖f‖p
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Nun zur Ungleichung (4.1.5): Seia := qv∞(λ)(ξ)− qv∞′(λ′)(ξ). Dann ist

|a| = |qv∞(λ)(ξ)− qv∞′(λ′)(ξ)|
≤ |qv∞(λ)(ξ)|+ |qv∞′(λ′)(ξ)|
≤ 2 max {|qv∞(λ)(ξ)|, |qv∞′(λ′)(ξ)|}

und für |ξ| ≤ 2 ist

|a| = |qv∞(λ)(ξ)− qv∞′(λ′)(ξ)|
= |λ− λ′ + iξ(v∞ − v∞

′)|
≤ |λ− λ′|+ |ξ||v∞ − v∞

′|
≤ 2 (|λ− λ′|+ |v∞ − v∞

′|)

Für |ξ| ≤ 2 gilt dann wegen (4.1.7) und o.B.|a| ≤ 2|qv∞(λ)(ξ)|∣∣∣∣ 1

qv∞(λ)(ξ)
− 1

qv∞′(λ′)(ξ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣qv∞′(λ′)(ξ)− qv∞(λ)(ξ)

qv∞(λ)(ξ)qv∞′(λ′)(ξ)

∣∣∣∣
=

|a|
|qv∞(λ)(ξ)||qv∞′(λ′)(ξ)|

=
|a|3/4|a|1/4

|qv∞(λ)(ξ)|3/4+1/4|qv∞′(λ′)(ξ)|

≤ 23/4|a|1/4

|qv∞(λ)(ξ)|1/4|qv∞′(λ′)(ξ)|

≤ 23/421/4 (|λ− λ′|+ |v∞ − v∞
′|)1/4

|ξ|2+2 1
4

≤ 2 (|λ− λ′|+ |v∞ − v∞
′|)1/4

|ξ|5/2

Daraus folgt f̈ur |α| ≤ 2∥∥∂αξ (E0
v∞(λ)− E0

v∞′(λ′)
)
f
∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥∥∥F−1

( 1

qv∞(λ)(ξ)
− 1

qv∞′(λ′)(ξ)

)(
ξαϕ0(ξ)

) (
f̂ − ξ̃(ξ̃ · f̂)

)
︸ ︷︷ ︸

=û


∥∥∥∥∥∥∥
∞

≤ C

∥∥∥∥∣∣∣∣ 1

qv∞(λ)(ξ)
− 1

qv∞′(λ′)(ξ)

∣∣∣∣ |ϕ0(ξ)||ξ||α|
∥∥∥∥

1+ε

‖û‖(1+ε)′ Hölder

≤ C (|λ− λ′|+ |v∞ − v∞
′|)1/4 ‖Pf‖1+ε Hausdorff-Young

�

Die kommenden S̈atze sind technischer Natur und haben in erster Linie die Befreiung von dem

Parameterλ zum Ziel. Als erstes schreiben wir den OperatorE0
v∞ etwas anders:
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Definition 4.1.4 Sei mitδjk = 1 für j = k undδjk = 0 j 6= k formal

χjk(λ) := F−1

(
(δjk − ξjξk|ξ|−2)ϕ0(ξ)

qv∞(λ)(ξ)

)
(4.1.8)

Dann ist offensichtlich

(
E0
v∞(λ)f

)
j

=
3∑

k=1

χjk(λ) ∗ fk ∀j = 1, 2, 3

Der Kürze halber definieren wir die Matrixχ(λ) := (χjk(λ))j,k=1,2,3 und schreibenE0
v∞(λ)f =

χ(λ) ∗ f .

Zus̈atzlich zu [ShiKo, Lemma 3.5] gilt der folgende Hilfssatz:

Hilfssatz 4.1.5 Seiχjk(λ) wie in Definition 4.1.4. Dann gilt mitv∞ 6= 0, falls δ 6= 0

sup
Re(λ)≥0

∥∥F (∂αξ χjk(λ)
)∥∥

p′
≤ C

|v∞|δ
p−1

p

falls p >
3 + δ

1 + |α|+ δ
für 0 ≤ δ ≤ 1(4.1.9)

sup
Re(λ)≥0

(Re(λ))
1
2 ‖F (χjk(λ))‖1,m + sup

Re(λ)≥0

(Re(λ))
1
2 ‖F (∂λχjk(λ))‖1,m ≤ Cm(4.1.10)

sup
Re(λ)≥0

(Re(λ))q
∥∥F (∂αξ ∂λχjk(λ)

)∥∥
p′
≤ C

1

|v∞|δ
p−1

p

(4.1.11)

wobei1 = 1/p+ 1/p′ und

p >
3 + δ

−1 + |α|+ δ
q = 0 falls 0 ≤ δ ≤ 1, |α| ≥ 1

1

p
>

−1 + t|α|+ δ

3 + δ
q = −−1 + t|α|+ δ

2
+

3 + δ

2p
falls 0 ≤ t, δ ≤ 1

Vermöge derHausdorff-YoungUngleichung‖f̂‖p ≤ (2π)
3
2
− 3

p′ ‖f‖p′ könnte man die obigen For-

meln auch ohne die Fouriertransformierte undp stattp′ bzw.∞ statt1 formulieren. Nur m̈ußte

man dann auch die Grenzep ≥ 2 in Kauf nehmen. Da die linken Seiten aber zumeißt in der Form

χjk ∗ f auftauchen, erm̈oglicht dieYoungUngleichung die angegebenen Bereiche in bestimmten

Fällen auch unter dem Wertp = 2 zu benutzen.

Beweis: Formel (4.1.10) ist Teil des Beweises von [ShiKo, Lemma 3.5]. Beachte, daß die Funktion

ϕ0 unter der Fouriertransformierten in (4.1.8) kompakten Träger in{|ξ| ≤ 2} hat.

Zunächst eine kleine Rechnung: Sei0 < s < 1 unda, b nicht negative reelle Zahlen.∫
a≤|ξ|≤b

|ξ||α|2s̃

|q(ξ)|2s
dξ

=

∫
a≤|ξ|≤b

|ξ||α|2s̃(
(|ξ|2 + Re(λ))2 + (Im(λ) + v∞ · ξ)2)s dξ
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Ist θ der Winkel zwischenv∞ undξ 6= 0, r = |ξ| so ergibt die Umrechnung auf die Polarkoordi-

naten(r, ψ, θ) wegen der Kugelsymmetrie:

=

b∫
r=a

2π∫
ψ=0

π∫
θ=0

r2+|α|2s̃ sin(θ)(
(r2 + Re(λ))2 + (Im(λ) + |v∞|r cos(θ))2)s dθdψdr

= 2π

b∫
r=a

π∫
θ=0

r2+|α|2s̃ sin(θ)(
(r2 + Re(λ))2 + (Im(λ) + |v∞|r cos(θ))2)s dθdr

Seit := cos(θ). Dann istt1 = 1, t2 = −1 unddθ = −dt/ sin(θ)

≤ C

b∫
r=a

1∫
t=−1

r2+|α|2s̃(
(r2 + Re(λ))2 + (Im(λ) + r|v∞|t)2

)s dtdr
Substitution:x := Im(λ)/r + |v∞|t

≤ C

|v∞|

b∫
r=a

x=
Im(λ)

r
+|v∞|∫

x=
Im(λ)

r
−|v∞|

r2+|α|2s̃(
(r2 + Re(λ))2 + r2x2

)s dxdr
Der Integrand hat sein einziges Maximum bezüglichx in 0. Wir können daher den Integrations-

bereich in Richtung des Maximums verschieben. Oder anders: in dem man das innere Integral

nachIm(λ)/r ableitet, sieht man, daß für positivesIm(λ)/r der Ausdruck monoton fallend in

Im(λ)/r und für negativesIm(λ)/r der Ausdruck monoton steigend ist. Also

≤ C

|v∞|

b∫
r=a

x=|v∞|∫
x=−|v∞|

r2+|α|2s̃(
(r2 + Re(λ))2 + r2x2

)s dxdr
und aus Symmetriegründen

≤ C

|v∞|

b∫
r=a

x=|v∞|∫
x=0

r2+|α|2s̃(
(r2 + Re(λ))2 + r2x2

)s dxdr
und mit der Formel2 (a2 + b2) ≥ (a + b)2, für a, b ≥ 0. Beachte, daß nach Voraussetzung

Re(λ) ≥ 0 ist.

≤ C

|v∞|

b∫
r=a

x=|v∞|∫
x=0

r2+|α|2s̃

(r2 + Re(λ) + rx)2s dxdr
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Substituieren wir nun wieder zurückx = |v∞|t und scḧatzenrt|v∞| ≥ rt
1
δ |v∞| beziehungsweise

rt|v∞| ≥ 0 ab.

= C

b∫
r=a

t=1∫
t=0

r2+|α|2s̃

(r2 + Re(λ) + rt|v∞|)2s dtdr

≤ C


b∫

r=a

t=1∫
t=0

r2+|α|2s̃(
r2+Re(λ)+rt

1
δ |v∞|

)2s dtdr für 0 < δ ≤ 1

b∫
r=a

t=1∫
t=0

r2+|α|2s̃

(r2+Re(λ)+0)2s dtdr für δ = 0

(*)

Scḧatzen wir nun dochRe(λ) ≥ 0 ab und substituieren wir als nächstes mitx = t
1
δ |v∞|, d.h.

dt = dxδxδ−1/|v∞|δ undx1 = 0, x2 = |v∞|.

≤ C

|v∞|δ


δ

b∫
r=a

x=|v∞|∫
x=0

r2+|α|2s̃

x1−δ(r2+rx)2s dxdr für 0 < δ ≤ 1

b∫
r=a

t=1∫
t=0

r2+|α|2s̃−4s dtdr für δ = 0

=
C

|v∞|δ


b∫

r=a

x=|v∞|∫
x=0

r2+|α|2s̃

x1−δr4s(1+x
r )

2s dxdr für 0 < δ ≤ 1

b∫
r=a

r2+|α|2s̃−4s für δ = 0

Merken wir uns das Ergebnis für δ = 0 und betrachten jetzt nur noch den Fall0 < δ ≤ 1. Dann

ergibt die Substitutiony = x/r im inneren Integral

=
C

|v∞|δ

b∫
r=a

x=|v∞|/r∫
y=0

r2+|α|2s̃−4s−(1−δ)+1

y1−δ (1 + y)2s dydr

≤ C

|v∞|δ

b∫
r=a

r2+|α|2s̃−4s+δ dr

∞∫
y=0

1

y1−δ (1 + y)2s dy

=
C

|v∞|δ

b∫
r=a

r2+|α|2s̃−4s+δ dr

 1∫
y=0

1

y1−δ (1 + y)2s dy +

∞∫
y=1

1

y1−δ (1 + y)2s dy


≤ C

|v∞|δ

b∫
r=a

r2+|α|2s̃−4s+δ dr

 1∫
y=0

1

y1−δ dy +

∞∫
y=0

1

(1 + y)1−δ (2 + y)2s dy


≤ C

|v∞|δ

b∫
r=a

r2+|α|2s̃−4s+δ dr
([
yδ
]1
0
+
[
(1 + y)δ−2s

]∞
0

)
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Also zusammen mit dem Fallδ = 0 folgt

=
C

|v∞|δ

b∫
r=a

r2+|α|2s̃−4s+δ dr für 0 ≤ δ < 2s

Halten wir für sp̈ater das allgemeine Ergebnis∫
a≤|ξ|≤b

|ξ||α|2s̃

|q(ξ)|2s
dξ ≤ C

|v∞|δ

b∫
r=a

r2+|α|2s̃−4s+δ dr für 0 ≤ δ ≤ 1, δ < 2s(4.1.12)

fest und setzen nuna = 0 undb = 2 ein. Dann haben wir∫
|ξ|≤2

|ξ||α|2s̃

|q(ξ)|2s
dξ ≤ C

|v∞|δ
falls 0 < 3− 4s+ 2s̃|α|+ δ, 0 ≤ δ ≤ 1, δ < 2s(4.1.13)

Vermöge einer ganz̈ahnlichen Rechnung können wir den Bereich für s erweitern indem wir gegen

Potenzen vonRe(λ)−1 abscḧatzen. Setzen wir zu0 ≤ δ ≤ 1, s, s̃ > 0

q :=
4s− 3− δ − 2|α|s̃

2s
für 0 ≤ δ ≤ 1

Mit obiger Rechnung (*) haben wir

Re(λ)qs
∫

|ξ|≤2

|ξ||α|2s̃

|q(ξ)|2s
dξ

(*)
≤ C


2∫

r=0

t=1∫
t=0

Re(λ)qsr2+|α|2s̃(
r2+Re(λ)+rt

1
δ |v∞|

)2s dtdr für 0 < δ ≤ 1

2∫
r=0

t=1∫
t=0

Re(λ)qsr2+|α|2s̃

(r2+Re(λ)+0)2s dtdr für 0 = δ

Substitutionr =
√

Re(λ)r̃, t1/δ =
√

Re(λ)t̃1/δ bei 0 < δ ≤ 1 und Substitution vonr =√
Re(λ)r̃ bei δ = 0

= C



2/
√

Re(λ)∫
r̃=0

1/
√

Re(λ)∫
t̃=0

Re(λ)qs+1/2+δ/2−2s+1+|α|s̃r̃2+|α|2s̃(
r̃2+1+r̃t̃

1
δ |v∞|

)2s dt̃dr̃ für 0 < δ ≤ 1

2/
√

Re(λ)∫
r̃=0

1∫
t=0

Re(λ)qs+1/2−2s+1+|α|s̃r̃2+|α|2s̃

(r̃2+1)2s dtdr̃ für 0 = δ

Nach Definition vonq verschwinden die Exponeneten vonRe(λ) gerade und mit einer weiteren

Substitution mitx = t
1
δ |v∞|, d.h.dt = δxδ−1/|v∞|δ undx1 = 0, x2 = |v∞| gilt

≤ C

|v∞|δ


δ

∞∫
r=0

∞∫
x=0

r2+|α|2s̃

x1−δ(r2+1+rx)2s dxdr für 0 < δ ≤ 1

∞∫
r=0

r2+|α|2s̃

(r2+1)2s dr für δ = 0

≤ C

|v∞|δ


∞∫
r=0

∞∫
x=0

r2+|α|2s̃

x1−δ(r2+1)2s
(
1+ xr

r2+1

)2s dxdr für 0 < δ ≤ 1

∞∫
r=0

(r+1)2+|α|2s̃

(r+1)4s dr für δ = 0
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Seiy := rx/(r2 + 1). Dann

=
C

|v∞|δ


∞∫
r=0

∞∫
y=0

r2+|α|2s̃+(1−δ)−1

y1−δ(r2+1)2s+(1−δ)−1(1+y)2s dxdr für 0 < δ ≤ 1

(r + 1)3+|α|2s̃−4s
∣∣∞
0

für δ = 0

Für δ = 0 folgt also≤ C, falls 3 + |α|2s̃ − 4s < 0 ist. Betrachten wir jetzt nur noch den Fall

0 < δ ≤ 1

=
C

|v∞|δ

∞∫
r=0

r2+|α|2s̃−δ

(r2 + 1)2s−δ dr

∞∫
y=0

1

y1−δ (1 + y)2s dy

Das rechte Integral haben wir schon bei der Herleitung zu Formel (4.1.13) abgeschätzt. Es exi-

stiert für 0 < δ < 2s. Das linke scḧatzen wir verm̈oge(a + b)2 ≥ a2 + b2, falls a, b ≥ 0 ab

zu

≤ C

|v∞|δ

∞∫
r=0

(r + 1)2+|α|2s̃−δ−2(2s−δ) dr

≤ C

|v∞|δ
(r + 1)3+|α|2s̃+δ−4s

∣∣∞
r=0

≤ C

|v∞|δ
für 3 + |α|2s̃+ δ − 4s < 0

Also haben wir

Re(λ)−(3+|α|2s̃+δ−4s)/2

∫
|ξ|≤2

|ξ||α|2s̃

|q(ξ)|2s
dξ ≤ C

|v∞|δ
für

3 + |α|2s̃+ δ − 4s < 0

und0 ≤ δ ≤ 1
(4.1.14)

Nun können wir die Aussagen des Hilfssatzes zeigen

∥∥F (∂αξ χjk(λ)
)∥∥ p

p−1

p′
=

∥∥∥∥F (∂αξ F−1

(
(δjk − ξjξk|ξ|−2)ϕ0(ξ)

qv∞(λ)(ξ)

))∥∥∥∥ p
p−1

p′

=

∥∥∥∥i|α|ξα (δjk − ξjξk|ξ|−2)ϕ0(ξ)

qv∞(λ)(ξ)

∥∥∥∥ p
p−1

p
p−1

=

∫
R3

|ξ||α| ∣∣δjk − ξjξk|ξ|−2
∣∣︸ ︷︷ ︸

≤2

|ϕ0(ξ)|
|q(ξ)|


p

p−1

dξ

≤ C

∫
|ξ|≤2

(
|ξ||α|

|q(ξ)|

) p
p−1

dξ

≤ C

∫
|ξ|≤2

|ξ|
|α|p
p−1

|q(ξ)|
p

p−1

dξ
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Mit (4.1.13) für 2s = p/(p− 1) > 1 ≥ δ und2|α|s̃ = |α|p/(p− 1) folgt

≤ C

|v∞|δ
falls 3− 2

p

p− 1
+

p

p− 1
|α|+ δ > 0 für 0 ≤ δ ≤ 1

≤ C

|v∞|δ
falls p >

3 + δ

1 + |α|+ δ
für 0 ≤ δ ≤ 1

Das zeigt (4.1.9). F̈ur (4.1.11) f̈uhren wir eine ganz̈ahnliche Rechnung durch:

∥∥F (∂αξ ∂λχjk(λ)
)∥∥ p

p−1

p′
=

∥∥∥∥F (∂αξ ∂λF−1

(
(δjk − ξjξk|ξ|−2)ϕ0(ξ)

qv∞(λ)(ξ)

))∥∥∥∥ p
p−1

p′

=

∥∥∥∥i|α|ξα∂λ (δjk − ξjξk|ξ|−2)ϕ0(ξ)

qv∞(λ)(ξ)

∥∥∥∥ p
p−1

p
p−1

≤ C

∫
R3

|ξ||α| ∣∣δjk − ξjξk|ξ|−2
∣∣︸ ︷︷ ︸

≤2

|ϕ0(ξ)|
|q(ξ)|2


p

p−1

dξ

≤ C

∫
|ξ|≤2

(
|ξ||α|

|q(ξ)|2

) p
p−1

dξ

≤ C

∫
|ξ|≤2

|ξ|
|α|p
p−1

|q(ξ)|
2p

p−1

dξ

Schließlich folgt f̈ur Re(λ) 6= 0

∥∥F (∂αξ ∂λχjk(λ)
)∥∥

p′
≤ C

 ∫
|ξ|≤2

|ξ|
|α|p
p−1

|q(ξ)|
2p

p−1

dξ


p−1

p

≤ C

 ∫
|ξ|≤2

|ξ|t
|α|p
p−1 2(t−1)

|α|p
p−1

|q(ξ)|
2p

p−1

dξ


p−1

p

für 0 ≤ t ≤ 1

≤ C
1

|v∞|δ
p−1

p

1

Re(λ)q

wobei

p >
3 + δ

−1 + |α|+ δ
q = 0 falls 0 ≤ δ ≤ 1, |α| ≥ 1 nach (4.1.13)

1

p
>

−1 + t|α|+ δ

3 + δ
q = −−1 + t|α|+ δ

2
+

3 + δ

2p
falls 0 ≤ t, δ ≤ 1 nach (4.1.14)

�

Bemerkung: Das Ergebnis ist vor allem dadurch verblüffend, als das|v∞| im Nenner vorkommen

kann (δ 6= 0), während in allen anderen Abschätzungen|v∞| stets durchσ0 nach oben abgeschätzt
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werden konnte (jedoch nicht immer direkt linear). Ohne diesen Faktor müssen entweder höhere

Ableitungen (|α| größer) oder kleinere Bereiche inp in Kauf genommen werden.

Die Abscḧatzungen sind in dem Sinn optimal, als daß sich in einigen Fällen von(|α|, δ, q) alle

Abscḧatzungsschritte im Wesentlichen auch nach unten mit einer entsprechend kleineren Kon-

stantenε stattC durchf̈uhren lassen (ohne Beweis).

In der Arbeit von [ShiKo] berechnen die Autoren nicht diep-Normen vonχjk bzw.∂λχjk sondern

die Betr̈age|χjk(ξ)| bzw. |∂λχjk(ξ)| mit Hilfe von Fouriertheorie, jedoch nur für λ = 0 (siehe

[ShiKo, Lemma 3.8]).

Im folgenden Hilfssatz untersuchen wir das Verhalten vonχjk(λ) für rein imagin̈aresλ = is.

Ein Blick in Kapitel 5.2 verr̈at warum: Der Integrationsweg des Integrals zur Darstellung der

Oseenhalbgruppe soll auf die imaginäre Achse verschoben werden. Dazu sind natürlich Aussagen

über die Integrierbarkeiẗuber die Singulariẗatλ = 0 hinweg notwendig.

Hilfssatz 4.1.6 Seiχjk(λ) wie in Definition 4.1.4 und1 = 1/p + 1/p′. Dann gilt mitv∞ 6= 0,

falls δ 6= 0, q ≥ 1 undε ≥ 0∥∥F (∂αξ (χjk(is+ ih)− χjk(is))
)∥∥

p′
≤

√
|h|

|v∞|δ
p−1

p

Cp ∀ 0 ≤ δ ≤ 1, p ≥ 3 + δ

|α|+ δ
(4.1.15)

∞∫
−∞

∥∥F (∂αξ χjk(is))∥∥p′qp′ ds ≤ Cp <∞ ∀ p > 5

5− 2q + q|α|
, p′q > 1(4.1.16)

∞∫
−∞

∥∥F (∂αξ ∂sχjk(is))∥∥p′qp′ ds ≤ Cp <∞ ∀ p > 5

5− 4q + q|α|
(4.1.17)

(4.1.18)

∞∫
−∞

∥∥F (∂αξ (χjk(is+ ih)− χjk(is))
)∥∥p′q

p′
ds ≤

√
|h|

p′q
Cp

∀ p ≥ 5

5− 3q + q|α|
, p′q > 1

(4.1.19)

∞∫
−∞

∥∥F (∂αξ ∂s (χjk(is+ ih)− χjk(is))
)∥∥p′q

p′
ds ≤

√
|h|

p′q(1−ε)
Cp

∀ p ≥ 5

5− 5q + q|α|+ qε
, ε ≥ 0

wobeip = 1/0 alsp = ∞ zu verstehen ist.

Bemerkung: Die Formulierung des Hilfssatzes durch‖ . . . ‖p anstatt‖F(. . .)‖p′ würde die Berei-

che vonp wegen derHausdorff-YoungUngleichung ohne Weiteres aufp ≥ 2 beschr̈anken. Siehe

auch Bemerkung zu Hilfssatz 4.1.5.
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Beweis:

Zu (4.1.15): Die wesentliche Idee, insbesondere die Abschätzungen der Integrale stammt aus

Hilfssatz 4.1.5.

p ≥ 3 + δ

|α|+ δ
⇐⇒ |α|p+ δp− 3− δ ≥ 0

⇐⇒ 3(p− 1)− 2p+ |α|p+ δ(p− 1)− p ≥ 0

⇐⇒ 3− 2p′ + |α|p′ + δ ≥ p′

⇐⇒ 3 + 2p′ + |α|p′ − 4p′ + δ ≥ p′

Sei o. B.|h| ≤ 4.∥∥F (∂αξ (χjk(is+ ih)− χjk(is))
)∥∥p′

p′

≤
∫
R3

|ϕ0|p′|ξ||α|p′
∣∣δjk − ξjξk|ξ|−2

∣∣p′ ∣∣∣∣ 1

q(is+ ih)(ξ)
− 1

q(is)(ξ)

∣∣∣∣p′ dξ
≤ Cp

∫
|ξ|≤2

|ξ||α|p′
∣∣∣∣ 1

q(is+ ih)(ξ)
− 1

q(is)(ξ)

∣∣∣∣p′ dξ
≤ Cp

∫
|ξ|≤
√
|h|

|ξ||α|p′
∣∣∣∣ 1

q(is+ ih)(ξ)
− 1

q(is)(ξ)

∣∣∣∣p′ dξ
+ Cp

∫
√
|h|<|ξ|≤2

|ξ||α|p′
∣∣∣∣ 1

q(is+ ih)(ξ)
− 1

q(is)(ξ)

∣∣∣∣p′ dξ
Es ist |q(is + ih)(ξ)q(is)(ξ)| = |q(is + ih)(ξ)||q(is)(ξ)|. Nach Definition vonq(λ)(ξ) = λ +

|ξ|2 + iv∞ · ξ ist |q(is+ ih)(ξ)− q(is)(ξ)| = |h|.

≤ Cp

∫
|ξ|≤
√
|h|

|ξ||α|p′
∣∣∣∣ 1

q(is+ ih)(ξ)

∣∣∣∣p′ + |ξ||α|p′
∣∣∣∣ 1

q(is)(ξ)

∣∣∣∣p′ dξ
+ |h|p′Cp

∫
√
|h|<|ξ|≤2

|ξ||α|p′
∣∣∣∣ 1

|q(is+ ih)(ξ)||q(is)(ξ)|

∣∣∣∣p′ dξ
Gleichung (4.1.12) angewendet

≤ Cp
|v∞|δ

√
|h|∫

0

r2−2p′+|α|p′+δ dr

+ |h|p′Cp
∫

√
|h|<|ξ|≤2

|q(is+ih)(ξ)|≥|q(is)(ξ)|

|ξ||α|p′

|q(is)(ξ)|2p′
dξ
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+ |h|p′Cp
∫

√
|h|<|ξ|≤2

|q(is+ih)(ξ)|<|q(is)(ξ)|

|ξ||α|p′

|q(is+ ih)(ξ)|2p′
dξ

≤ Cp
|v∞|δ

√
|h|

3−2p′+|α|p′+δ

+
Cp
|v∞|δ

|h|p′


23−4p′+|α|p′+δ falls 3− 4p′ + |α|p′ + δ > 0

log 2− log
√
|h| falls 3− 4p′ + |α|p′ + δ = 0√

|h|3−4p′+|α|p′+δ
falls 3− 4p′ + |α|p′ + δ < 0

Es istlog 2− log
√
|h| = log 2√

|h|
≤ C|h|p′/2. Mit der obigen Abscḧatzung f̈ur p gilt

≤ Cp
|v∞|δ

√
|h|

p′

+
Cp
|v∞|δ


√
|h|p

′

falls 3− 4p′ + |α|p′ + δ ≥ 0√
|h|2p

′+3−4p′+|α|p′+δ
falls 3− 4p′ + |α|p′ + δ < 0

Wieder mit obigen Abscḧatzung f̈ur p in beiden F̈allen

≤ Cp
|v∞|δ

√
|h|

p′

Zu (4.1.16):
∞∫

−∞

∥∥F (∂αξ χjk(is))∥∥p′qp′ ds ≤ Cp,q

∞∫
−∞

∫
|ξ|≤2

|ξ||α|p′q

|q(is)(ξ)|p′q
dξ ds

≤ Cp,q

∞∫
−∞

∫
|ξ|≤2

|ξ||α|p′q

(|ξ|4 + (v∞ · ξ + s)2)p
′q/2

dξ ds

≤ Cp,q

∞∫
−∞

∫
|ξ|≤2

|ξ||α|p′q−2p′q(
1 + (v∞·ξ+s)2

|ξ|4

)p′q/2 dξ ds
Substitutiont = (v∞ · ξ + s)/|ξ|2. D.h.ds = |ξ|2dt

≤ Cp,q

∫
|ξ|≤2

∞∫
−∞

|ξ||α|p′q−2p′q+2

(1 + t2)p
′q/2

dtdξ

≤ Cp,q

∫
|ξ|≤2

|ξ||α|p′q−2p′q+2 dξ

∞∫
0

1

(1 + t2)p
′q/2

dt

︸ ︷︷ ︸
<∞, ∀ p′q>1

= Cp,q

2∫
0

r|α|p
′q−2p′q+4 dr

< ∞
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falls |α|p′q − 2p′q + 5 > 0 ⇐⇒ p > 5/(5 + |α|q − 2q) undp′q > 1.

Zu (4.1.17): Fast wortẅortlich wie (4.1.16)

∞∫
−∞

∥∥F (∂αξ ∂sχjk(is))∥∥p′qp′ ds ≤ Cp,q

∞∫
−∞

∫
|ξ|≤2

|ξ||α|p′q

|q(is)(ξ)|2p′q
dξ ds

≤ Cp,q

∞∫
−∞

∫
|ξ|≤2

|ξ||α|p′q

(|ξ|4 + (v∞ · ξ + s)2)p
′q
dξ ds

≤ Cp,q

∞∫
−∞

∫
|ξ|≤2

|ξ||α|p′q−4p′q(
1 + (v∞·ξ+s)2

|ξ|4

)p′q dξ ds
Substitutiont = (v∞ · ξ + s)/|ξ|2. D.h.ds = |ξ|2dt

≤ Cp,q

∫
|ξ|≤2

∞∫
−∞

|ξ||α|p′q−4p′q+2

(1 + t2)p
′q

dtdξ

≤ Cp,q

∫
|ξ|≤2

|ξ||α|p′q−4p′q+2 dξ

∞∫
0

1

(1 + t2)p
′q
dt

︸ ︷︷ ︸
<∞, ∀ p′q≥1

= Cp,q

2∫
0

r|α|p
′q−4p′q+4 dr

< ∞

falls |α|p′q − 4p′q + 5 > 0 ⇐⇒ p > 5/(5 + |α|q − 4q).

Zu (4.1.18):Ähnlich wie (4.1.15):

p ≥ 5

5− 3q + |α|q
⇐⇒ 5p− 3pq + |α|pq − 5 ≥ 0

⇐⇒ 5(p− 1)− 3pq + |α|pq ≥ 0

⇐⇒ 5− 3p′q + |α|p′q ≥ 0

⇐⇒ 5− 2p′q + |α|p′q ≥ p′q

Das Integral wird wie folgt abgeschätzt: Sei wider o.B.d.A.|h| ≤ 4

∞∫
−∞

∥∥F (∂αξ (χjk(is+ ih)− χjk(is))
)∥∥p′q

p′

≤
∞∫

−∞

∫
R3

|ϕ0|p′q|ξ||α|p′q
∣∣δjk − ξjξk|ξ|−2

∣∣p′q ∣∣∣∣ 1

q(is+ ih)(ξ)
− 1

q(is)(ξ)

∣∣∣∣p′q dξ ds
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≤ Cp

∞∫
−∞

∫
|ξ|≤2

|ξ||α|p′q
∣∣∣∣ 1

q(is+ ih)(ξ)
− 1

q(is)(ξ)

∣∣∣∣p′q dξ ds
≤ Cp

∞∫
−∞

∫
|ξ|≤
√
|h|

|ξ||α|p′q
∣∣∣∣ 1

q(is+ ih)(ξ)
− 1

q(is)(ξ)

∣∣∣∣p′q dξ ds
+ Cp

∞∫
−∞

∫
√
|h|<|ξ|≤2

|ξ||α|p′q
∣∣∣∣ 1

q(is+ ih)(ξ)
− 1

q(is)(ξ)

∣∣∣∣p′q dξ ds
≤ Cp

∞∫
−∞

∫
|ξ|≤
√
|h|

|ξ||α|p′q
∣∣∣∣ 1

q(is+ ih)(ξ)

∣∣∣∣p′q + |ξ||α|p′q
∣∣∣∣ 1

q(is)(ξ)

∣∣∣∣p′q dξ ds
+ |h|p′qCp

∞∫
−∞

∫
√
|h|<|ξ|≤2

|ξ||α|p′q
∣∣∣∣ 1

|q(is+ ih)(ξ)||q(is)(ξ)|

∣∣∣∣p′q dξ ds
≤ Cp

∞∫
−∞

∫
|ξ|≤
√
|h|

|ξ||α|p′q
∣∣∣∣ 1

q(is+ ih)(ξ)

∣∣∣∣p′q + |ξ||α|p′q
∣∣∣∣ 1

q(is)(ξ)

∣∣∣∣p′q dξ ds
+ |h|p′qCp

∞∫
−∞

∫
√
|h|<|ξ|≤2

|q(is+ih)(ξ)|≥|q(is)(ξ)|

|ξ||α|p′q

|q(is)(ξ)|2p′q
dξ ds

+ |h|p′qCp

∞∫
−∞

∫
√
|h|<|ξ|≤2

|q(is+ih)(ξ)|<|q(is)(ξ)|

|ξ||α|p′q

|q(is+ ih)(ξ)|2p′q
dξ ds

≤ Cp

∞∫
−∞

∫
|ξ|≤
√
|h|

|ξ||α|p′q

(|ξ|4 + (v∞ · ξ + s+ h)2)
p′q
2

+
|ξ||α|p′q

(|ξ|4 + (v∞ · ξ + s)2)
p′q
2

dξ ds

+ |h|p′qCp

∞∫
−∞

∫
√
|h|<|ξ|≤2

|ξ||α|p′q

||ξ|4 + (v∞ · ξ + s)2|p′q
dξ ds

+ |h|p′qCp

∞∫
−∞

∫
√
|h|<|ξ|≤2

|ξ||α|p′q

||ξ|4 + (v∞ · ξ + s+ h)2|p′q
dξ ds

Weiter gehts wie in (4.1.16) und (4.1.17). Substitution mitt = (v∞ · ξ + s)/|ξ|2 bzw. t = (v∞ ·
ξ + s+ h)/|ξ|2 ergibt

≤ Cp

∞∫
−∞

∫
|ξ|≤
√
|h|

|ξ||α|p′q−2p′q+2

(1 + t2)
p′q
2

dξ ds+ |h|p′qCp

∞∫
−∞

∫
√
|h|<|ξ|≤2

|ξ||α|p′q−4p′q+2

(1 + t2)p′q
dξ ds
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≤ Cp

∫
|ξ|≤
√
|h|

|ξ||α|p′q−2p′q+2 dξ

∞∫
−∞

1

(1 + t2)
p′q
2

ds

︸ ︷︷ ︸
<∞, ∀p′q>1

+ |h|p′qCp
∫

√
|h|<|ξ|≤2

|ξ||α|p′q−4p′q+2dξ

∞∫
−∞

1

(1 + t2)p′q
ds

︸ ︷︷ ︸
<∞, ∀p′q≥1

≤ Cp

√
|h|∫

r=0

r|α|p
′q−2p′q+4 dr + |h|p′qCp

2∫
r=
√
|h|

r|α|p
′q−4p′q+4dr

≤ Cp
√
|h|

|α|p′q−2p′q+5
+ |h|p′qCp


2|α|p

′q−4p′q+5 falls |α|p′q − 4p′q + 5 > 0

log 2− log
√
|h| falls |α|p′q − 4p′q + 5 = 0√

|h||α|p
′q−4p′q+5

falls |α|p′q − 4p′q + 5 < 0

Analog zu den Abscḧatzungen zu (4.1.15) folgt

≤ Cp
√
|h|

p′q
+ Cp


√
|h|p

′q
falls |α|p′q − 4p′q + 5 ≥ 0√

|h||α|p
′q−2p′q+5

falls |α|p′q − 4p′q + 5 < 0

und mit der obigen Umformung der Parametergrenze für p bzw.p′ gilt

≤ Cp
√
|h|

p′q

in den angegebenen Bereichen vonp undq.

Zu (4.1.19): Die Idee, insbesondere die Unterteilung des Integrals die 5 Bereiche stammt von

[ShiKo, Lemma 3.6, S.: 19]. Zunächst ein paar Umformungen: Seit := s + v∞ · ξ und o.B.d.A

|h| ≤ 4

1

q2(is+ ih)
− 1

q2(is)

=
1

(|ξ|2 + i(t+ h))2 −
1

(|ξ|2 + it)2

=
(|ξ|2 − i(t+ h))

2

(|ξ|4 + (t+ h)2)2 −
(|ξ|2 − it)

2

(|ξ|4 + t2)2

=
(|ξ|2 − i(t+ h))

2
(|ξ|4 + t2)

2 − (|ξ|2 − it)
2
(|ξ|4 + (t+ h)2)

2

(|ξ|4 + (t+ h)2)2 (|ξ|4 + t2)2

=
(|ξ|4 + t2) (|ξ|2 − i(t+ h))

2
(|ξ|4 + (t+ h)2 − 2th− h2)

(|ξ|4 + (t+ h)2)2 (|ξ|4 + t2)2

− (|ξ|4 + (t+ h)2) (|ξ|2 − it)
2
(|ξ|4 + t2 + 2th+ h2)

(|ξ|4 + (t+ h)2)2 (|ξ|4 + t2)2
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=
(|ξ|4 + (t+ h)2) (|ξ|4 + t2)

=h(−t−h+2i|ξ|2)︷ ︸︸ ︷((
|ξ|2 − i(t+ h)

)2 − (|ξ|2 − it
)2)

(|ξ|4 + (t+ h)2)2 (|ξ|4 + t2)2

−
h(2t+ h)

(
(|ξ|4 + t2) (|ξ|2 − i(t+ h))

2
+ (|ξ|4 + (t+ h)2) (|ξ|2 − it)

2
)

(|ξ|4 + (t+ h)2)2 (|ξ|4 + t2)2

Daraus folgt

∣∣∣∣ 1

q2(is+ ih)
− 1

q2(is)

∣∣∣∣ ≤ |h|

|t+ h− 2i|ξ|2|+ |2t+ h|


=1︷ ︸︸ ︷

||ξ|2 − i(t+ h)|2

|ξ|4 + (t+ h)2
+

=1︷ ︸︸ ︷
||ξ|2 − it|2

|ξ|4 + t2


(|ξ|4 + (t+ h)2) (|ξ|4 + t2)

≤ |h| |t+ h− 2i|ξ|2|+ 2|2t+ h|
(|ξ|4 + (t+ h)2) (|ξ|4 + t2)

≤ |h| 5|t|+ 3|h|+ 2|ξ|2

(|ξ|4 + (t+ h)2) (|ξ|4 + t2)

≤ C
|h| (|t|+ |h|+ |ξ|2)

(|ξ|4 + (t+ h)2) (|ξ|4 + t2)

Aus der Definition vonχjk folgt

∞∫
−∞

∥∥F (∂αξ ∂s (χjk(is+ ih)− χjk(is))
)∥∥p′q

p′
ds

≤
∞∫

−∞

∫
|ξ|≤2

|ξ||α|p′q
∣∣∣∣ 1

q2(is+ ih)
− 1

q2(is)

∣∣∣∣p′q dξ ds
≤ C

∫
|ξ|≤2

∞∫
−∞

|h|p′q (|t|+ |h|+ |ξ|2)p
′q |ξ||α|p′q

(|ξ|4 + (t+ h)2)p
′q (|ξ|4 + t2)p

′q
dt dξ

=: C
∑

j=1,...,5

∞∫
−∞

∫
ωj

|h|p′q (|t|+ |h|+ |ξ|2)p
′q |ξ||α|p′q

(|ξ|4 + (t+ h)2)p
′q (|ξ|4 + t2)p

′q
dξ dt

wobei∪j=1,...,5ωj = {|ξ| ≤ 2} und

ω1 :=
{
|ξ| ≤

√
|h|, |t| ≤ |h|/2

}
ω2 :=

{
|ξ| ≤

√
|h|, |h|/2 ≤ |t| ≤ 2|h|

}
ω3 :=

{
|ξ| ≤

√
|h|, |t| ≥ 2|h|

}
ω4 :=

{
|ξ| ≥

√
|h|, |t| ≤ 2|h|

}
ω5 :=

{
|ξ| ≥

√
|h|, |t| ≥ 2|h|

}
Betrachten wir jeden Fall einzeln:



4.1. ERSTE EIGENSCHAFTEN 47

Für ω1 gilt |t| + |h| + |ξ|2 ≤ C|h|, |t + h| ≥ |h| − |t| ≥ |h|/2 und daher(|ξ|4 + (t+ h)2) ≥(
|ξ|4 + |h|2

4

)
≥ |h|2/4

∞∫
−∞

∫
ω1

|h|p′q (|t|+ |h|+ |ξ|2)p
′q |ξ||α|p′q

(|ξ|4 + (t+ h)2)p
′q (|ξ|4 + t2)p

′q
dξ dt ≤ C

∞∫
−∞

∫
|ξ|≤
√
|h|

|h|p′q|h|p′q|ξ||α|p′q

|h|2p′q (|ξ|4 + t2)p
′q
dξ dt

Substitutionx = t/|ξ|2

≤ C

∫
|ξ|≤
√
|h|

∞∫
−∞

|ξ||α|p′q−4p′q+2

(1 + x2)p
′q

dx dξ

≤ Cp

√
|h|∫

r=0

r|α|p
′q−4p′q+4 dr

≤ Cp
√
|h|

p′q(1−ε)

falls

|α|p′q − 4p′q + 5 ≥ p′q(1− ε) ⇐⇒ p ≥ 5

5− 5q + q|α|+ qε

Für ω2 gilt |t|+ |h|+ |ξ|2 ≤ C|h|, |t| ≥ |h|/2 und daher(|ξ|4 + t2) ≥
(
|ξ|4 + |h|2

4

)
≥ |h|2/4

∞∫
−∞

∫
ω2

|h|p′q (|t|+ |h|+ |ξ|2)p
′q |ξ||α|p′q

(|ξ|4 + (t+ h)2)p
′q (|ξ|4 + t2)p

′q
dξ dt ≤ C

∞∫
−∞

∫
|ξ|≤
√
|h|

|h|p′q|h|p′q|ξ||α|p′q

|h|2p′q (|ξ|4 + (t+ h)2)p
′q
dξ dt

Substitutionx = (t+ h)/|ξ|2

≤ C

∫
|ξ|≤
√
|h|

∞∫
−∞

|ξ||α|p′q−4p′q+2

(1 + x2)p
′q

dx dξ

≤ Cp

√
|h|∫

r=0

r|α|p
′q−4p′q+4 dr

≤ Cp
√
|h|

p′q(1−ε)

falls

|α|p′q − 4p′q + 5 ≥ p′q(1− ε) ⇐⇒ p ≥ 5

5− 5q + q|α|+ qε
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Fürω3 gilt |t|+ |h|+ |ξ|2 ≤ C|t|, (t+h)2 ≥ (|t| − |h|)2 = (|t|/2+ |t|/2− |h|)2 ≥ (|t|/2+ |h| −
|h|)2 = |t|2/4 und daher(|ξ|4 + (t+ h)2) ≥

(
|ξ|4 + |t|2

4

)
≥ (|ξ|4 + t2) /4

∞∫
−∞

∫
ω3

|h|p′q (|t|+ |h|+ |ξ|2)p
′q |ξ||α|p′q

(|ξ|4 + (t+ h)2)p
′q (|ξ|4 + t2)p

′q
dξ dt

≤ C

∞∫
2|h|

∫
|ξ|≤
√
|h|

|h|p′q|t|p′q|ξ||α|p′q

(|ξ|4 + t2)2p′q
dξ dt

Substitution auf Polarkoordinaten (r = |ξ|)

≤ C

∞∫
2|h|

∫
r≤
√
|h|

|h|p′q|t|p′qr|α|p′q+2

(r4 + t2)2p′q
dr dt

Substitutionx = r/
√
|t|, d.h.x1 = 0, x2 =

√
|h|/

√
|t| ≤

√
|h|/

√
2|h| = 1/

√
2

≤ C

∞∫
t=2h

√
2/2∫

x=0

|h|p′q|t|p′q+1/2−4p′q+|α|p′q/2+1|x||α|p′q+2

(x4 + 1)2p′q
dx dt

≤ Cp,q

√
2/2∫

x=0

1

(x4 + 1)2p′q
dx

∞∫
t=2h

|h|p′q|t|3/2−3p′q+|α|p′q/2 dt

≤ Cp
√
|h|

p′q(1−ε)

falls

5/2− 3p′q + |α|p′q/2 ≥ −p′q(1 + ε)/2 ⇐⇒ p ≥ 5

5− 5q + q|α|+ qε

Für ω4 gilt |t|+ |h|+ |ξ|2 ≤ C|ξ|2, (t+ h) ≥ 0
∞∫

−∞

∫
ω4

|h|p′q (|t|+ |h|+ |ξ|2)p
′q |ξ||α|p′q

(|ξ|4 + (t+ h)2)p
′q (|ξ|4 + t2)p

′q
dξ dt ≤ C

∞∫
−∞

∫
2≥|ξ|≥

√
|h|

|h|p′q|ξ|2p′q+|α|p′q

|ξ|4p′q (|ξ|4 + t2)p
′q
dξ dt

Substitutionx = t/|ξ|2

≤ C

∫
√
|h|≤|ξ|≤2

∞∫
−∞

|h|p′q|ξ||α|p′q−6p′q+2

(1 + x2)p
′q

dx dξ

Substitution auf Polarkoordinaten und Integrationüberx

≤ C|h|p′q
2∫

r=
√
|h|

r|α|p
′q−6p′q+4 dr

≤ Cp
√
|h|

p′q(1−ε)
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falls

|α|p′q − 6p′q + 5 ≥ −p′q(1 + ε) ⇐⇒ p ≥ 5

5− 5q + q|α|+ qε

Für ω5 gilt |t| + |h| + |ξ|2 ≤ C (|ξ|2 + |t|), (t + h)2 ≥ (|t| − |h|)2 = (|t|/2 + |t|/2 − |h|)2 ≥
(|t|/2 + |h| − |h|)2 = |t|2/4 und daher(|ξ|4 + (t+ h)2) ≥

(
|ξ|4 + |t|2

4

)
≥ (|ξ|4 + t2) /4

∞∫
−∞

∫
ω5

|h|p′q (|t|+ |h|+ |ξ|2)p
′q |ξ||α|p′q

(|ξ|4 + (t+ h)2)p
′q (|ξ|4 + t2)p

′q
dξ dt

≤ C

∞∫
−∞

∫
2≥|ξ|≥

√
|h|

|h|p′q (|ξ|2 + |t|)p
′q |ξ||α|p′q

(|ξ|4 + t2)2p′q
dξ dt

Substitutionx = t/|ξ|2

≤ C

∫
√
|h|≤|ξ|≤2

∞∫
−∞

|h|p′q|ξ||α|p′q−6p′q+2 (1 + |x|)
(1 + x2)p

′q
dx dξ

Substitution auf Polarkoordinaten und Integrationüberx

≤ C|h|p′q
2∫

r=
√
|h|

r|α|p
′q−6p′q+4 dr

≤ Cp
√
|h|

p′q(1−ε)

falls

|α|p′q − 6p′q + 5 ≥ −p′q(1 + ε) ⇐⇒ p ≥ 5

5− 5q + q|α|+ qε

�
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4.2 Existenz und Eindeutigkeit

Zu einer station̈aren L̈osung von Navier-Stokes, d.h. einer Lösung von (1.0.1) sollen L̈osungen

des vollen Oseen-Operators mit Hilfe der Fouriertransformation und den Aussagen von [ShiKo]

zu dem
”
einfachen“ Oseen-Operator im Ganzraum berechnet werden. Sei wiederB(u) = ∇

(
u⊗

v + v ⊗ u
)
, u ∈ Lp(R3); v ∈ C∞ ∩ W 1,r

0 ∩ Ŵ 2,s, r > 2, s > 4/3 und 6
5
≤ p ≤ 2. Für die

genau Definition vonv siehe Kapitel 2, insbesondere die Aussagen von Satz 2.0.1 und [Galdi2,

Definition 1.1, S. 63]. Zu0 6= v∞ ∈ R3 sind Lösungen von

Qe(λ)u+ Bu+∇p = f

∇ · u = 0 in R3

wobeiQe(λ)u = λ−∆+(v∞ ·∇), f ∈ Lp(R3) ist, gesucht. Natürlich istQλ = Qe(λ)+B. Daß

wir in diesem Kapitel die Abḧangigkeit vonλ in der Notation von der Parameterschreibweise zu

der Variablenschreibweisëandern, soll verdeutlichen, daß es im Ganzraum stark darauf ankommt,

wie sich der Operator in der Umgebung von 0 verhällt.

ZuQe(λ) ist q(λ) := λ+ |ξ|2 + iv∞ ·ξ das charakteristische Polynom (d.h.F(Qe(u)) = q ·F(u),

F die Fouriertransformierte).

Sei ∑
v∞

:= {λ ∈ C : |v∞|2 Re(λ) + (Im(λ))2 > 0}

Für λ ∈
∑

v∞
undξ ∈ R3 gilt dann

|q(λ)(ξ)| > 0

Denn ẅare f̈ur λ ∈
∑

v∞
undξ ∈ R3 q = 0, so auch|q|2 = 0 also0 = |q|2 = (Re(λ) + |ξ|2)2 +

(Im(λ) + ξ · v∞)2

⇔ Re(λ) = −|ξ|2; Im(λ) = −ξ · v∞

Wegenλ ∈
∑

v∞
muß aber gelten

Re(λ) > −Im2(λ)

|v∞|2

⇐⇒ −|ξ|2 > −|ξ · v∞|
2

|v∞|2

⇐⇒ |ξ|2 <
|ξ · v∞|2

|v∞|2
≤ |ξ|2 · |v∞|2

|v∞|2
= |ξ|2 ∀ξ ∈ R3

Widerspruch. Da|q(1)(0)| = 1 > 0; 1 ∈
∑

v∞
ist |q| > 0.

Es gilt der folgende

Hilfssatz 4.2.1 Sei zuε > 0, v∞ 6= 0

Mε :=

{
Re(λ) ≥ −(Im(λ))2

3|v∞|2
+ ε · exp(−(Im(λ))2)

}
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Dann gibt es einc = c(ε) ∈ R+, so daß

|q(λ)(ξ)| > c ∀λ ∈Mε, ξ ∈ R3

Beweis: Statt|q| gen̈ugt es|q|2(λ)(ξ) = (Re(λ) + |ξ|2)2 + (Im(λ) + ξ · v∞)2 zu untersuchen.

Zunächst sei festgestellt, daß|q| im Inneren vonMε × R3, d.h. in
◦
Mε ×R3 wegenMε ⊂

∑
v∞

kein lokales Minimum annehmen kann:

Hätte|q(λ)(ξ)| in
∑

v∞
× R3 ein lokales Minimum, so

0 = ∇λ|q|2

=
(
Re(λ) + |ξ|2, Im(λ) + ξ · v∞

)T
Wie oben f̈ur |q| > 0 argumentiert ist das schon hinreichend für λ = ξ = 0, im Widerspruch zu

0 6∈
∑

v∞
.

Sei

f : R2 × [−|v∞|, |v∞|]× R∗
+ −→ R

(x, y, z, t) 7−→ (x+ t2)2 + (y + t · z)2

Seiy := Im(λ), x := Re(λ), dann ist

|q|2(λ)(ξ) = |q|2(x, y, ξ) = f ◦ ϕ(x, y, ξ) = f(x, y,
ξ · v∞
|ξ|

, |ξ|)

wobei

ϕ : R5 −→ R2 × [−|v∞|, |v∞|]× R∗
+ ⊂ R4

(x, y, ξ) 7−→ (x, y,
ξ · v∞
|ξ|

, |ξ|)

surjektiv ist. Daher ist

(inf(|q|)2 = inf |q|2 = inf(f ◦ ϕ) = inf f

und es gen̈ugt das Minimum bzw. eine untere Schranke für f zu finden. Dabei bleibt die Neben-

bedingung aus der Definition vonMε

x+
y2

3|v∞|2
− ε exp(−y2) ≥ 0

im wesentlichen erhalten. Eliminiert manx = Re(λ), ergibt sich

f(y, z, t) ≥
(
− y2

3|v∞|2
+ ε exp(−y2) + t2

)2

+ (y + tz)2

Sei o.B.ε < 1
|v∞|2
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Ist (y + tz)2 ≥ ε |v∞|
2

25
, so hat manf(y, z, t) ≥ ε |v∞|

2

25
und die Schrankec := ε |v∞|

2

25
ist gefunden.

Im folgenden k̈onnen wir uns also auf den Fall(y + tz)2 < ε |v∞|
2

25
beschr̈anken.

⇒ |y + tz| =: µ <
√
ε
|v∞|
5

⇒ y

t
= ±µ

t
+ z

⇒
(y
t

)2

=
(
z ± µ

t

)2

; 0 ≤ µ <
√
ε
|v∞|
5

<
√
ε
|v∞|
4

(4.2.1)

Sei zun̈achstt ≥
√
ε

2
. Wegen (4.2.1)

⇒ µ

t
≤ 2µ√

ε
<
|v∞|
2

Nach Voraussetzung ist|z| ≤ |v∞|

⇒ z2 ≤ |v∞|2

⇒ 1

2

(
±µ
t

+ z
)2

≤ z2 +
(µ
t

)2

≤ |v∞|2 +
|v∞|2

4
=

5

4
|v∞|2

⇒
(
±µ
t

+ z
)2

≤ 5

2
|v∞|2 ≤

5

2
|v∞|2(1 + r) ∀r ≥ 0

Nun ist

f(y, z, t)

≥
(
−y2

3|v∞|2
+ ε exp(−y2) + t2

)2

=
t4

9|v∞|4

(
−y2

t2
+ 3|v∞|2

(
1 +

ε

t2
exp(−y2)

))2

(4.2.1)
=

t4

9|v∞|4


−
(
z ± µ

t

)2

+
5

2
|v∞|2

(
1 +

ε

t2
exp(−y2)

)
︸ ︷︷ ︸

≥1︸ ︷︷ ︸
≥0

+
1

2
|v∞|2

(
1 +

ε

t2
exp(−y2)

)
︸ ︷︷ ︸

≥1



2

≥ t4

9 · 4

≥ ε2

36 · 24
=

ε2

576

Ist im anderen Fallt <
√
ε

2

⇒ |zt| <
√
ε |v∞|

2

⇒ |y| < 7
10
|v∞|

√
ε wegen|y + tz| <

√
ε
|v∞|
5

⇔ |y|2 < 49
100
|v∞|2ε < ε

2
|v∞|2

⇒ |y|2 < ε
2
|v∞|2 = ε|v∞|2

1+1
≤ ε|v∞|2

1+ε|v∞|2 da o.B.ε <
1

|v∞|2
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Außerdem ist

0 < −y2(1 + ε|v∞|2) + ε|v∞|2

≤ −y2(1 + ε|v∞|2) + ε|v∞|2 + ε|v∞|2 (exp(−y2)− 1 + y2)︸ ︷︷ ︸
≥0

= −y2 + ε|v∞|2 exp(−y2)

und somit

f(y, z, t)

≥
(
−y2

3|v∞|2
+ ε exp(−y2) + t2

)2

=
1

9|v∞|4

−y2 + |v∞|2ε exp(−y2)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ 2|v∞|2ε exp(−y2)︸ ︷︷ ︸
≥2|v∞|2ε exp(− ε

2
|v∞|2)

+ 3|v∞|2t2︸ ︷︷ ︸
≥0


2

≥ 4

9

|v∞|4

|v∞|4
ε2 exp(−ε|v∞|2)

=

(
2ε

3

)2

exp(−ε|v∞|2)

> 0

Insgesamt also bildet

|q|2(λ)(ξ) ≥ min

{
ε|v∞|2

25
,
ε2

576
,

(
2ε

3

)2

exp(−ε|v∞|2)

}
=: c

∀λ ∈Mε, ξ ∈ R3 eine untere Schranke. �

Die wesentlichen Aussagen zu dem einfachen Oseen-Operator inR3 sind

Satz 4.2.2Sei1 < p <∞ und sei zuξ ∈ R3 ξ̃ := ξ/|ξ|. Weiter sei

Ev∞(λ)f := F−1

(
f̂(ξ)− ξ̃(ξ̃ · f̂)

q(λ)(ξ)

)
; f ∈ Lp(R3)

Πf := F−1

(
ξ̃ · f̂
i|ξ|

)
; f ∈ Lp(R3)

wobeiF die Fouriertransformierte (̂f = F(f)) ist.

Dann istEv∞f undΠf wohldefiniert und es gilt:

Qe(λ)Ev∞(λ)f +∇Πf = f

∇ · Ev∞(λ)f = 0
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Darüberhinaus istEv∞(λ)f holomoroh inλ. Ist |v∞| ≤ σ0 undf ∈ Lp(R3), so gilt

‖(Ev∞(λ)f − κEv∞′(λ′)) f‖p,2 ≤ cp,ε,σ0 (1− κ+ κ(|λ− λ′|+ |v∞ − v∞
′|)) ‖f‖p(4.2.2)

für alle (v∞, λ), (v∞
′, λ′) ∈ Uσ0(0)×Mε, wobeiκ ∈ {0, 1}.

M.a.W.u = Ev∞f und p = Πf lösen die Oseen-GleichungQeu + ∇p = f . Geht aus dem

Zusammenhang eindeutig hervor um welchesv∞ und welchesλ es sich handelt, unterdrücken

wir gelegentlich die Abḧangigkeit von diesen Parametern in der Notation.

BeweisundBemerkung: Beachte, daß‖ . ‖p,2 die Norm im SobolevraumW 2,p ist. Ohne weiteres

läßt sich die Fouriertransformierte nicht auff ∈ Lp; p > 2 anwenden. Jedoch kann manF auf

den gem̈aßigten DistributionenS ′ betrachten. MitF−1 kommt man dann wieder zuLp zurück.

Ein weiteres Hilfsmittel alle Werte von1 < p < ∞ zu erhalten ist [ShiKo, Proposition 3.2] oder

[Hörmander, Theorem 7.9.5, S. 243]. Für 6
5
≤ p ≤ 2 ist jedoch die Fouriertransformierte auf

jeden Fall im klassischen Sinn definiert und es giltf̂ ∈ Lq wobei 1
p

+ 1
q

= 1.

Die Aussagen des Satzes entsprechen wortwörtlich denen von Lemma 3.1 und Lemma 3.11 aus

[ShiKo]. LediglichMε ist dort durch ein beliebiges KompaktuumK ⊂
∑

v∞
ersetzt. Der Beweis

geht jedoch ẅortlich durch, wenn manK durchMε ersetzt und beachtet, daß|q(λ)(ξ)| aufMε

global (inλ undξ ) nach unten beschränkt ist, was aber gerade die Aussage von Hilssatz 4.2.1 ist.

Zunächst wird Satz 4.2.2 auf den vollen Oseen-Operator erweitert, jedoch unter der Vorausset-

zung, daßv und∇v in geeigneten R̈aumen hinreichend klein sind. Diese Kleinheitsbedingung

ist zudem noch abḧangig vonε (λ ∈ Mε ). Von dieser Abḧangigkeit soll der darauffolgende Satz

befreien. Auch die explizite Kleinheitsbedingungen anv und∇v sollen durch die energetische

Reynoldzahl ersetzt werden.

Aber zun̈achst:

Hilfssatz 4.2.3 Sei1 < p <∞; ε > 0; νp,ε,σ0 > 0 derart, daß

νp,ε,σ0 · cp,ε,σ0cp = 1

ist, wobeicp,ε,σ0 die Konstante aus Satz 4.2.2 undcp die Konstante aus Satz 2.0.5 (2.0.11) sind.

Sei f̈ur µ > 0 Bµ(g) := µBg

Dann ist

‖BµE‖L(Lp) = µ‖BE‖L(Lp) < 1 ∀0 ≤ µ < νp,ε,σ0

Insbesondere besitztµBE + I : Lp(R3) −→ Lp(R3) eine in ganzLp(R3) erklärte, beschr̈ankte

Inverse∀0 ≤ µ < νp,ε,σ0.

Beweis: Für g ∈ Lp(R3) gilt nach Satz 2.0.5 (2.0.11) für j = 0

‖Bg‖p ≤ cp‖g‖p,1 ∀p ≥ 1
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Damit folgt

µ‖BEg‖p ≤ µcp‖Eg‖p,1
Satz 4.2.2
≤ µcpcp,ε,σ0‖g‖p
< νp,ε,σ0cpcp,ε,σ0‖g‖p
Vor.
= ‖g‖p

und somit

‖BµE‖L(Lp) = µ‖BE‖L(Lp) < 1

µBE.+I. : Lp(R3) −→ Lp(R) ist ein stetiger Operator, dessen Resolventenmenge, also diejenige

Menge der̃µ, für die µ̃BE. + I. isomorph bleibt, wegenµ‖BE‖p < 1 und der Resolventenreihe

eine offene Umgebung der0 entḧalt, die[0, νp,ε,σ0) umfaßt. �

Bemerkung:

1) Statt die Kleinheitsbedingung anv und an∇v zu stellen, wurde sie aus technischen Gründen

vonµ gefordert.

2) Die Voraussetzungen von Hilfssatz 4.2.3 können s̈amtlich durch die Forderungµ‖BE‖ < 1

ersetzt werden. Insofern hängt die beschränkte Invertierbarkeit vonϕµ = µBE + I kritisch von

µ ab, daß die Resolventenmenge eines beschränkten Operators stets offen ist, d.h. es existiert ein

µ0 > 0 und einf ∈ Lp mit ‖f‖p = 1, so daßµ0‖BEf‖ = 1 aber∀µ < µ0 gilt µ‖BE‖ < 1.

Wir erinnern hier noch einmal an die Definition der Reynoldszahl für den OperatorB

ReE := sup
w∈D

(
A

1
2

)
\{0}

< −Bw,w >

‖∇w‖2
2

Als Generalvoraussetzung nehmen wir im folgenden stets

ReE < 1

an.

Hilfssatz 4.2.4 SeiRe(λ) ≥ 0, 6/5 ≤ p ≤ 2 und zus̈atzlichλ 6= 0 für 6/5 < p ≤ 2. Sei

ϕµ := µBE + I : Lp(R3) −→ Lp(R3)

undXµ := ϕµ(L
p(R3)) ⊂ Lp(R3). Seiϕµ für alle µ ≤ 1 injektiv, d.h. es existiere

ϕ−1
µ : Xµ ↪→ Lp(R3)

Dann gibt es einµkritisch > 0, so daß

ϕµ : Lp(R3) −→ Lp(R3)
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nur isomorph f̈ur alle µ mit µ < µkritisch (d.h. linear, stetig undϕ−1
µ stetig), ist, nicht aber f̈ur

µ = µkritisch. Es ist schon

µkritisch > 1

Beweis: Zunächst:Ef ist divergenzfrei, denn

∇ · (Ef) = 0 ⇐⇒ F(∇ · (Ef)) = 0

und

F(∇ · Ef) = F(∂i(Ef)i)
F.P.
= iξiF((Ef)i)

Def.
= iξi

(
f̂ − ξ̃(ξ̃ · f̂)

q

)
i

=
iξi
q

(
f̂i −

ξ̃i
|ξ|

(−iF(∇ · f))

)
=

1

q
( iξif̂i︸︷︷︸
=F(∇·f)

− ξ̃iξ̃i︸︷︷︸
=1

F(∇ · f))

= 0

Die ResolventenmengeRes := {µ ≥ 0 : ϕµ ist Isomorphismus} entḧalt nach Hilfssatz 4.2.3 eine

Umgebung der0 und ist wegen der Resolventenreihe offen inR+. Ist Res 6= R+, so existiert ein

µkritisch > 0, so daß[0, µkritisch) ⊂ Res, aberµkritisch /∈ Res. Angenommenϕµ ist injektiv ∀µ ≤ 1,

aberµ0 := µkritisch ≤ 1, dann istϕµ0 nicht surjektiv, d.h.Xµ0 6= Lp(R3) oderϕ−1
µ0 : Xµ → Lp(R3)

ist nicht stetig.

Zunächst der Fall, daßϕ−1
µ0 nicht stetig ist:

Es ist dannϕµ0 nicht nach unten beschränkt, d.h.

∃ ε > 0 ∃ (xn)n∈N ∈ Lp(R3) : ‖xn‖p ≥ ε

aber

ϕ(n) := ϕµ0(xn) = µ0BExn + xn → 0 (n→∞) in Lp

O.B. sei(xn) ebenfalls nach oben beschränkt, etwa durch‖xn‖p ≤ 1. Sonst betrachtẽxn :=

xn/‖xn‖p. Es ist dann‖x̃n‖p = 1 > ε und

‖µ0BEx̃n + x̃n‖p =
1

‖x̃n‖p
‖µ0BExn + xn‖p ≤

1

ε
‖µ0BExn + xn‖p → 0

Weiter sei nach Auswahl einer Teilfolge‖ϕ(n)‖p ≤ 1/n

Es ist mity := Ex,Qey +∇p = QeEx+∇p = x und wegen der Orthogonalität derHelmholtz

Zerlegung ist< y,∇p >= 0 , day divergenzfrei ist.

Re < Ex, x > +i Im < Ex, x > = < Ex, x >=< y,Qey > + < y,∇p >

= < y,−∆y + λy + (v∞ · ∇)y >

= ‖∇y‖2
2 + λ̄‖y‖2

2+ < y, (v∞ · ∇)y >

= ‖∇Ex‖2
2 + λ̄‖Ex‖2

2 + i Im < y, (v∞ · ∇)y >
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Also

Re < Ex, x > = ‖∇Ex‖2
2 + Re(λ)‖Ex‖2

2

Im < Ex, x > = − Im(λ)‖Ex‖2
2 + Im < y, (v∞ · ∇)y >

Andererseits ist nach Definition der ReynoldszahlReE

Re < Exn, xn >

= Re < Exn,−µ0BExn + ϕ(n) >

= −Re < Exn, µ
0BExn > + Re < Exn, ϕ(n) >

= − < ReExn, µ
0BReExn > − < ImExn, µ

0B ImExn >

+ Re < Exn, ϕ(n) >

≤ µ0 ReE ‖∇ReExn‖2
2 + µ0 ReE ‖∇ ImExn‖2

2 + Re < Exn, ϕ(n) >

= µ0 ReE ‖∇Exn‖2
2 + Re < Exn, ϕ(n) >

und somit

‖∇Exn‖2
2 + Re(λ)‖Exn‖2

2 ≤ µ0 ReE ‖∇Exn‖2
2 + Re < Exn, ϕ(n) >

(1− µ0 ReE)︸ ︷︷ ︸
>0

‖∇Exn‖2
2 + Re(λ)‖Exn‖2

2 ≤ Re < Exn, ϕ(n) >

≤ ‖Exn‖p′ · ‖ϕ(n)‖p

(1− µ0 ReE)‖∇Exn‖2
2 + Re(λ)‖Exn‖2

2 ≤ 1

n
‖Exn‖p′

≤ c

n
‖∇Exn‖a2 · ‖Exn‖1−a

2

≤ c

n

(
a‖∇Exn‖2 + (1− a)‖Exn‖2

)
wobei1 = 1

p
+ 1

p′
unda = 3

(
1
2
− 1

p′

)
nach Theorem 9.3 [Friedmann], S. 24 ist. Zum Beispiel ist

p 6
5

2

p′ 6 2

a 1 0

Ist nunRe(λ) > 0, so gilt:

‖∇Exn‖2
2 +

Re(λ)

(1− µ0 ReE)
‖Exn‖2

2 ≤ c

n
‖∇Exn‖a2 · ‖Exn‖1−a

2

Sein hinreichend groß, aber fest. Da1− µ0 ReE > 0 folgt

‖∇Exn‖2
2 +

Re(λ)

(1− µ0 ReE)
‖Exn‖2

2 ≤ c

n

(
a‖∇Exn‖2 + (1− a)‖Exn‖2

)
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(
‖∇Exn‖2 −

ca

2n

)2

+
Re(λ)

(1− µ0 ReE)

(
‖Exn‖2 −

c(1− a)(1− µ0 ReE)

2 Re(λ)n

)2

≤ c2a2

4n2
+
c2(1− a)2(1− µ0 ReE)

4 Re(λ)n2
=
c2

n2

mit einem geeignetenc = c(µ0,ReE,Re(λ)) > 0. Daraus folgt

‖Exn‖2 ≤ c(1− µ0 ReE)

nRe(λ)
+
c(1− a)(1− µ0 ReE)

2 Re(λ)n
=
C

n
und

‖∇Exn‖2 ≤ c

n
+
ca

n
=
C

n

Also folgt

‖Exn‖2, ‖∇Exn‖2 → 0 (n→∞)

Ist Re(λ) = 0, aberp = 6/5, so ista = 1 und es folgt(1− µ0 ReE)‖∇Exn‖2 ≤ c/n→ 0

Ist dagegenRe(λ) = 0 und6/5 < p ≤ 2, so ist nach VoraussetzungImλ 6= 0, und wir haben

| Im(λ)|‖Ex‖2
2 = | Im < Ex, x > + Im < Ex, (v∞ · ∇)Ex > |

= | < Ex, x > |+ | < Ex, (v∞ · ∇)Ex > |
C.S.U.

≤ ‖Ex‖p′‖x‖p + |v∞|‖Ex‖2‖∇Ex‖2 wobei 1 =
1

p
+

1

p′

⇒ | Im(λ)|‖Ex‖2
2 ≤ c‖∇Ex‖a2‖Ex‖1−a

2 ‖x‖p + |v∞|‖Ex‖2‖∇Ex‖2

⇒ ‖Ex‖2
2 ≤ c

(
‖∇Ex‖a2‖Ex‖1−a

2 ‖x‖p + ‖Ex‖2‖∇Ex‖2

)
nach Theorem 9.3, [Friedmann] mita = 3

(
1
2
− 1

p′

)
, wobei die Konstante vonλ und vonv∞

abḧangt. Ohne Einschränkung konnten wir‖x‖p ≤ 1 annehmen. Zwei M̈oglichkeiten gibt es:

Entweder es ist‖Ex‖2‖∇Ex‖2 ≤ ‖Ex‖1−a
2 ‖∇Ex‖a2, dann ist

‖Ex‖2
2 ≤ c‖∇Ex‖a2 · ‖Ex‖1−a

2

‖Ex‖1+a
2 ≤ c‖∇Ex‖a2

‖Ex‖1−a
2 ≤ c‖∇Ex‖a

1−a
1+a

2

und somit

(1− µ0 ReE)‖∇Exn‖2
2 ≤ c

n
‖∇Exn‖a2 · ‖Exn‖1−a

2

≤ c

n
‖∇Exn‖a2 · ‖∇Exn‖

a 1−a
1+a

2

=
c

n
‖∇Exn‖

2a
1+a

2

wobei0 ≤ 2a
1+a

∈ [0, 1], so daß‖∇Exn‖2 → 0 (n→∞) folgt.
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Oder es ist‖Ex‖2‖∇Ex‖2 > ‖Ex‖1−a
2 ‖∇Ex‖a2, dann ist

‖Ex‖2
2 ≤ c‖∇Ex‖2 · ‖Ex‖2

‖Ex‖2 ≤ c‖∇Ex‖2

und somit

(1− µ0 ReE)‖∇Exn‖2
2 ≤ c

n
‖∇Exn‖a2 · ‖Exn‖1−a

2

≤ c

n
‖∇Exn‖a2 · ‖∇Exn‖1−a

2

=
c

n
‖∇Exn‖2

so daß auch in diesem Fall und somit für alleλ

‖∇Exn‖2 → 0 (n→∞) ∀λ : Re(λ) ≥ 0

folgt.

Für 6/5 ≤ p ≤ 2 gilt wieder nach Theorem 9.3, [Friedmann]

‖Bx‖p ≤ c‖v‖ 2p
2−p

· ‖∇x‖2 + c‖∇v‖ 6p
6−p

· ‖x‖6

≤ c
(
‖v‖ 2p

2−p
+ ‖∇v‖ 6p

6−p

)
‖∇x‖2

Beachte, daß6p
6−p ∈ [3

2
, 3] für 6/5 ≤ p ≤ 2 und 2p

2−p ∈ (2,∞] für 1 < p ≤ 2. Diese Werte sind

somit zul̈assig, dav ∈ Lp̃+ε ∀p̃ ≥ 2 und∇v ∈ Lp̃+ε ∀p̃ ≥ 4/3 nach Satz 2.0.1. Insbesondere

also

‖BExn‖p ≤ c · ‖∇Exn‖2 → 0 (n→∞)

Nach Voraussetzung gilt schließlich für hinreichend großesn

ε

4
≥ ‖µ0BExn − (−xn)‖p ≥

∣∣‖xn‖p − ‖µ0BExn‖p
∣∣ ≥ ε− ε

2
=
ε

2

Widerspruch!

Nun zum Fall, daßϕµ0 nicht surjektiv ist, d.h.Xµ0 6= Lp(R3), wobei

Xµ0 = ϕµ0(Lp(R3)) = (µ0BE + I)(Lp(R3))

Da naẗurlichLp(R3) ⊃ Xµ0

∃ y ∈ Lp(R3) : (µ0BE + I)x 6= y ∀x ∈ Lp(R3)

Sei (µn)n∈N ⊂ R eine Folge mit0 < µn, die monoton von unten gegenµ0 konvergiert. Daϕµ;
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∀µ < µ0 surjektiv ist, also insbesondereϕµn surjektiv ist, gilt

∃ (xn)n∈N ⊂ Lp(R3) : µnBExn + xn = y

⇐⇒ BE(µ0xn) +
µ0

µn
xn =

µ0

µn
y

⇐⇒ Xµ0 3 µ0BExn + xn =
µ0

µn
y +

(
1− µ0

µn

)
xn

ϕµ0 injektiv
⇐⇒ xn = ϕ−1

µ0

(
µ0

µn
y +

(
1− µ0

µn

)
xn

)
und

µ0

µn
y +

(
1− µ0

µn

)
xn ∈ Xµ0

⇒ ‖xn‖p =
∥∥∥ϕ−1

µ0

(
µ0

µn
y +

(
1− µ0

µn

)
xn

)∥∥∥
p

ϕ−1

µ0 stetig

≤ c µ
0

µn
‖y‖p + εn · ‖xn‖p

wobeiεn := 1− µ0

µn
und somit

(1− εn)‖xn‖p ≤ c
µ0

µn
‖y‖p

‖xn‖p ≤ c
µ0

µn(1− εn)
‖y‖p

≤ c · ‖y‖p

für n hinreichend groß. Sei

yn :=
µ0

µn
y +

(
1− µ0

µn

)
xn ∈ Xµ0

=
µ0

µn
y + εnxn

(yn) ist eine Cauchy-Folge, da für vorgegebenesε > 0

‖yn − ym‖p =

∥∥∥∥(µ0

µn
− µ0

µm

)
y + εnxn − εmxm

∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥(µ0 − µn

µn
− µ0 − µm

µm

)
y

∥∥∥∥
p

+ εn‖xn‖p + εm‖xm‖p

≤ εn‖y‖p + εm‖y‖p + c εn‖y‖p + c εm‖y‖p
< ε

für n,m hinreichend groß. Der erste Teil des Beweises hat gezeigt, daßϕ−1
µ0 stetig ist. Daher ist
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Xµ0 abgeschlossen ( inLp(R3) ) und somit

∃ y∗ ∈ Xµ0 : yn → y∗

⇐⇒ xn = ϕ−1
µ0 (yn) → ϕ−1

µ0 (y∗)

⇒ µnBExn + xn = y

↓ ↓
µ0BEϕ−1

µ0 (y∗) + ϕ−1
µ0 (y∗) = y

⇐⇒ ϕµ0

(
ϕ−1
µ0 (y∗)

)
= y

Daϕµ0 injektiv ist, gilt mit x := ϕ−1
µ0

ϕµ0x = (µ0BE.+ I.)x = y ∈ Xµ0

Widerspruch! Also ist auchϕµ0 surjektiv.

Damit istϕµ0 ebenfalls ein Isomorphismus im Widerspruch zur Annahme und es folgt wie ge-

wünscht

µ0 > 1

�

Beachte, daß die Surjektivität zwar mit Hilfe der Stetigkeit und der Injektivität gezeigt wurde,

ansonsten aber keine Bedingungen anp stellt. M.a.W.ϕµ0 ist mindestens f̈ur diesep surjektiv, f̈ur

dieϕµ0 injektiv und stetig ist.

Hilfssatz 4.2.5 Sei 1 < p < ∞ und f eine aufR3 meßbare Funktion. SeiE0 = E0
v∞,λ

der

in Definition 4.1.1 bzw. Definition 4.1.4 eingeführte Operator und wiederB der Operator aus

Definition 2.0.4. Dann gelten folgende Aussagen:

‖BE0f‖p ≤ Cp‖f‖1+ε ∀
0 ≤ ε ≤ min

{
1, 1+7δ̃

5−δ̃ ,
1+13δ̃
11−δ̃

}
0 ≤ δ̃ < min{1/3, p− 1}

(4.2.3)

‖BE0f‖ 4
3
−ε̃ ≤ Cv,ε,σ0|v∞|−

1
2‖f‖2−ε ∀0 < ε̃ ≤ 6ε << 1, v∞ 6= 0(4.2.4)

‖BE0f‖2−ε ≤ Cv,ε‖f‖2−ε ∀0 < ε << 1(4.2.5)

wobei die Konstanten auf den rechten Seiten unabhängig vonλ sind.

Beweis: Sei1 ≥ δ > 0. Wir werden im Laufe des Beweisesδ bzw. δ̃ weiter einschr̈anken. Seiχ

die Matrixχ := (χjk)j,k=1,2,3, dann istE0f = χ ∗ f :=
(∑3

k=1 χjk ∗ fk
)
j=1,2,3

. Nach Definition

vonB = ∇
(
E(v)⊗ .+ .⊗ E(v)

)
ist

‖BE0f‖1+δ ≤ ‖v‖ (1+δ)q
q−1−δ

‖∇E0f‖q + ‖∇v‖ (1+δ)r
r−1−δ

‖E0f‖r

= ‖v‖ (1+δ)q
q−1−δ

‖(∇χ) ∗ f‖q + ‖∇v‖ (1+δ)r
r−1−δ

‖χ ∗ f‖r

= ‖v‖ (1+δ)q
q−1−δ

‖F−1 (F(∇χ) · F(f)) ‖q + ‖∇v‖ (1+δ)r
r−1−δ

‖F−1 (F(χ) · F(f)) ‖r
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mit Hausdorff-Young-Ungleichung f̈ur q, r ≥ 2

≤ C‖v‖ (1+δ)q
q−1−δ

‖F(∇χ) · F(f)‖q′ + ‖∇v‖ (1+δ)r
r−1−δ

‖F(χ) · F(f)‖r′

mit Hölder-Ungleichung

≤ C‖v‖ (1+δ)q
q−1−δ

‖F(∇χ)‖x′‖F(f)‖(1+ε)′ + ‖∇v‖ (1+δ)r
r−1−δ

‖F(χ)‖y′‖F(f)‖(1+ε)′

mit Hausdorff-Young-Ungleichung f̈ur ε ≤ 1

≤ C‖v‖ (1+δ)q
q−1−δ

‖F(∇χ)‖x′‖f‖1+ε + ‖∇v‖ (1+δ)r
r−1−δ

‖F(χ)‖y′‖f‖1+ε

und mit Satz 2.0.1 und Hilfssatz 4.1.5 folgt mit einer vonv∞ unabḧangigen KonstantenC

≤ C‖f‖1+ε

wobeiq := 2(1+δ̃)

1−δ̃ , x := 3
2− 1

2
+ 3

1+δ̃
− 3

1+ε

undr := 4(1+δ̃)

1−3δ̃
, y := 3

1− 1
4
+ 3

1+δ̃
− 3

1+ε

mit einem0 ≤ δ̃ < δ

Die Ungleichungskette ist erlaubt, falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind

1 +
1

q
=

1

x
+

1

1 + ε
1 +

1

r
=

1

y
+

1

1 + ε
Young

(1 + δ)q

q − 1− δ
> 2

(1 + δ)r

r − 1− δ
>

4

3
Satz 2.0.1

q ≥ 2 r ≥ 2 Hausdorff-Young

x >
3

2
y > 3 Satz 4.1.5

0 ≤ ε <
1 + 7δ

5− δ
, ε ≤ 1 0 ≤ ε <

1 + 13δ

11− δ
, ε ≤ 1 gefordert

Beweisdazu: Zuerst der linke Teil:

(1 + δ)q

q − 1− δ
> 2 ⇐⇒ q <

2(1 + δ)

1− δ

Offensichtlich ist aberq ≥ 2 und es folgt

1 +
1

q
=

1

x
+

1

1 + ε

⇐⇒ 1 +
1− δ̃

2(1 + δ̃)
=

1

x
+

1

1 + ε

⇐⇒ 1

x
=

2(1 + δ̃)(1 + ε) + (1− δ̃)(1 + ε)− 2(1 + δ̃)

2(1 + δ̃)(1 + ε)

=
(1 + δ̃)(1 + ε) + 2(1 + ε)− 2(1 + δ̃)

2(1 + δ̃)(1 + ε)

⇐⇒ x =
2

1 + 2
1+δ̃

− 2
1+ε

=
3

2− 1
2

+ 3
1+δ̃

− 3
1+ε
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Die rechte Seite ist unabhängig vonε > 0 größer als 0, fallsδ ≤ 4/3 ist, was nach Voraussetzung

stets erf̈ullt ist. Andererseits ist

−1

2
+

3

1 + δ̃
− 3

1 + ε
< 0 ⇐⇒ ε <

1 + 7δ̃

5− δ̃

und somit

x >
3

2

Nun zum rechten Teil:

(1 + δ)r

r − 1− δ
>

4

3
⇐⇒ r <

4(1 + δ)

1− 3δ

Also ist r ≥ 4 > 3 und

1 +
1

r
=

1

y
+

1

1 + ε

⇐⇒ 1 +
1− 3δ̃

4(1 + δ̃)
=

1

y
+

1

1 + ε

⇐⇒ 1

y
=

4(1 + δ̃)(1 + ε) + (1− 3δ̃)(1 + ε)− 4(1 + δ̃)

4(1 + δ̃)(1 + ε)

⇐⇒ =
(1 + δ̃)(1 + ε) + 4(1 + ε)− 4(1 + δ̃)

4(1 + δ̃)(1 + ε)

⇐⇒ y =
4

1 + 4
1+δ̃

− 4
1+ε

=
3

1− 1
4

+ 3
1+δ̃

− 3
1+ε

und da

−1

4
+

3

1 + δ̃
− 3

1 + ε
< 0 ⇐⇒ ε <

1 + 13δ̃

11− δ̃

folgt

y > 3

Somit hat man

‖BE0f‖1+δ ≤ C‖f‖1+ε ∀ 0 < δ ≤ 1

3
, 0 ≤ ε ≤ 1 + 7δ̃

11− δ̃
, 0 ≤ δ̃ < δ, ε ≤ 1
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Für großesp, etwap ≥ 3 folgt

‖BE0f‖p ≤ Cp ‖E0f‖∞,1 nach (2.0.10)

= Cp‖χ ∗ f‖∞,1

= Cp‖F−1 (F(χ) · F(f)) ‖∞,1

≤ Cp‖F(χ) · F(f)‖1,1 Hausdorff-Young

≤ Cp ‖F (χ)‖( 1+ε
ε )

′
,1
‖f̂‖(1+ε)′ Hölder

≤ Cp ‖F (χ)‖( 1+ε
ε )

′
,1
‖f‖1+ε Hausdorff-Youngfür 0 ≤ ε <

1

2

Für ε < 1
2

ist 1+ε
ε
> 3, also nach (4.1.9)

≤ Cp‖f‖1+ε

Kombiniert man beide Ungleichungen erhält man f̈ur die noch nicht untersuchten Werte1 + δ <

p < t, wobeit ≥ 3 geẅahlt ist

‖BE0f‖p ≤ ‖BE0f‖1−a
s ‖BE0f‖at wobei1 ≤ s ≤ p ≤ t unda =

t(p− s)

p(t− s)

≤ C‖f‖1−a
1+ε‖f‖a1+ε

≤ C‖f‖1+ε

Insgesamt also

‖BE0f‖p ≤ Cp‖f‖1+ε ∀
1 < p <∞
0 ≤ ε ≤ min

{
1, 1+7δ̃

5−δ̃ ,
1+13δ̃
11−δ̃

}
0 ≤ δ̃ < min{1/3, p− 1}

Sei0 < ε̃ ≤ ε/6. Nach Definition vonB. = ∇
(
E(v)⊗ .+ .⊗ E(v)

)
ist

‖BE0f‖ 4
3
−ε̃ ≤ ‖v‖ (4/3−ε̃)q

q−(4/3−ε̃)

‖∇E0f‖q + ‖∇v‖ (4/3−ε̃)r
r−(4/3−ε̃)

‖E0f‖r

wobeiq := 4−3ε̃
1+2ε̃

undr := 1
ε̃

sind. Mit so geẅahltenq, r ist (4/3− ε̃)q/(q − (4/3− ε̃)) > 2 bzw.

(4/3− ε̃)r/(r − (4/3− ε̃)) > 4/3. Also

= Cv,ε̃‖(∇χ) ∗ f‖q + Cv,ε̃‖χ ∗ f‖r
= Cv,ε̃‖F−1 (F(∇χ) · F(f)) ‖q + Cv,ε̃‖F−1 (F(χ) · F(f)) ‖r

mit Hausdorff-Young-Ungleichung daq, r ≥ 2

≤ Cv,ε̃‖F(∇χ) · F(f)‖q′ + Cv,ε̃‖F(χ) · F(f)‖r′
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mit Hölder-Ungleichung, wobei1 + 1/q = 1/x+ 1/(2− ε), 1 + 1/r = 1/y + 1/(2− ε)

≤ Cv,ε̃‖F(∇χ)‖x′‖F(f)‖(2−ε)′ + Cv,ε̃‖F(χ)‖y′‖F(f)‖(2−ε)′

mit Hausdorff-Young-Ungleichung

≤ Cv,ε̃‖F(∇χ)‖x′‖f‖2−ε + Cv,ε̃‖F(χ)‖y′‖f‖2−ε

Wegenε̃ ≤ ε/6 ist x = (8 − 4ε − 6ε̃ + 3ε̃ε)/(6 − 5ε + ε̃ + ε̃ε) ≥ (8 − 5ε)/(6 − 29ε/6) > 4/3

undy = (2− ε)/(1− ε+ 3ε̃− εε̃) ≥ (2− ε)/(1− 3ε/2) > 2 für hinreichend kleinesε > 0. Sei

δ := y/(2(y − 1)) ⇐⇒ δ(y − 1)/y = 1/2. Dann istδ < 1, day > 2 und mit dem so geẅahlten

δ ist außerdemy > (3 + δ)/(1 + δ). Nach Hilfssatz 4.1.5 (4.1.9) folgt mit diesemδ

≤ Cv,ε|v∞|−1x−1
x ‖f‖2−ε + Cv,ε|v∞|−δ

y−1
y ‖f‖2−ε

≤ Cv,ε,σ0 |v∞|−
1
2‖f‖2−ε

Also (4.2.4).

Analog berechnet man

‖BE0f‖2−ε ≤ ‖v‖ 12−6ε
4+ε

‖∇E0f‖6 + ‖∇v‖2−ε‖E0f‖∞

wobei(12− 6ε)/(4 + ε) ≥ 5/2 > 2 für hinreichend kleinesε

= Cv‖(∇χ) ∗ f‖6 + Cv‖χ ∗ f‖∞
= Cv‖F−1 (F(∇χ) · F(f)) ‖6 + Cv‖F−1 (F(χ) · F(f)) ‖r

mit Hausdorff-Young-Ungleichung daq, r ≥ 2

≤ Cv‖F(∇χ) · F(f)‖6′ + Cv‖F(χ) · F(f)‖1

mit Hölder-Ungleichung, wobei1 + 1/6 = (8 − 7ε)/(12 − 6ε) + 1/(2 − ε), 1 + 1/∞ = (1 −
ε)/(2− ε) + 1/(2− ε)

≤ Cv‖F(∇χ)‖( 12−6ε
8−7ε )

′‖F(f)‖(2−ε)′ + Cv‖F(χ)‖( 2−ε
1−ε)

′‖F(f)‖(2−ε)′

mit Hausdorff-Young-Ungleichung

≤ Cv‖F(∇χ)‖( 12−6ε
8−7ε )

′‖f‖2−ε + Cv‖F(χ)‖( 2−ε
1−ε)

′‖f‖2−ε

Wegen12−6ε
8−7ε

> 3/2 für hinreichend kleinesε > 0 und 2−ε
1−ε ≥ 3/2 > 4/3 folgt nach Hilfssatz

4.1.5 (4.1.9) mitδ = 0

≤ Cv,ε‖f‖2−ε + Cv‖f‖2−ε

≤ Cv,ε‖f‖2−ε

Das zeigt (4.2.5).

�
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Hilfssatz 4.2.6 (Injektivit ät) Sei0 < ε < ε0 mit ε0 < p − 1 hinreichend klein,Re(λ) ≥ 0,

v∞ 6= 0, g ∈ Lp(R3) mit 1 < p < 2 oderg ∈ Lp(R3) ∩ L1+ε(R3), 1 < p <∞ oderλ 6= 0. Sei

ϕµ(g) := g + µBEλg

der in Hilfssatz 4.2.4 eingeführte Operator. Dann istϕµ injektiv für alle 0 ≤ µ ≤ 1.

Beweis: Angenommen es g̈abe eing ∈ Lp(R3) mit

ϕµ(g) = 0 ⇐⇒ g = −µBEλg

dann ẅareg ∈ Lq(R3), ∀1 ≤ q ≤ 2 im Fall1 < p < 2, denn wegenEλ = E0
λ+E

∞
λ ,E0

λ(g) = χ∗g
und Definition vonB ist:

‖g‖1+ε ≤ C‖BEλ(g)‖1+ε

≤ C
(
‖BE0

λ(g)‖1+ε + ‖BE∞
λ (g)‖1+ε

)
≤ C

(
‖g‖

1+
k1
11

+ ‖E∞
λ (g)‖p,1

)
nach (4.2.3) f̈ur k1 = 1 undp < 2

≤ C
(
‖BE0(g)‖

1+
k1
11

+ ‖BE∞(g)‖
1+

k1
11

+ ‖g‖p
)

nach Voraussetzungg = −µBE(g)

≤ C
(
‖BE0(g)‖

1+
k1
11

+ ‖g‖p
)

Nach (4.2.3) lassen sich die obigen Schritte iterativ mitki = i wiederholen, bis die Grenze

ki/11 ≤ min{4/3 − ε, p} ≤ ki+1/11 mit einem hinreichend kleinemε erreicht ist. In einem

letzten Schritt, wieder mit (4.2.3) ist dann

≤ C
(
‖g‖min{ 4

3
−ε,p} + ‖g‖p

)
≤ Cv∞‖g‖p nach (4.2.4) undv∞ 6= 0

Also g ∈ L1+ε(R3).

‖g‖2 = Cµ‖BEλ(g)‖2

≤ Cµ,ε

(
‖E0

λ(g)‖ 1
ε
,1 + ‖E∞

λ (g)‖2,1

)
≤ Cµ,ε‖χ‖ p′

1+εp′ ,1
‖g‖p + ‖E∞

λ (g)‖p,2 ∀6

5
≤ p < 2

≤ Cµ,ε‖g‖p

für 6/5 ≤ p < 2 nachSobolevEinbettung und [ShiKo, Lemma 3.3] bzw. Satz 4.2.10. Falls

1 < p < 6/5, ist

‖g‖2 ≤ Cµ,ε‖g‖ 3
2

= Cµ,ε‖BEλ(g)‖ 3
2

≤ Cµ,ε

(
‖E0

λ(g)‖6,1 + ‖E∞
λ (g)‖ 3

2
,1

)
≤ Cµ,ε‖χ‖r,1‖g‖p + ‖E∞

λ (g)‖p,2 mit einemr = r(p) ≥ 3

≤ Cµ,ε‖g‖p
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Damit ist mit einem beliebigenδ > 0 und einer Funktionoδ(1) mit oδ(1) → 0, falls δ → 0,

oδ(1) ≥ 0 undoδ(1) = 0 ⇐⇒ δ = 0

‖Eλ(g)‖2+δ ≤ Cδ
(
‖χ‖2+oδ(1)‖g‖1+oδ(1) + ‖E∞

λ (g)‖2+δ

)
≤ Cδ

(
‖g‖1+oδ(1) + ‖g‖2

)
<∞

‖∇Eλ(g)‖2 ≤ C
(
‖∇χ‖2−oδ(1)‖g‖1+oδ(1) + ‖E∞

λ (g)‖2

)
≤ C

(
‖g‖1+oδ(1) + ‖g‖2

)
<∞

also∇Eλ(g) ∈ L2(R3) undEλ(g) ∈ Lq(R3), ∀q > 2.

Der Fallg ∈ Lp(R3) ∩ L1+ε(R3) ist ein Spezialfall vong ∈ Lp(R3) mit p < 2.

Ist λ 6= 0 und o.B.p ≥ 2 (sonst betrachte den ersten Fall), so ist nach Satz 4.2.2 (4.2.2)

‖g‖2 ≤ C‖BEλ(g)‖2 ≤ Cp‖Eλ(g)‖p,1 ≤ C‖g‖p
‖g‖1+ε = C‖BEλ(g)‖1+ε ≤ C‖Eλ(g)‖ 3

2
,1 ≤ C‖g‖ 3

2
= C‖BEλ(g)‖ 3

2
≤ C‖Eλ(g)‖2,1

≤ C‖g‖2

alsog ∈ L1+ε(R3) ∩ L2(R3), damit nach Satz 4.2.2Eλ(g) ∈ W 2,1(R3) ∩W 2,2(R3) und analog

wie im ersten FallEλ(g) ∈ Lq(R3) für q > 2 .

In jedem Fall istg ∈ L1+ε(R3) ∩ L2(R3), ∇Eλ(g) ∈ L2(R3), Eλ(g) ∈ Lq(R3), für q > 2 und

Eλ(g) ∈ L2(R3), für λ 6= 0.

Nach Definition der Reynoldszahl ergibt sich deshalb:

Re < Eλg, g > = Re < Eλg,−µBEλg >
= −Re < Eλg, µBEλg >
= − < ReEλg, µBReEλg > − < ImEλg, µB ImEλg >

≤ µReE ‖∇ReEλg‖2
2 + µReE ‖∇ ImEλg‖2

2

= µReE ‖∇Eλg‖2
2

Andererseits ist mity = Eλg, alsoQey +∇p = QeEλg +∇p = g

Re < Eλg, g > = Re < y,Qey > + Re< y,∇p >︸ ︷︷ ︸
=0

= Re < y,−∆y + λy + (v∞ · ∇)y >

= ‖∇Eλg‖2
2 + Re(λ)‖Eλg‖2

2

≥ 0

daRe(λ) ≥ 0. Es folgt

‖∇Eλg‖2
2 ≤ µReE ‖∇Eλg‖2

2 − Re(λ)‖Eλg‖2
2

(1− µReE)‖∇Eλg‖2
2 ≤ 0

Nach Voraussetzung istµ ≤ 1, ReE < 1, also1− µReE > 0 und somit

‖∇Eλg‖2 = 0
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Also mußEλg konstant sein.Und wegenEλg ∈ Lq(R3) für einq > 2 muß die Konstante schon0

gewesen sein und es folgtg = −µBEλg = 0.

�

Satz 4.2.7 (Existenz vongλ) Sei1 < p < ∞, Re(λ) ≥ 0 undλ = 0 nur dann, wennp = 6/5.

Sei außerdem0 ≤ µ ≤ 1 und die ReynoldszahlReE der station̈aren L̈osung
◦
v von Navier-Stokes

echt kleiner 1.

Dann existiert zu jedemf ∈ Lp(R3) genau eing = gλ(f) ∈ W 1,p(R3), daß der Darstellung

gλ,µ(f) = −µ(µBEv∞,λ + I)−1BEv∞,λ(f)(4.2.6)

gλ,µ(f) = −µBEv∞,λ
(
f + gλ,µ(f)

)
(4.2.7)

gen̈ugt und daß mit

u0 := Ev∞,v,λ,µ(f) := E(f + g) p0 := Πv(f) := Π(f + g(f))

die Gleichung (
−∆ + v∞ · ∇+ λ+ µB

)
u0 +∇p0 = f

∇ · u = 0

in ganzR3 löst.g = gλ(f) ist a priori stetig inf für 6/5 ≤ p ≤ 2 und holomorph inλ für alle

0 ≤ µ ≤ 1. Meinen wir den Fallµ = 1, lassen wir den Indexµ auch weg.

Beweis: Für λ 6= 0, Re(λ) ≥ 0 ist ϕµ = I + µBE injektiv ∀µ ≤ 1 und6/5 ≤ p ≤ 2 nach Satz

4.2.6. Zusammen mit Hilfssatz 4.2.3 sind nun die Voraussetzungen an Hilfssatz 4.2.4 erfüllt und

es folgt

ϕµ ist ein Isomorphismus∀µ ≤ 1,
6

5
≤ p ≤ 2

Ist f ∈ Lp(R3), p > 2, so ist

‖BE(f)‖2 ≤ Cv‖E(f)‖p,1 ≤ Cv,λ‖f‖p

Ist f ∈ Lp(R3), 1 < p < 6/5, so ist mitSobolevUngleichung f̈ur jedes beliebigeq ∈ (6/5, 3/2)

nach Satz 4.2.2

‖BE(f)‖q ≤ Cv‖E(f)‖q,1 ≤ Cq‖E(f)‖p,2 ≤ Cq,p,λ‖f‖p

und für f ∈ Lp(R3), 6/5 ≤ p ≤ 2 haben wir wegen (4.2.3)

‖BE(f)‖p ≤ Cv‖E(f)‖p,1 ≤ Cv,λ‖f‖p

Für λ = 0 fordern wirp = 6/5 und in dem Fall ist

‖BE0(f)‖ 6
5
≤ Cv

(
‖BE0

0(f)‖ 6
5

+ ‖BE∞
0 (f)‖ 6

5

)
≤ Cv

(
‖f‖ 6

5
+ ‖E∞

0 (f)‖ 6
5
,1

)
≤ Cv‖f‖ 6

5
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wobei der unten stehende Index die Abhängigkeit des OperatorsEλ in λ bedeutet. Also insgesamt

für Re(λ) ≥ 0

∀ f ∈ Lp(R3), 1 < p <∞, λ 6= 0 ∃ q ∈
(

6

5
, 2

]
: BE(f) ∈ Lq(R3)

f ∈ L
6
5 (R3), λ = 0 : BE(f) ∈ L

6
5 (R3)

(4.2.8)

Nach Hilfssatz 4.2.4 ist für 0 ≤ µ ≤ 1 daher

g = gλ,µ(f) := (µBE.+ I.)−1 ◦ (−µBEf) ∈ Lq(R3)

wohldefiniert∀f ∈ Lp(R3), 1 < p <∞ und löst die Gleichung

g = −µBEf − µBEg

eindeutig (unter Ber̈ucksichtigung der jeweiligen F̈alle in p und λ). Offensichtlich istg nach

Hilfssatz 4.2.4 und Satz 4.2.2 stetig für 6/5 ≤ p ≤ 2.

Die holomorphe Struktur bezüglich λ erbtµBEf vonE undE erbt sie aufgrund der Definition

von der Fouriertransformierten. Bleibt zu zeigen, daß(µBE.+ I.)−1 holomorph ist:

Betrachten wir f̈ur einen Moment nur die Abḧangigkeit inλ, etwaΓ(λ) = (µBE(λ).+ I.)−1. Da

E holomorph inλ ist, gibt es eine inλ stetige Funktionδ(λ′, λ), so daßδ(λ′, λ) → 0 für λ′ → λ

und

E(λ′) = E(λ) + (λ′ − λ)δ(λ′, λ)

Mit Hilfe der Neumannschen Reihe erhalten wir:

Γ(λ)−1Γ(λ′) =
(
Γ(λ′)−1Γ(λ)

)−1

= ((I + µBE(λ′))Γ(λ))
−1

= ((I + µBE(λ) + µBE(λ′)− µBE(λ))Γ(λ))
−1

= (I + (µBE(λ′)− µBE(λ)) Γ(λ))
−1

=
∞∑
j=0

(−1)j (µB(E(λ′)− E(λ))Γ(λ))
j

Also

Γ(λ′) = Γ(λ)
∞∑
j=0

(−1)j(λ′ − λ)j (µBδ(λ′, λ)Γ(λ))
j

= Γ(λ) + (λ′ − λ)
∞∑
j=1

(−1)j(λ′ − λ)j−1 (µBδ(λ′, λ)Γ(λ))
j

=: Γ(λ) + (λ′ − λ)δ̃(λ′, λ)

Offensichtlich istδ̃(λ′, λ) stetig in λ mit δ̃(λ′, λ) → 0 für λ′ → λ, was zeigt, daßΓ(λ) =

(µBE(λ).+ I.)−1 und somit schong = g(λ) holomorph inλ ist.



70 KAPITEL 4. OSEEN-GLEICHUNG IN R3

Sei

u0 := E(f + g(f)) ; p0 := Π(f + g(f)) ; f ∈ Lp(R3)

Dann ist

Qeu0 + µBu0 +∇p0 = QeE(f + g) + µBE(f + g) +∇Π(f + g(f))

= QeEf +∇Πf +QeEg +∇Π(g(f)) + µBE(f + g)
Satz 4.2.2

= f + g + µBE(f + g)

= f

Daßu0 divergenzfrei ist, folgt wie im Hilfssatz 4.2.4 aus der Tatsache, daß∇ · E(f) = 0 ∀f ∈
Lp(R3) ist. �

In Definition 4.1.1 haben wir

EN
v∞(λ)f := F−1

(
ϕN(ξ)

f̂(ξ)− ξ̃(ξ̃ · f̂(ξ))

qv∞(λ)(ξ)

)
(4.1.1)

für jeweilsN = 0 oderN = ∞, wobeiξ̃ := ξ/|ξ| definiert. Analog dazu formulieren wir

Definition 4.2.8 Seiϕ0(ξ) ∈ C∞0 (R3) eine Abschneidefunktion mit

ϕ0(ξ) =

{
1 |ξ| < 1

0 |ξ| ≥ 2

undϕ∞(ξ) := 1− ϕ0(ξ). Dann definieren wir

EN
v∞,v(λ)f := EN

v∞(λ)(f + g(f))

Offensichtlich ist

Ev∞(λ) = E0
v∞(λ) + E∞

v∞(λ)

Ev∞,v(λ) = E0
v∞,v(λ) + E∞

v∞,v(λ)
(4.2.9)

Gelegentlich lassen wir den untenstehenden Index oder die Abhängigkeit inλ unber̈ucksichtigt,

wenn es darauf nicht ankommt.

Zum Schluß dieses Kapitels noch ein Satz zum Druck und anschließend ein Satz fallsλ 6= 0:

Satz 4.2.9 (Druck) Seiε ≥ 0 hinreichend klein,f ∈ Lp(R3), ϕ0 ∈ C∞0 eine Abschneidefunktion

mit ϕ0(x) = 1 für |x| ≤ 1 undϕ0(x) = 0 für |x| ≥ 2 und seiϕ∞ := 1 − ϕ0. SeiΠ(f) :=

−F−1
(
iϕN(ξ)ξ · f̂ |ξ|−2

)
,N ∈ {0,∞}. Dann gilt∥∥∇mΠ0(f)
∥∥
p
+ ‖Π∞(f)‖p,1 ≤ Cm,p‖f‖p ∀m ≥ 1, 1 < p <∞(4.2.10) ∥∥∇mΠ0(f)

∥∥
p
≤ Cp‖f‖1+ε ∀m ≥ 0, p ≥ 2 + o(1)(4.2.11) ∥∥∇mΠ0(f)

∥∥
p,Br(0)

≤ Cp,r‖f‖1+ε ∀m ≥ 0, p ≥ 1(4.2.12) ∥∥∇mΠ0(f)
∥∥
p,Br(0)

≤ Cp,r‖f‖p ∀m ≥ 0, p ≤ 2(4.2.13)

Insbesondere istΠ(f) = Π0(f) + Π∞(f) ∈ Ŵ 1,p(R3).
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Beweis: Sei p′ definiert durch1 = 1/p + 1/p′ und α ∈ N3 ein Multiindex. Es istΠ0(f) =∑3
j=1 Πj ∗ fj, wobeiΠj = −F−1

(
iϕ0ξj|ξ|−2

)
. Daher ist∂αξ Π0(f) =

∑3
j=1

(
∂αξ Πj

)
∗ fj, wobei

∂αξ Πj = −F−1
(
iϕ0ξjξ

α|ξ|−2
)

und

∥∥F (∂αξ Πj

)∥∥p′
p′

=

∫
R3

∣∣∣∣ϕ0(ξ)ξjξ
α

i|ξ|2

∣∣∣∣p′ dξ ≤ Cϕ

∫
|ξ|≤2

|ξ|(|α|−1)p′ dξ

≤ Cϕ

2∫
r=0

r2+(|α|−1)p′ dr ≤ Cϕr
3+(|α|−1)p′

∣∣2
0

< ∞

falls 3 + (|α| − 1)p′ > 0 ⇐⇒ p > 3/(2 + |α|). Damit folgt mitHölder, YoungundHausdorff-

YoungUngleichung

∥∥∂αξ Π0(f)
∥∥
p
≤

3∑
j=1

‖∂αξ Πj‖p−o(1)‖fj‖1+ε ≤
3∑
j=1

‖F(∂αξ Πj)‖(p−o(1))′‖fj‖1+ε

∥∥∂αξ Π0(f)
∥∥
p,Br(0)

≤ Cp,r

3∑
j=1

‖∂αξ Πj ∗ fj‖∞ ≤
3∑
j=1

‖∂αξ Πj‖ 1
o(1)
‖fj‖1+ε

∥∥∂αξ Π0(f)
∥∥
p,Br(0)

≤ Cp,r

3∑
j=1

‖∂αξ Πj ∗ fj‖∞ ≤
3∑
j=1

‖∂αξ Πj‖p′‖fj‖p

Beachte, daß dieHausdorff-YoungUngleichung‖f̂‖p′ ≤ Cn,p‖f‖p nur für p ≤ 2 gilt (siehe z.B.

[ReSi, Table IX.1, S.: 32]). Das zeigt (4.2.11) - (4.2.13).

Für (4.2.10) benutzen wir [Ḧormander, Theorem 7.9.5; S.: 243] in der Version von Satz 4.1.2

von Seite 30: Seik0
β(x) := ϕ0xβ/|x|2 mit |β| ≥ 2 und k∞β (x) := ϕ∞xβ/|x|2 mit |β| ≤ 2.

Dann gen̈ugt es offensichtlich|x||α|
∣∣∂αxk0

β(x)
∣∣ < Ck,β für alle x 6= 0, |α| ≤ 2, |β| ≥ 2 und

|x||α|
∣∣∂αxk∞β (x)

∣∣ < Ck,β für alle x 6= 0, |α| ≤ 2, 1 ≤ |β| ≤ 2 für eine vonx unabḧangige

KonstanteCk,β zu zeigen.

Sei|α| ≤ 2, |β| ≥ 2 und seiei ∈ N3 deri-te Einheitsvektor, dann ist
∣∣k0
β(x)

∣∣ < Ck und

∂ik
0
β(x) =

ϕ0
ix

β

|x|2
+ βi

ϕ0xβ−ei

|x|2
+ 2

ϕ0xβ+ei

|x|4

∂i∂jk
0
β(x) = ∂j

(
ϕ0
ix

β

|x|2

)
+ βi

ϕ0
ix

β−ei

|x|2
+ βi(β − ei)j

ϕ0xβ−ei−ej

|x|2
+ 2βi

ϕ0xβ−ei+ej

|x|4

+ 2
ϕ0
ix

β+ei

|x|4
+ 2(β + ei)j

ϕ0xβ+ei−ej

|x|4
+ 8

ϕ0xβ+ei+ej

|x|6

Nun hatϕ0
i = ∂iϕ

0 als Abschneidefunktion kompakten Träger in{1 ≤ |x| ≤ 2}, d.h. daß alle

Summanden mitϕ0
i in C∞0 liegen. F̈ur die restlichen Summanden gilt: Potenz inx im Zähler plus

|α| ist größer gleich der Potenz in|x| im Nenner, woraus wegen dem beschränkten Tr̈ager die

Behauptung f̈ur k0
β folgt.
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Analoges f̈ur k∞β : Sei|α| ≤ 2 und1 ≤ |β| ≤ 2, dann ist
∣∣k∞β (x)

∣∣ < Ck und

∂ik
∞
β (x) =

ϕ∞i x
β

|x|2
+ βi

ϕ∞xβ−ei

|x|2
+ 2

ϕ∞xβ+ei

|x|4

∂i∂jk
∞
β (x) = ∂j

(
ϕ∞i x

β

|x|2

)
+ βi

ϕ∞i x
β−ei

|x|2
+ βi(β − ei)j

ϕ∞xβ−ei−ej

|x|2
+ 2βi

ϕ∞xβ−ei+ej

|x|4

+ 2
ϕ∞i x

β+ei

|x|4
+ 2(β + ei)j

ϕ∞xβ+ei−ej

|x|4
+ 8

ϕ∞xβ+ei+ej

|x|6

Wieder hatϕ∞i = ∂iϕ
∞ als Abschneidefunktion kompakten Träger in{1 ≤ |x| ≤ 2}, d.h. alle

Summanden mitϕ∞i liegen inC∞0 . Für die restlichen Summanden gilt: Potenz inx im Zähler plus

|α| ist kleiner gleich der Potenz in|x| im Nenner, woraus die Behauptung für k∞β folgt, daϕ∞

gerade die Singularität in0 ausschneidet.

�

Satz 4.2.10Sei1 < p <∞, Re(λ) ≥ 0, λ ∈ Mε, f ∈ Lp(R3) und bezeichneu = Ev∞,v(λ)f :=

Ev∞(λ)(f + gλ(f)) den L̈osungsoperator vonQλu + ∇p = f , so istEv∞,v(λ) holomorph inλ

und es gilt

‖(Ev∞,v(λ)f − κEv∞′,v(λ
′)) f‖p,2 ≤ cp,ε,σ0 (1− κ+ κ(|λ− λ′|)) ‖f + gλ(f)‖p(4.2.14)

für alle λ, λ′ ∈Mε ∩ {λ ∈ C : Re(λ) ≥ 0}, wobeiκ ∈ {0, 1}.

Bemerkung: Die von [ShiKo, Lemma 3.1] nahegelegte Abhängigkeit in|v∞′−v∞| ließe sich eben-

so zeigen wie das̈Aquivalent in|v′ − v| bzw. in |∇v′ −∇v|. Jedoch haben wir in verschiedenen

Konstanten eine Abḧangigkeit in|v∞|−1 feststellen m̈ußen, so daß eine derartige Untersuchung

nicht mehr sinnvoll erscheint.

Beweis: DaßEv∞,v(λ) holomorph inλ ist, ist Aussage von Satz 4.2.7. Die anderen Eigenschaften

erbtEv∞,v(λ) vonEv∞(λ) vermöge [ShiKo, Lemma 3.1]:

Für κ = 0 folgt

‖Ev∞,v(λ)(f)‖p,2 = ‖Ev∞(λ)(f + gλ(f))‖p,2
≤ cp,ε,σ0‖f + gλ(f)‖p

Nach (4.4.9) und der Darstellungg(f) = −BE(f) − BE(g(f)), wobei wir kurzEλ = Ev∞,λ

bezeichnen, gilt

(gλ′ − gλ)(f) =

−
(
BEλ + I

)−1B
(
Eλ′ − Eλ

)(
gλ′(f) + (f)

)
−B
(
Eλ′ − Eλ′

)(
gλ′(f) + (f)

)
− BEλ

(
gλ′ − gλ

)
(f)
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Aus der unteren Darstellung folgt für 2 < q ≤ p∥∥(gλ′ − gλ)(f)
∥∥
q

≤
∥∥B(Eλ′ − Eλ′

)(
gλ′(f) + f

)∥∥
q
+
∥∥BEλ(gλ′ − gλ

)
(f)
∥∥
q

≤ Cv,p,q

(∥∥(Eλ′ − Eλ′
)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

+
∥∥Eλ(gλ′ − gλ

)
(f)
∥∥
q,1

)
≤ Cv,p,q

(∥∥(Eλ′ − Eλ′
)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

+
∥∥Eλ(gλ′ − gλ

)
(f)
∥∥

max{ 3q
3+q

,2},2

)
≤ Cv,p,q

(∥∥(Eλ′ − Eλ′
)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

+
∥∥(gλ′ − gλ

)
(f)
∥∥

max{ 3q
3+q

,2}

)
Ist q̃ = max

{
3q

3+q
, 2
}
> 2, so wiederhole man obere Schritte nocheinmal mitq̃ statt mitq. O. B.

können wir also weiterschreiben

≤ Cv,p,q

(∥∥(Eλ′ − Eλ′
)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

+
∥∥(gλ′ − gλ

)
(f)
∥∥

2

)
Die obere Darstellung von(gλ′ − gλ)(f) angewand ergibt

≤ Cv,p,q

(∥∥(Eλ′ − Eλ′
)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

+
∥∥(BEλ + I

)−1B
(
Eλ′ − Eλ

)(
gλ′(f) + f

)∥∥
2

)
Da nach Voraussetzungλ 6= 0 ist, gilt nach (4.3.1)

≤ Cv,p,q,ε

(∥∥(Eλ′ − Eλ′
)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

+
∥∥B(Eλ′ − Eλ

)(
gλ′(f) + f

)∥∥
2

)
≤ Cv,p,q,ε

(∥∥(Eλ′ − Eλ′
)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

+
∥∥(Eλ′ − Eλ

)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

)
≤ Cv,p,q,ε

∥∥(Eλ′ − Eλ′
)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

≤ Cv,p,q,ε|λ′ − λ|
∥∥gλ′(f) + f

∥∥
p

Für 1 < p ≤ 6/5 gilt∥∥(gλ′ − gλ)(f)
∥∥
p

≤
∥∥B(Eλ′ − Eλ′

)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p
+
∥∥BEλ(gλ′ − gλ

)
(f)
∥∥
p

≤ Cv,p

(∥∥(Eλ′ − Eλ′
)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

+
∥∥Eλ(gλ′ − gλ

)
(f)
∥∥

6
5
,1

)
≤ Cv,p

(∥∥(Eλ′ − Eλ′
)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

+
∥∥(gλ′ − gλ

)
(f)
∥∥

6
5

)
≤ Cv,p

(∥∥(Eλ′ − Eλ′
)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

+
∥∥(BEλ + I

)−1B
(
Eλ′ − Eλ

)(
gλ′(f) + (f)

)∥∥
6
5

)
Nach (4.3.1) daλ 6= 0

≤ Cv,p,ε

(∥∥(Eλ′ − Eλ′
)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

+
∥∥B(Eλ′ − Eλ

)(
gλ′(f) + (f)

)∥∥
6
5

)
≤ Cv,p,ε

(∥∥(Eλ′ − Eλ′
)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

+
∥∥(Eλ′ − Eλ

)(
gλ′(f) + (f)

)∥∥
6
5
,1

)
≤ Cv,p,ε

(∥∥(Eλ′ − Eλ′
)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

+
∥∥(Eλ′ − Eλ

)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,2

)
≤ Cv,p,q,ε|λ′ − λ|

∥∥gλ′(f) + f
∥∥
p
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und für 6/5 < p < 2 folgt mit der oberen Darstellung von(gλ′ − gλ)(f) und (4.3.1)∥∥(gλ′ − gλ)(f)
∥∥
p

≤
∥∥∥(BEλ + I

)−1B
(
Eλ′ − Eλ

)(
gλ′(f) + f

)∥∥∥
p

≤ Cv,p,ε
∥∥B(Eλ′ − Eλ

)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p

≤ Cv,p,ε
∥∥(Eλ′ − Eλ

)(
gλ′(f) + f

)∥∥
p,1

≤ Cv,p,ε|λ′ − λ|
∥∥gλ′(f) + f

∥∥
p

Also für alle1 < p <∞∥∥(gλ′ − gλ)(f)
∥∥
p
≤ Cv,p,ε|λ′ − λ|

∥∥gλ′(f) + f
∥∥
p

Für κ = 1 folgt damit

‖(Ev∞,v(λ)f − Ev∞′,v(λ
′)) f‖p,2

= ‖(Ev∞(λ)(f + g(f))− κEv∞′(λ′)) (f + g(f))‖p,2
=
∥∥(Eλ′ − Eλ

)(
f + gλ(f)

)∥∥
p,2

+
∥∥Eλ′(gλ′ − gλ

)
(f)
∥∥
p,2

Mit [ShiKo, Lemma 3.1]

≤ Cp,ε|λ′ − λ| ‖f + gλ(f)‖p,2 +
∥∥(gλ′ − gλ

)
(f)
∥∥
p

≤ Cv,p,ε|λ′ − λ|
∥∥gλ′(f) + f

∥∥
p

�
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4.3 Weitere Eigenschaften der Oseen-Gleichung

Hilfssatz 4.3.1 Sei6/5 ≤ p ≤ 2 und0 ≤ Re(λ). Dann gilt f̈ur f ∈ Lp(R3)∥∥(BEv∞(λ) + I)−1 f
∥∥
p
≤ Cv Re(λ)

6−5p
4p ‖f‖p∥∥(BEv∞(λ) + I)−1 f

∥∥
6
5

≤ Cv‖f‖ 6
5

∀ 0 < Re(λ) ≤ 1
(4.3.1)

∥∥(BEv∞(λ) + I)−1 f
∥∥

4
3
−ε ≤ Cv,ε|v∞|−

1
2‖f‖ 4

3
−ε ∀ v∞ 6= 0, ∀ 0 < ε << 1(4.3.2)

mit vonλ unabḧangigen KonstantenCv bzw.Cv,ε.

Beweis: Nicht die Abḧangigkeit inRe(λ), sondern der Fall6/5 ≤ p < 4/3 ist interessant, da hier

die Konstanten unabhängig vonλ sind. Das wird uns helfen iterativ diese Unabhängigkeit auf

ganz1 < p < 2 auszudehnen und darüberhinaus auch den Lösungsoperator der vollen Oseen-

gleichung auch inλ = 0 definieren zu k̈onnen.

Für |λ| ≥ ε haben wir die Aussagen im Wesentlichen, d.h. ohne den zusätzlichen Faktor f̈ur den

Realteil vonλ schon imBeweiszu Hilfssatz 4.2.4 gezeigt. Das liegt daran, daß in diesem Fall die

Abscḧatzungen bez̈uglichE(λ) unabḧangig vonλ sind. Genauer gesagt, daß das charakteristische

Polynomq(λ) vonQe im gesamten Bereich{Re(λ) ≥ 0} ∩ {|λ| ≥ ε̃} universell durchq ≥ cε̃ >

0 abgescḧatzt werden kann. Insbesondere ist von dort her auch die Wohldefiniertheit, d.h. die

Invertierbarkeit und die Surjektivität von(BEv∞(λ) + I) bekannt.

Wir folgen im Wesentlichen der Argumentation von Beweis zu Hilfssatz 4.2.4.

Zu (4.3.1): SeiRe(λ) > 0 für 6/5 < p ≤ 2 undRe(λ) ≥ 0 für p = 6/5 und o. B.Re(λ) ≤ 1.

Angenommen der OperatorRe(λ)
6−5p
4p (BEv∞(λ).+ I.) auf Lp ist nicht gleichm̈aßig inλ nach

unten im RaumLp(R3) beschr̈ankt, dann existiert eine Folge(λn) ⊂ C mit (λn) → 0 fürn→∞,

wobeiRe(λn) > 0, falls 2 ≥ p > 6/5 und eine Folgexn ∈ Lp mit ‖xn‖p = 1, so daß gilt

ϕ(n) := Re(λ)
6−5p
4p (BE(λn)xn + Ixn) → 0 für n →∞ in Lp(R3)

Ohne Beschr̈ankung0 6= |λn| < ε. Weiter sei nach Auswahl einer Teilfolge‖ϕ(n)‖p ≤ 1/n

Es ist mity := Ex,Qey+∇p = QeEx+∇p = x und day divergenzfrei ist, folgt< y,∇p >= 0.

Re < Ex, x > +i Im < Ex, x > = < Ex, x >=< y,Qey > + < y,∇p >

= < y,−∆y + λy + (v∞ · ∇)y >

= ‖∇y‖2
2 + λ̄‖y‖2

2+ < y, (v∞ · ∇)y >

= ‖∇Ex‖2
2 + λ̄‖Ex‖2

2 + i Im < y, (v∞ · ∇)y >

Also

Re < Ex, x > = ‖∇Ex‖2
2 + Re(λ)‖Ex‖2

2

Im < Ex, x > = − Im(λ)‖Ex‖2
2 + Im < y, (v∞ · ∇)y >

(4.3.3)



76 KAPITEL 4. OSEEN-GLEICHUNG IN R3

Andererseits ist nach Definition der ReynoldszahlReE

Re < E(λn)xn, xn >

= Re < E(λn)xn,−BE(λn)xn + ϕ(n) Re(λn)
5p−6
4p >

= −Re < E(λn)xn,BE(λn)xn > + Re < E(λn)xn, ϕ(n) Re(λn)
5p−6
4p >

= − < ReE(λn)xn,BReE(λn)xn > − < ImE(λn)xn,B ImE(λn)xn >

+ Re < E(λn)xn, ϕ(n) Re(λn)
5p−6
4p >

≤ ReE ‖∇ReExn‖2
2 + ReE ‖∇ ImE(λn)xn‖2

2 + Re < E(λn)xn, ϕ(n) Re(λn)
5p−6
4p >

= ReE ‖∇E(λn)xn‖2
2 + Re < E(λn)xn, ϕ(n) Re(λn)

5p−6
4p >

und somit

‖∇E(λn)xn‖2
2 + Re(λn)‖E(λn)xn‖2

2

≤ ReE ‖∇E(λn)xn‖2
2 + Re < E(λn)xn, ϕ(n) Re(λn)

5p−6
4p >

(1− ReE)︸ ︷︷ ︸
>0

‖∇E(λn)xn‖2
2 + Re(λn)‖E(λn)xn‖2

2

≤ Re < E(λn)xn, ϕ(n) Re(λn)
5p−6
4p >

≤ ‖E(λn)xn‖p′ · ‖ϕ(n)‖p Re(λn)
5p−6
4p

≤ Re(λn)
5p−6
4p

n
‖E(λn)xn‖p′

≤ cRe(λn)
5p−6
4p

n
‖∇E(λn)xn‖a2‖E(λn)xn‖1−a

2

wobeia = 3
(

1
2
− 1

p′

)
nach [Friedmann, Theorem 9.3, S. 24] ist und1 = 1

p
+ 1

p′
, also1

2
(1− a) =

5p−6
4p

. Also

(4.3.4) ‖∇E(λn)xn‖2
2 +

(√
Re(λn)‖E(λn)xn‖2

)2

≤ c

n
‖∇E(λn)xn‖a2

(√
Re(λn)‖E(λn)xn‖2

)1−a

mit einer vonReE abḧangigen Konstantenc. Im Fall p = 6/5 ist a = 1 und es folgt direkt

‖∇E(λn)xn‖2 ≤ c

n

Für jedesn gilt entweder

‖∇E(λn)xn‖a2
(√

Re(λn)‖E(λn)xn‖2

)1−a
≤ ‖∇E(λn)xn‖1

2

oder

‖∇E(λn)xn‖a2
(√

Re(λn)‖E(λn)xn‖2

)1−a
≤
(√

Re(λn)‖E(λn)xn‖2

)1



4.3. WEITERE EIGENSCHAFTEN DER OSEEN-GLEICHUNG 77

Im ersten Fall haben wegen (4.3.4) wir

‖∇E(λn)xn‖2
2 +

Re(λ)

(1− ReE)
‖E(λn)xn‖2

2︸ ︷︷ ︸
≥0

≤ c

n
‖∇E(λn)xn‖2

Also wieder

‖∇E(λn)xn‖2 ≤ c

n

Im zweiten Fall ist wegen (4.3.4)

‖∇E(λn)xn‖2
2 +

(√
Re(λn)‖E(λn)xn‖2 −

c

2n

)2

︸ ︷︷ ︸
≥0

− c2

4n2
≤ 0

woraus auch hier wieder und somit in jedem Fall folgt

‖∇E(λn)xn‖2 ≤ c

n

Für 6/5 ≤ p ≤ 2 gilt wieder nach Theorem 9.3, [Friedmann]

‖Bx‖p ≤ c‖v‖ 2p
2−p

· ‖∇x‖2 + c‖∇v‖ 6p
6−p

· ‖x‖6

≤ c
(
‖v‖ 2p

2−p
+ ‖∇v‖ 6p

6−p

)
‖∇x‖2

Beachte, daß6p
6−p ∈ [3

2
, 3] für 6/5 ≤ p ≤ 2 und 2p

2−p ∈ (2,∞] für 1 < p ≤ 2. Diese Werte sind

somit zul̈assig, dav ∈ Lp̃+ε ∀p̃ ≥ 2 und∇v ∈ Lp̃+ε ∀p̃ ≥ 4/3 nach Satz 2.0.1. Insbesondere

also

‖BE(λn)xn‖p ≤ c · ‖∇E(λn)xn‖2 → 0 (n→∞)

Nach Voraussetzung gilt schließlich für hinreichend großesn und0 < Re(λn) ≤ 1

ε

4
≥ Re(λn)

6−5p
4p ‖BE(λn)xn − (−xn)‖p

≥ |‖xn‖p − ‖BE(λn)xn‖p|

≥
(
ε− ε

2

)
≥ ε

2

Widerspruch!

Zu (4.3.2): Auch hier werden wir nicht m̈ude fast die gleiche Argumentation wie zu (4.3.1)

zu verwenden: Seip := 4/3 − ε mit hinreichend kleinemε > 0. Angenommen der Opera-

tor |v∞|−
1
2 (BEv∞(λ).+ I.) auf Lp ist nicht gleichm̈aßig inλ nach unten im RaumLp(R3) be-

schr̈ankt, dann existiert eine Folge(λn) ⊂ C mit (λn) → 0 für n → ∞ und eine Folgexn ∈ Lp

mit ‖xn‖p = 1, so daß gilt

ϕ(n) := |v∞|−
1
2 (BE(λn)xn + Ixn) → 0 für n →∞ in Lp(R3)
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Ohne Beschr̈ankung0 6= |λn| < ε. Weiter sei nach Auswahl einer Teilfolge‖ϕ(n)‖p ≤ 1/n

Nach Definition der Reynoldszahl:

Re < E(λn)xn, xn >

= Re < E(λn)xn,−BE(λn)xn + ϕ(n)|v∞|
1
2 >

= −Re < E(λn)xn,BE(λn)xn > + Re < E(λn)xn, ϕ(n)|v∞|
1
2 >

= − < ReE(λn)xn,BReE(λn)xn > − < ImE(λn)xn,B ImE(λn)xn >

+ Re < E(λn)xn, ϕ(n)|v∞|
1
2 >

≤ ReE ‖∇ReExn‖2
2 + ReE ‖∇ ImE(λn)xn‖2

2 + Re < E(λn)xn, ϕ(n)|v∞|
1
2 >

= ReE ‖∇E(λn)xn‖2
2 + Re < E(λn)xn, ϕ(n)|v∞|

1
2 >

folgt

‖∇E(λn)xn‖2
2 + Re(λn)‖E(λn)xn‖2

2︸ ︷︷ ︸
≥0

≤ ReE ‖∇E(λn)xn‖2
2 + Re < E(λn)xn, ϕ(n)|v∞|

1
2 >

und daher

(1− ReE)︸ ︷︷ ︸
>0

‖∇E(λn)xn‖2
2 ≤ Re < E(λn)xn, ϕ(n)|v∞|

1
2 >

≤ |v∞|
1
2‖E(λn)xn‖p′ · ‖ϕ(n)‖p

≤ |v∞|
1
2

n
‖E(λn)xn‖p′

wobei1 = 1/p + 1/p′, alsop′ = (4 − 3ε)/(1 − 2ε). Verwenden wir nun die Zerlegung (4.2.9),

d.h.E(λn) = E0(λn) + E∞(λn) und die Darstellung vonE0(λn) aus Definition 4.1.4. Damit ist

≤ |v∞|
1
2

n

(
‖E∞(λn)xn‖p′ +

3∑
j=1

‖χjk ∗ (xn)k‖p′
)

Linker Summand mitSoboleveinbettung ([Adams, Theorem 5.4, S.:97]) und rechter Summand

mit YoungUngleichung ergibt wegen1 + 1/p′ = (2− 6ε)/(4− 3ε) + 1/p

≤ |v∞|
1
2

n

(
‖E∞(λn)xn‖p,2 +

3∑
j=1

‖χjk‖ 4−3ε
2−6ε

‖xn‖p

)
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Seiq := (4−3ε)/(2−6ε) undδ := q/(2(q−1)) ⇐⇒ δ(q−1)/q = 1/2. Daq > 2, ist δ < 1, so

daß mit dem so geẅahltenδ gilt q > (3+ δ)/(1+ δ). Nach Hilfssatz 4.1.5 (4.1.9) undHausdorff-

Youngist daher‖χjk‖ 4−3ε
2−6ε

≤ C‖F (χjk) ‖( 4−3ε
2−6ε)

′ ≤ Cε/|v∞|δ(q−1)/q = Cε/|v∞|1/2, falls v∞ 6= 0.

Außerdem kann der erste Summand vermöge [ShiKo, Lemma 3.3, S.: 15] durch eine Konstante

C = Cσ0,λ0 abgescḧatzt werden, falls|λ| ≤ λ0.

≤ Cσ0,λ0,ε|v∞|
1
2

|v∞|
1
2n

‖xn‖p

≤ Cσ0,λ0,ε

n

Also

‖∇E(λn)xn‖2 → 0 für n→∞

Die Forderung von [ShiKo, Lemma 3.3, S.: 15], daß|λ| ≤ λ0 sein soll, ist, wie Eingangs schon

erwähnt, keine echte Bedingung, da die Aussagen für |λ| > λ0 6= 0 bereits bewiesen sind.

Nach Satz 2.0.1:

‖BE(λn)xn‖p ≤ c · ‖∇E(λn)xn‖2 → 0 (n→∞)

und nach Voraussetzung gilt schließlich für hinreichend großesn

ε̃

4
≥ ‖BE(λn)xn − (−xn)‖p

≥ |‖xn‖p − ‖BE(λn)xn‖p|

≥
(
ε̃− ε̃

2

)
≥ ε̃

2

Widerspruch!

�

Satz 4.3.2Sei die ReynolszahlReE echt kleiner als 1. Seigλ der in Satz 4.2.7 eindeutig bestimmte

Operator f̈ur λ ∈ C mit Re(λ) ≥ 0. Dann gilt f̈ur f ∈ Lp(R3) und einem hinreichend kleinen

0 < ε0

‖gλ(f)‖p ≤ C‖f‖1+ε + C‖f‖max{1+ε, 3p
3+p} ∀ 1 < p <∞, 0 < ε ≤ ε0(4.3.5)

‖gλ(f)‖p ≤
C

|v∞|max{0, 5p−6
2p }

‖f‖p ∀ 1 < p < 2(4.3.6)

mit einer vonλ unabḧangigen KonstantenCp,v,ε,σ0 .
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Wir sind mit (4.3.6) auf dieλ-unabḧangige Stetigkeit aus. Die Einschränkungp 6= 1 ist hier

der Fouriertheorie zuzuschreiben. Um hier auchp = 1 zu bekommen, muß man auf gemäßigte

Distributionen ausweichen oder die Funktionenχjk direkt berechnen, d.h. ohne die Hilfe der

FouriertransformiertenF(χjk).

Beweis: Wir benutzen Hilfssatz 4.2.5. Zeigen wir zunächst die Aussagen des Satzes in dem

Spezialfallp = 6/5. Dazu verwenden wir die im Satz 4.2.2 ersichtliche Darstellungg(f) =

−(BE + I)−1BEf Einerseits ist

‖g(f)‖ 6
5

= ‖(BE + I)−1BEf‖ 6
5

= ‖BEf‖ 6
5

nach (4.3.1)

= ‖BE0f‖ 6
5

+ ‖BE∞f‖ 6
5

daE = E0 + E∞

≤ Cp‖f‖1+ε + ‖E∞f‖ 3
2
,1 nach (4.2.3) und (2.0.11)

≤ Cp‖f‖1+ε + ‖E∞f‖1+ε,2 mit Sobolev-Einbettung für 0 < ε ≤ 1

2

≤ Cp‖f‖1+ε nach [ShiKo, Lemma 3.3] und Satz 4.2.10

und andererseits

‖g(f)‖ 6
5

= ‖(BE + I)−1BEf‖ 6
5

= ‖BEf‖ 6
5

nach (4.3.1)

= ‖BE0f‖ 6
5

+ ‖BE∞f‖ 6
5

daE = E0 + E∞

≤ Cp‖f‖ 6
5

+ ‖E∞f‖ 6
5
,1 nach (4.2.3) und (2.0.10)

≤ Cp‖f‖ 6
5

nach [ShiKo, Lemma 3.3] und Satz 4.2.10

Also

‖g(f)‖ 6
5
≤ Cp‖f‖ 6

5
(4.3.7)

Kommen wir nun zu (4.3.5). Sei1 < p < ∞ und0 ≤ δ̃ < p − 1. g besitzt nach Satz 4.2.7 die

Darstellungg = −BEg − BEf . Es ist

‖g(f)‖p
≤ ‖BE0f‖p + ‖BE∞f‖p + ‖BE0g(f)‖p + ‖BE∞g(f)‖p

Mit (4.2.3) mit möglichst großem̃δ , (2.0.11) folgt

≤ Cp

(
‖f‖1+ε + ‖E∞f‖max{p,1+ε},1 + ‖g(f)‖

min
{

6
5
,1+ 1+7δ̃

11−δ̃

} + ‖E∞g(f)‖max{ 6
5
,p},1

)
Mit Soboleveinbettung. Siehe [Adams]

≤ Cp

(
‖f‖1+ε + ‖E∞f‖max{1+ε, 3p

3+p},2 + ‖g(f)‖
min

{
6
5
,1+ 1+7δ̃

11−δ̃

} + ‖E∞g(f)‖max{ 6
5
, 3p
3+p},2

)
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Nach [ShiKo, Lemma 3.3] und Satz 4.2.10, fallsε 6= 0 ist

≤ Cp

(
‖f‖1+ε + ‖f‖max{1+ε, 3p

3+p} + ‖g(f)‖
min

{
6
5
,1+ 1+7δ̃

11−δ̃

} + ‖g(f)‖max{ 6
5
, 3p
3+p}

)
Iteration: War1 ≤ p ≤ 3/2, so istmax {1 + ε, 3p/(3 + p)} = 1 + ε, max {6/5, 3p/(3 + p)} =

6/5, aber es ist m̈oglicherweise1 + 1+7δ̃
11−δ̃ < 6/5 In diesem Fall wiederholen wir mit neuem̃p =

1+ 1+7δ̃
11−δ̃ die obigen Schritte iterativ so oft, bis wir6/5 erreicht haben. Dazu sind höchstens endlich

viele Schritte notwendig, da der Normexponent in jedem Schritt um mindesten1/11 erḧoht wird.

War 3/2 < p ≤ 2, so istmax {1 + ε, 3p/(3 + p)} = 3p/(3 + p), max {6/5, 3p/(3 + p)} = 6/5

und δ̃ kann so geẅahlt werden, daß1 + 1+7δ̃
11−δ̃ = 6/5 ist. Kein weiterer Iterationsschrit nötig. War

2 < p, so istmax {1 + ε, 3p/(3 + p)} = 3p/(3 + p), δ̃ kann so geẅahlt werden, daß1 + 1+7δ̃
11−δ̃ =

6/5, abermax {6/5, 3p/(3 + p)} = 3p/(3+p) < 3. In diesem Fall wiederholen wir obige Schritte

mit neuemp̃ := 3p/(3 + p) genau einmal unter der Beachtung, daß für einf ∈ L1+ε ∩ L3p/(3+p)

gilt ‖f‖ ≤ max{‖f‖1+ε, ‖f‖3p/(3+p)}. Es liegt dann der zweite Fall3/2 < p ≤ 2 vor. Wir können

also o.B. weiterschreiben:

≤ Cp

(
‖f‖1+ε + ‖f‖max{1+ε, 3p

3+p} + ‖g(f)‖ 6
5

)
≤ Cp

(
‖f‖1+ε + ‖f‖max{1+ε, 3p

3+p}
)

da wir (4.3.5) f̈ur p = 6/5 schon gezeigt hatten.

Um (4.3.6) zu zeigen, benutzen wir (4.2.4) und (4.2.5) aus Hilfssatz 4.2.5. Seiε hinreichend klein

und ε̃ ≤ 6ε. Dann ist

‖g(f)‖2−ε

≤ ‖BE0f‖2−ε + ‖BE∞‖2−ε + ‖BE0g(f)‖2−ε + ‖BE∞g(f)‖2−ε

≤ Cv

(
‖f‖2−ε + ‖E∞f‖2−ε,1 + ‖g(f)‖ 4

3
−ε̃ + ‖E∞g(f)‖2−ε,1

)
(4.2.5), (4.2.3), (2.0.11)

≤ Cv

(
‖f‖2−ε + ‖f‖2−ε + ‖g(f)‖ 4

3
−ε̃ + ‖E∞g(f)‖ 4

3
−ε̃,2

)
Soboleveinbettung

[ShiKo, Lemma 3.3], Satz 4.2.10

≤ Cv

(
‖f‖2−ε + ‖f‖2−ε + ‖g(f)‖ 4

3
−ε̃ + ‖g(f)‖ 4

3
−ε̃

)
≤ Cv

(
‖f‖2−ε + ‖(BE + I)−1BEf‖ 4

3
−ε̃

)
≤ Cv

(
‖f‖2−ε + |v∞|−

1
2‖BEf‖ 4

3
−ε̃

)
(4.3.2)

≤ Cv

(
‖f‖2−ε + |v∞|−

1
2‖BE0f‖ 4

3
−ε̃ + |v∞|−

1
2‖BE∞f‖ 4

3
−ε̃

)
≤ Cv,ε,σ0

(
‖f‖2−ε + |v∞|−

1
2
− 1

2‖f‖2−ε + |v∞|−
1
2‖E∞f‖2−ε,1

)
(4.2.4), (2.0.11)

[ShiKo, Lemma 3.3], Satz 4.2.10

≤ Cv,ε,σ0|v∞|−1‖f‖2−ε
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Zu einem beliebigenp ∈ (1, 2) existiert ein hinreichend kleinesε = ε(p), so daßp ∈ [1 +

ε, 2− ε]. Nach (4.3.5) ist‖gλ(f)‖1+ε ≤ Cp,v‖f‖1+ε, nach (4.3.7) ist‖gλ(f)‖ 6
5
≤ Cv‖f‖ 6

5
und da

wie eben gezeigt‖gλ(f)‖2−ε ≤ Cv,ε,σ0 |v∞|−1‖f‖2−ε folgt (4.3.6) unmittelbar aus (2.0.11) bzw.

[Hörmander, Theorem 7.1.14., S. 165] für die beiden Bereichep ∈ [1+ε, 6/5] undp ∈ [6/5, 2−ε].

�

Satz 4.3.3Seiv∞ 6= 0 undr > 0 eine reelle Zahl. Sei0 < ε ≤ ε0 mit einem hinreichend kleinen

ε0 ≤ p − 1. Zu jedemλ ∈ C mit Re(λ) ≥ 0 existiert ein inf stetiger und inλ holomorpher

Lösungsoperator

gλ : Lp(R3) −→ Lp(R3) ∀1 < p < 2 und1 < p <∞ falls λ 6= 0

gλ : Lp(R3) ∩ L1+ε(R3) −→ Lp(R3) ∩ L1+ε(R3) ∀1 < p <∞, 0 < ε ≤ ε0

der die Differentialgleichung

gλ(f) = −BEv∞,λ(f)− BEv∞,λgλ(f)(4.3.8)

für f ∈ Lp(R3), 1 < p < 2 bzw.f ∈ Lp(R3), 1 < p <∞, λ 6= 0 bzw. f̈ur f ∈ Lp(R3) ∩ L1(R3),

1 < p < ∞ eindeutig erf̈ullt. Darüberhinaus existiert zu1 < p < 2 der OperatorΓλ(f) :=

f + gλ(f), so daß

gλ = −ΓλBEv∞,λ(f) ∀f ∈ Lp(R3), 1 < p < 2(4.3.9)

‖Γλ(f)‖p ≤
Cp

|v∞|max{0, 4p−6
p

+δ}‖f‖p ∀f ∈ Lp(R3), 1 < p < 2(4.3.10)

Γλ = (BEv∞,λ + I)−1 λ 6= 0 oderp =
6

5
(4.3.11)

mit einer vonλ unabḧangigen KonstantenCp für jedes hinreichend kleine0 < δ = δ(p). Außer-

dem gilt(4.3.5)und (4.3.6)für alle λ ∈ C mit Re(λ) ≥ 0.

Bemerkung:

(i) Für 6/5 ≤ p < 2 und λ 6= 0 beziehungsweisep = 6/5, falls λ = 0 ist das Ergebnis

nicht neu, es ist n̈amlich Aussage von Satz 4.2.7. In diesem Fall gilt auchΓλ = (BEv∞,λ +

I)−1. Satz 4.3.2 legt nahe, diese Aussagen auf die in Satz 4.3.3 angegebenen Bereiche

auszudehnen.

(ii) Vergleicht man (4.3.10) mit (4.3.5) so sieht man, daß hinsichtlich der Größe des Exponen-

ten von|v∞| im Nenner der beiden Abschätzungn das letzte Wort noch nicht gesprochen

ist. Tats̈achlich l̈aßt sich wegen‖BEv∞,λf‖p ≤ Cp‖f‖p und der Verkn̈upfung (4.3.9) auch

Ungleichung (4.3.5) mit dem selben Exponenten für |v∞| schreiben. Da aber (4.3.5) bei der

Herleitung von (4.3.10) nicht benutzt wurde, kann man nicht iterativ den Exponenten elimi-

nieren. Auch liegt der Grund für das Auftreten von|v∞| im Nenner bei den weiteren Theo-

remen nicht allein in diesen beiden Gleichungen, sondern in den Integralabschätzungen wie

sie für Hilfssatz 4.1.10 gemacht wurden. Daher formulieren wir (4.3.5) auch nicht neu.
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Beweis: Sei1 < p < 2 undf ∈ Lp(R3). Definiere

g0(f) := lim
λ→0

gλ(f)(4.3.12)

bzw. gλ(f) := limn→∞ gλ(fn) falls 1 < p < 6/5 mit geeigneten Funktionen(fn)n∈N ⊂ C∞0
undfn → f in Lp(R3), wobei der Limes inLp(R3) zu verstehen ist. Nach (4.3.6) existiertg0(f)

und ist stetig inLp(R3). Wegen (4.2.3), (4.2.5), Satz 2.0.11 und [ShiKo, Lemma 3.3] bzw. Satz

4.2.10 istBEv∞,λ(f) wohldefiniert (in1 < p < 2) und stetig inf ∈ Lp(R3) und holomorph,

insbesondere stetig inλ ∈ C, Re(λ) ≥ 0. Es folgt f̈ur λ→ 0

gλ(f) = −BEv∞,λ(f)− BEv∞,λgλ(f)

↓ ↓ ↓
g0(f) = −BEv∞,0(f)− BEv∞,0g0(f)

Gäbe es zwei L̈osungengi(f), i = 1, 2 von gi(f) = −BEv∞,0(f) − BEv∞,0gi(f), so ist mit

g := g1(f)−g2(f) die Gleichungg = −BEv∞,0g in Lp(R3) erfüllt. Satz 4.2.6 besagt danng = 0.

Mit der selben Definition (4.3.12) gilt ganz analog für f ∈ Lp(R3) ∩ L1+ε(R3), 1 < p <∞, daß

g0(f) existiert, da wegen (4.3.5) undHölderUngleichunggλ(f) stetig inf ∈ Lp(R3)∩L1+ε(R3)

und holomorph, insbesondere stetig inλ ist. Das selbe gilt wegen (4.2.3) und [ShiKo, Lemma

3.3] bzw. Satz 4.2.10 für BEv∞,λ(f). Auch die Eindeutigkeit folgt wie im ersten Fall aus Satz

4.2.6.

Sei nunf ∈ Lp(R3), 1 < p < 2, Re(λ) ≥ 0 undΓλ(f) := f+gλ(f). Dann ist auchBEv∞,λ(f) ∈
Lp(R3). Wegen der Darstellung (4.3.8) istgλ(f) = −BEv∞,λ(f + gλ(f)) = −BEv∞,λΓλ(f) und

mit f̃ = BEv∞,λ(f) folgt:

ΓλBEv∞,λ(f) = BEv∞,λ(f) + gλ
(
BEv∞,λ(f)

)
= BEv∞,λ(f)− BEv∞,λΓλBEv∞,λ(f)

Ein Vergleich mit der Gleichung (4.3.8)gλ(f) = −BEv∞,λ(f) − BEv∞,λ(gλ(f)) zeigt (4.3.9)

wegen der Eindeutigkeit.

Wir zeigen (4.3.10) iterativ: F̈ur p0 = 6/5 oderλ 6= 0 ist nach Hilfssatz 4.2.4, Satz 4.2.6 und Satz

4.2.2

f = (BEv∞,λ + I)−1(BEv∞,λ + I)(f)

= (BEv∞,λ + I)−1BEv∞,λ(f) + (BEv∞,λ + I)−1(f)

= −gλ(f) + (BEv∞,λ + I)−1(f)

also (4.3.11) und insbesondere

Γλ(f) = f + gλ(f) = (BEv∞,λ + I)−1(f) ist Isomorphismus inL
6
5 (R3)
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Für einp ∈ (1, 6/5) gilt:

‖Γλ(f)‖p
= ‖f + gλ(f)‖p
≤ ‖f‖p + ‖gλ(f)‖p Definition vonΓλ

≤ ‖f‖p + ‖BEv∞,λ(f)‖p + ‖BEv∞,λgλ(f)‖p Darstellung (4.3.8)

≤ ‖f‖p + ‖BE0
v∞,λ(f)‖p + ‖BE∞

v∞,λ(f)‖p
+ ‖BE0

v∞,λgλ(f)‖p + ‖BE∞
v∞,λgλ(f)‖p

≤ ‖f‖p + ‖BE0
v∞,λ(f)‖p + Cp‖E∞

v∞,λ(f)‖p,1
+ ‖BE0

v∞,λgλ(f)‖p + C‖E∞
v∞,λgλ(f)‖ 6

5
,1

≤ C
(
‖f‖p + ‖f‖p + ‖gλ(f)‖ 6

5
+ ‖gλ(f)‖ 6

5

)
(4.2.3), [ShiKo, Lemma 3.3], Satz 4.2.10

≤ C
(
‖f‖p + ‖(BEv∞,λ + I)−1BEv∞,λ(f)‖ 6

5

)
Satz 4.2.2

≤ C
(
‖f‖p + ‖BEv∞,λ(f)‖ 6

5

)
Hilfssatz 4.2.4

≤ C‖f‖p (4.2.3), [ShiKo, Lemma 3.3], Satz 4.2.10

Damit haben wir (4.3.10) für p ∈ (1, 6/5] gezeigt.

Angenommen wir ḧatten (4.3.10) schon für ein pi−1 ≥ 6/5 gezeigt. Dann gilt nach Definition

vonΓλ und Darstellung (4.3.8), (4.3.9) für ein hinreichend kleinesδ > 0 undpi−1 < p < 2

‖Γλ(f)‖p
= ‖f + gλ(f)‖p
≤ ‖f‖p + ‖gλ(f)‖p
≤ ‖f‖p + ‖BEv∞,λ(f)‖p + ‖BEv∞,λgλ(f)‖p
≤ ‖f‖p + ‖BE0

v∞,λ(f)‖p + ‖BE∞
v∞,λ(f)‖p + ‖BE0

v∞,λgλ(f)‖p + ‖BE∞
v∞,λgλ(f)‖p

Mit Definition von B(f) = ∇(v ⊗ f + f ⊗ v), zusammen mitHölder und der Tatsache, daß

v ∈ Lq, ∀q > 2 und∇v ∈ Lq, ∀q > 4/3 ist

≤ Cδ,p

(
‖f‖p + ‖∇E0

v∞,λ(f)‖ 2p
2−p

−δ + ‖E0
v∞,λ(f)‖ 4p

4−3p
−δ + ‖E∞

v∞,λ(f)‖p,1

+ ‖∇E0
v∞,λgλ(f)‖ 2p

2−p
−δ + ‖E0

v∞,λgλ(f)‖ 4p
4−3p

−δ + ‖E∞
v∞,λgλ(f)‖p,1

)
Wegenp < 2,E0(f) = χ∗f , YoungUngleichung,Sobolev, [ShiKo, Lemma 3.3] bzw. Satz 4.2.10

folgt mit geeignetenx ≥ 2− oδ(1) undy ≥ min{4, p′} − oδ(1)

≤ Cδ,p

(
‖f‖p + ‖F(∇χ)‖(2−oδ(1))′‖f‖p + ‖F(χ)‖(min{4,p′}−oδ(1))′‖f‖p + ‖f‖p

+ ‖F(∇χ)‖x′‖gλ(f)‖pi−1
+ ‖F(χ)‖y′‖gλ(f)‖pi−1

+ ‖E∞
v∞,λgλ(f)‖pi−1,2

)
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Dapi−1 < p < 2 gilt f ür hinreichend kleinesδ nach (4.1.9)

≤ Cδ,p

|v∞|max{0, 2p−3
p

+oδ(1)}

(
‖f‖p + ‖gλ(f)‖pi−1

)
Darstellung (4.3.9)

=
Cδ,p

|v∞|max{0, 2p−3
p

+oδ(1)}

(
‖f‖p + ‖ΓλBEv∞,λ(f)‖pi−1

)
Nach Voraussetzung istΓλ unabḧangig vonλ stetig inLpi−1

≤ Cδ,p

|v∞|max{0, 2p−3
p

+oδ(1)}

(
‖f‖p + ‖BEv∞,λ(f)‖pi−1

)
Wie oben ist

≤ Cδ,p

|v∞|max{0, 2p−3
p

+oδ(1)}

(
‖f‖p + ‖∇E0

v∞,λ(f)‖ 2pi−1
2−pi−1

−δ + ‖E0
v∞,λ(f)‖ 4pi−1

4−3pi−1
−δ

+ ‖E∞
v∞,λ(f)‖p,1

)
≤ Cδ,p

|v∞|max{0, 2p−3
p

+oδ(1)}

(
‖f‖p + ‖F(∇χ)‖(

min
{

2ppi−1
2(p−pi−1)+ppi−1

,p′
}
−oδ(1)

)′‖f‖p
+ ‖F(χ)‖(

min
{

4ppi−1
4(p−pi−1)+ppi−1

,p′
}
−oδ(1)

)′‖f‖p + ‖f‖p
)

≤ Cδ,p

|v∞|max{0, 4p−6
p

+oδ(1)}‖f‖p

falls δ hinreichend klein und

min

{
2ppi−1

2(p− pi−1) + ppi−1

, p′
}
>

4

3
min

{
4ppi−1

4(p− pi−1) + ppi−1

, p′
}
> 2

wegen (4.1.9), wobei die Zahl in Klammer eine Abschätzung unabḧangig von|v∞|−1 zuläßt.

Startet man mitp1 = 6/5 = 1.2 und setzt z.B.p2 = 1.3, so sind die Bereiche zulässig und es ist

‖Γλ(f)‖p2 ≤ Cp2‖f‖p2 . Indem man in jedem Schritt jeweils um z.B.1/10 erḧoht bis die Grenze

von2−δ erreicht ist, zeigt man in endlich vielen Schritten (4.3.10), wobei dort nochoδ(1) formal

durchδ ersetzt wurde.

Bleibt noch die Existenz vongλ(f) mit f ∈ Lp(R3) und2 ≤ p < ∞, wennλ 6= 0 ist zu zeigen:

Seif ∈ C∞0 ∩ Lp(R3), dann gilt (4.3.8)gλ(f) = −BEv∞,λ(f)− BEv∞,λgλ(f) und wir haben f̈ur

hinreichend kleinesδ > 0

‖gλ(f)‖p ≤ ‖BEv∞,λ(f)‖p + ‖BEv∞,λgλ(f)‖p
≤ Cp

(
‖Ev∞,λ(f)‖p,1 + ‖Ev∞,λgλ(f)‖p,1

)
Satz 2.0.5

≤ Cλ
(
‖f‖p + ‖Ev∞,λgλ(f)‖p,1

)
[ShiKo, Lemma 3.1]

≤ Cp,λ
(
‖f‖p + ‖Ev∞,λgλ(f)‖max{2−δ, 3p

3+p},2
)

SobolevEinbettung

≤ Cp,δ,λ
(
‖f‖p + ‖gλ(f)‖max{2−δ, 3p

3+p}
)

[ShiKo, Lemma 3.1]
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Ist q := max
{

2− δ, 3p
3+p

}
> 2−δ, so warp ≥ 6, also2 ≤ q < 3 und wir wenden die Identität für

gλ(f) nocheinmal an, d.h.‖gλ(f)‖q ≤ ‖BEv∞,λ(f)‖q + ‖BEv∞,λgλ(f)‖q ≤ Cp
(
‖Ev∞,λ(f)‖p,1 +

‖Ev∞,λgλ(f)‖q,1
)
≤ Cp,λ,δ

(
‖f‖p+‖Ev∞,λgλ(f)‖2−δ,2

)
≤ Cp,λ,δ

(
‖f‖p+‖gλ(f)‖2−δ

)
. O.B. könne

wir also weiterschreiben

≤ Cp,λ,δ
(
‖f‖p + ‖gλ(f)‖2−δ

)
= Cp,λ,δ

(
‖f‖p + ‖(BEv∞,λ + I)−1BEv∞,λ(f)‖2−δ

)
(4.3.9),(4.3.11)

≤ Cp,λ,δ
(
‖f‖p + ‖BEv∞,λ(f)‖2−δ

)
Satz 4.2.7

≤ Cp,λ,δ
(
‖f‖p + ‖Ev∞,λ(f)‖p,1

)
für δ = δ(p) hinreichend klein

≤ Cp,λ‖f‖p [ShiKo, Lemma 3.1]

Also ‖gλ(f)‖p ≤ Cp,λ‖f‖p für f ∈ C∞0 ∩Lp(R3). Zu f ∈ Lp(R3) existiert(fn)n∈N ⊂ C∞0 , so daß

fn → f in Lp(R3) für n→∞. Setze

gλ(f) := lim
n→∞

gλ(fn) für f ∈ Lp(R3)

wobei der Limes inLp(R3) aufzufassen und wegen‖gλ(f)‖p ≤ Cp,λ‖f‖p wohldefiniert ist. Of-

fensichtlich erf̈ullt gλ(f) auch Gleichung (4.3.8), daBEv∞,λ stetig inLp(R3) ist.

�

Hilfssatz 4.3.4 Für den L̈osungsoperatorEv∞(λ) der einfachen, beziehungsweiseEv∞,v(λ) =

Ev∞(λ)(I + gλ) der vollen Oseengleichung gelten die folgenden Aussagen

∂

∂λ
(BEv∞(λ) + I)−1 = − (BEv∞(λ) + I)−1 B

(
∂

∂λ
Ev∞(λ)

)
(BEv∞(λ) + I)−1(4.3.13)

∂

∂λ
Ev∞(λ) = −E2

v∞(λ)P = −E2
v∞(λ)

∂

∂λ
E0
v∞(λ) = −E0

v∞(λ)Ev∞(λ) = −Ev∞(λ)E0
v∞(λ)

(4.3.14)

∂

∂λ
Ev∞,v(λ) = −E2

v∞(λ) (I + gλ)− Ev∞(λ)gλEv∞(λ) (I + gλ)(4.3.15)

∂

∂λ
gλ(f) = −gλEv∞ (gλ(f) + f)(4.3.16)

Beweis:

(BEv∞(λ′) + I)−1 − (BEv∞(λ) + I)−1

=
(
I− (BEv∞(λ) + I)−1 (BEv∞(λ′) + I)

)
(BEv∞(λ′) + I)−1

=
(
(BEv∞(λ) + I)−1 (BEv∞(λ) + I)− (BEv∞(λ) + I)−1 (BEv∞(λ′) + I)

)
(BEv∞(λ′) + I)−1

= (BEv∞(λ) + I)−1 ((BEv∞(λ) + I)− (BEv∞(λ′) + I)) (BEv∞(λ′) + I)−1

= − (BEv∞(λ) + I)−1 B (Ev∞(λ′)− Ev∞(λ)) (BEv∞(λ′) + I)−1
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Dividieren durchλ′ − λ zeigt nach dem̈Ubergang|λ′ − λ| → 0 schon (4.3.13).

Seiy := Ev∞(λ)Pf . Dann ist

Pf = Qey

⇐⇒ f − (f − Pf) = Qey −Qe(y − Py︸ ︷︷ ︸
=0

) day divergenzfrei

⇐⇒ F(f − (f − Pf)) = F(Qey)−F(Qe(y − Py))

⇐⇒ f̂ −F(f − Pf) = qλŷ − qλF(y − Py) Definition vonqλ

⇐⇒ f̂ − ξ̃
(
ξ̃f̂
)

= qλ

(
ŷ − ξ̃

(
ξ̃ŷ
))

nach (4.1.6)

⇐⇒
f̂ − ξ̃

(
ξ̃f̂
)

q2
λ

=
ŷ − ξ̃

(
ξ̃ŷ
)

qλ
für ξ 6= 0, λ ∈

∑
v∞

⇐⇒ F−1

 f̂ − ξ̃
(
ξ̃f̂
)

q2
λ

 = F−1

 ŷ − ξ̃
(
ξ̃ŷ
)

qλ


⇐⇒ − ∂

∂λ
Ev∞(λ) = Ev∞(λ)(y)

⇐⇒ − ∂

∂λ
Ev∞(λ) = Ev∞(λ)Ev∞(λ)Pf

Nach (4.1.6) folgt außerdem, daßEv∞(λ)Pf = Ev∞(λ)f . Zur zweite Gleichung sei bemerkt, daß

F−1(ϕ0) wohldefiniert ist und daß daraus mit der bekannten FormelF−1(fg) = F−1(f)∗F−1(g)

bzw.F−1(f ∗ g) = F−1(f)F−1(g) folgt(
∂

∂λ
E0
v∞(λ)

)
(f) =

∂

∂λ

(
E0
v∞(λ)(f)

)
=

∂

∂λ

(
Ev∞(λ)(F−1(ϕ0) ∗ f)

)
nach Definition vonE0

v∞(λ)(f)

=

(
∂

∂λ
Ev∞(λ)

)
(F−1(ϕ0) ∗ f)

= −Ev∞(λ)Ev∞(λ)(F−1(ϕ0) ∗ f)

= −Ev∞(λ)E0
v∞(λ)(f) zeigt den ersten Teil

= −Ev∞(λ)
(
F−1(ϕ0) ∗ Ev∞(λ)(f)

)
= −E0

v∞(λ)Ev∞(λ)(f) zeigt den zweiten Teil

also (4.3.14).

Zur vorletzten Gleichung: Aus der Darstellunggλ(f) = − (BEv∞(λ) + I)−1 BEv∞(λ)f folgt

zusammen mit den beiden anderen Gleichungen (4.3.13) und (4.3.14)

∂

∂λ
gλ(f) = −

(
∂

∂λ
(BEv∞(λ) + I)−1

)
BEv∞(λ)− (BEv∞(λ) + I)−1 B

(
∂

∂λ
Ev∞(λ)

)
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= (BEv∞(λ) + I)−1 B
(
∂

∂λ
Ev∞(λ)

)
(BEv∞(λ) + I)−1 BEv∞(λ)︸ ︷︷ ︸

=−gλ(f)

+ (BEv∞(λ) + I)−1 BEv∞(λ)Ev∞(λ)f

= (BEv∞(λ) + I)−1 BEv∞(λ)︸ ︷︷ ︸
=−gλ(f)

Ev∞(λ) (f + gλ(f))

= −gλEv∞(λ) (f + gλ(f))

und schließlich

∂

∂λ
Ev∞,v(λ)(f) =

∂

∂λ
(Ev∞(λ) (f + gλ(f)))

=

(
∂

∂λ
Ev∞(λ)

)
(f + gλ(f)) + Ev∞(λ)

(
∂

∂λ
gλ(f)

)
= −E2

v∞(λ) (f + gλ(f))− Ev∞(λ)gλEv∞(λ) (f + gλ(f))

Wegen der Darstellunggλ = −(BEv∞ + I)−1BEv∞ gilt

∂

∂λ
gλ(f)

= −
(
∂

∂λ
(BEv∞ + I)−1

)
BEv∞(f)− (BEv∞ + I)−1 B ∂

∂λ
Ev∞(f)

Nach (4.3.13) und (4.3.14) ist

= (BEv∞ + I)−1 B
(
∂

∂λ
Ev∞

)
(BEv∞ + I)−1 BEv∞(f) + (BEv∞ + I)−1 BEv∞︸ ︷︷ ︸

=−gλ

Ev∞(f)

= − (BEv∞ + I)−1 BEv∞︸ ︷︷ ︸
=−gλ

Ev∞ (BEv∞ + I)−1 BEv∞︸ ︷︷ ︸
=−gλ

(f)− gλEv∞(f)

= −gλEv∞gλ(f)− gλEv∞(f)

= −gλEv∞ (gλ(f) + f)

�
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4.4 A priori Abschätzungen

Kommen wir nun zum wichtigsten Satz in diesem Kapitel. Um die Halbgruppe des Oseen-

Operators verm̈oge der Integraldarstellung berechnen zu können und geeignete Zeitabschätz-

ungen zu erhalten, ist es notwendig, Aussagenüber das Verhalten des Lösungsoperators der vollen

Oseengleichung inR3 bez̈uglich der Resolventenparameterλ zu besitzen.

Satz 4.4.1Sei1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ p, γ > 0, r > 0 und f ∈ Lp(R3) ∩ L1+ε(R3). Seiψ ∈
C∞0 (R3) eine Abschneidefunktion mitsuppψ ⊂ Br(0) undρ ∈ C∞0 (R) eine Abschneidefunktion

mit ρ(s) = 0 für |s| > γ. Sei weiterEv∞,v,λ der Lösungsoperator der vollen Oseengleichung in

R3. Dann gilt zu einem hinreichend kleinenε > 0

sup
0≤Re(λ)≤1

‖ψ(x)Ev∞,v(λ)(f)‖q,2 ≤ Cp,ψ,v
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
(4.4.1)

sup
0≤Re(λ)≤1

√
Re(λ) ‖ψ(x)∂λEv∞,v(λ)(f)‖q,2 ≤ Cp,ψ,v

|v∞|
3ε

1+ε

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
(4.4.2)

sup
s∈R

‖ρ(s)ψ(x)Ev∞,v(is)(f)‖q,2 ≤ Cp,ψ,v,ρ
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
(4.4.3)

sup
s∈R, h 6=0

|h|−
1
2 ‖ρ(s)ψ(x) (Ev∞,v(is+ ih)− Ev∞,v(is)) (f)‖q,2 ≤ Cp,ψ,v,ρ

|v∞|
3ε

1+ε

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)(4.4.4)

∞∫
−∞

‖∂sρ(s)ψ(x)Ev∞,v(is)(f)‖q,2 ds ≤
Cp,ψ,v,ρ

|v∞|
3ε

1+ε

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
(4.4.5)

(4.4.6) sup
h 6=0

|h|−
1
2

∞∫
−∞

‖∂sρ(s)ψ(x) (Ev∞,v(is+ ih)− Ev∞,v(is)) (f)‖q,2 ds

≤ Cp,ψ,v,ρ,ε,σ0|v∞|−
3
4

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
Beweis: Da ψ beschr̈ankten Tr̈ager hat, k̈onnen wir wegenHölder o.B. q = p auf den linken

Seiten der Ungleichungen annehmen.

Um die Beweisstruktur etwas̈ubersichtlicher zu gestallten, benutzen wir hier intensiv die Notation

vono(1) in dem Sinne, daßo(1) → 0, falls ε→ 0. Zus̈atzlich fordern wiro(1) > 0.

Mit hinreichend kleinemε meinen wir, daß noch weitere, höchstens endlich viele, voneinander

unabḧangige Bedingungen anε im Beweis unten gelten sollen, die alle gleichzeitig durch eine

Minimalforderung anε erfüllt werden k̈onnen. Die Hauptbedingung anε dürfte< p− 1 sein.

Es sei nochmal an die DarstellungEv∞,v(λ)(f) = Ev∞(λ)(f + gλ(f)) mit dem in Kapitel 4.2

definierten Operatorgλ, an die Zerlegung (4.2.9)E = E0 +E∞, insbesondere an die Darstellung

in Definition 4.1.4E0
v∞(f) = χ ∗ f = (

∑3
k=1 χjk ∗ fk)j=1,2,3 und an die Definition (2.0.4) von

B(u) = ∇
(
E(v)⊗ u+ u⊗ E(v)

)
erinnert.
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Zu (4.4.1) und (4.4.3) : Seiε < p− 1 hinreichend klein

‖ψEv∞,v(λ)(f)‖p,2
= ‖ψEv∞(λ)(f + gλ(f))‖p,2
≤
∥∥ψE0

v∞(λ)(f + gλ(f))
∥∥
p,2

+
∥∥ψE∞

v∞(λ)(f + gλ(f))
∥∥
p,2

≤ ‖ψ‖p,2
∥∥E0

v∞(λ)(f + gλ(f))
∥∥
∞,2

+ ‖ψ‖∞,2

∥∥E∞
v∞(λ)(f + gλ(f))

∥∥
p,2

≤ Cψ
∥∥E0

v∞(λ)(f)
∥∥
∞,2

+ Cψ
∥∥E0

v∞(λ)(gλ(f))
∥∥
∞,2

+ Cψ
∥∥E∞

v∞(λ)(f)
∥∥
p,2

+ Cψ
∥∥E∞

v∞(λ)(gλ(f))
∥∥
p,2

Nach Definition 4.1.4 und [ShiKo, Lemma 3.3] bzw. Satz 4.2.10 ist

≤ Cψ ‖χ(λ) ∗ (f)‖∞,2 + Cψ ‖χ(λ) ∗ gλ(f)‖∞,2 + Cψ ‖f‖p + Cψ ‖gλ(f)‖p

Young-Ungleichung und (4.3.5) angwendet

≤ Cψ ‖χ(λ)‖ 1
o(1)

,2 ‖(f)‖1+ε + Cψ ‖χ(λ)‖6,2 ‖gλ(f)‖ 6
5

+ Cψ ‖f‖p + Cψ,p,v,ε ‖f‖1+ε + Cψ,p,v,ε ‖f‖max{1+ε, 3p
3+p}

Damax {1 + ε, 3p/(3 + p)} < p folgt mit Hölder

≤ Cψ,p,v,ε
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
Da die Konstante unabhängig vonRe(λ) und | Im(λ)| ist, folgt die Behauptung für (4.4.1). Zu

(4.4.3) beachte man noch, daß die Abschneidefunktionρ endliches Supremum hat.

Zu (4.4.2): Sei1 < p <∞ und o.B.Re(λ) > 0. Lassen wir einer̈ubersichtlicheren Schreibweise

wegen, die Abḧangigkeit der Operatoren inλ in der Notation weg.

Zunächst ein allgemeines Resultat: Seiθ eine Zahl mit0 < θ < 2, s0 > 2 und wir nehmen an,

daßp = (4− θ)/(3− θ), also4/3 < p < 2 ist. Aus1/p = 1/s0 + 1/s folgt

s =
s0(4− θ)

s0(3− θ)− 4 + θ

Mit diesen Zahlen, Darstellung (4.3.14) und (4.3.10) haben wir folgende Ungleichung∥∥gλE0
v∞(f)

∥∥
p

=
∥∥ΓBEv∞E0

v∞(f)
∥∥
p

≤ Cp

|v∞|max{0, 4p−6
p

}

∥∥BEv∞E0
v∞(f)

∥∥
p

=
Cp

|v∞|max{0, 4p−6
p

}

∥∥B∂λE0
v∞(f)

∥∥
p

≤ Cp

|v∞|max{0, 4p−6
p

}

(
‖v‖s0 ‖(∇∂λχ) ∗ f‖s + ‖∇v‖p ‖(∂λχ) ∗ f‖∞

)



4.4. A PRIORI ABSCHÄTZUNGEN 91

≤ Cp,v

|v∞|max{0, 4p−6
p

}

(
‖(∇∂λχ)‖s 1+ε

1+ε+εs
+ ‖(∂λχ)‖ 1+ε

ε

)
‖f‖1+ε

≤ Cp,v

|v∞|max{0, 4p−6
p

}

(
‖(∇∂λχ)‖s(1−o(1)) + ‖(∂λχ)‖ 1+ε

ε

)
‖f‖1+ε

Also

(4.4.7)
∥∥gλE0

v∞(f)
∥∥

4−θ
3−θ

≤ Cθ,v

|v∞|max{0, 2θ−2
4−θ

}

(
‖∇∂λχ‖s(1−o(1)) + ‖∂λχ‖ 1+ε

ε

)
‖f‖1+ε

s =
s0(4− θ)

s0(3− θ)− 4 + θ
, s0 > 2, 0 < θ < 2

Etwas allgemeiner wollen wir mit Iteration dieses Ergebnis auch für p ≥ 2 herleiten. Seiθ eine

reelle Zahl mit4/3 < θ < 3/2 und seip ≥ t > 4/3. Wegen der Gleichunggλf = −BEv∞f −
BEv∞gλf ist

∥∥gλE0
v∞(f)

∥∥
p

≤
∥∥BEv∞E0

v∞(f)
∥∥
p
+
∥∥BEv∞gλE0

v∞(f)
∥∥
p

Nach Definition vonB gibt es eins0 > 2 und eins > 4, so daß1/p = 1/s0 + 1/s, dap > 4/3.

Zusammen mit der Darstellung (4.3.14) gilt

≤ ‖v‖s0 ‖(∇∂λχ) ∗ f‖s + ‖∇v‖p ‖(∂λχ) ∗ f‖∞
+
∥∥BE0

v∞gλE
0
v∞(f)

∥∥
p
+
∥∥BE∞

v∞gλE
0
v∞(f)

∥∥
p

≤ Cv,p (‖(∇∂λχ) ∗ f‖s + ‖(∂λχ) ∗ f‖∞)

+ Cv,p
∥∥(∇χ) ∗

(
gλE

0
v∞(f)

)∥∥
s
+ Cv,p

∥∥χ ∗ (gλE0
v∞(f)

)∥∥
∞

+ Cv,p
∥∥E∞

v∞gλE
0
v∞(f)

∥∥
p,1

NachYoungbzw.Hausdorff-YoungundHöldergibt es einq ∈ (2, 4) und einl ∈ (3, 4), so daß

≤ Cv (‖(∇∂λχ) ∗ f‖s + ‖(∂λχ) ∗ f‖∞)

+ Cv,p ‖F(∇χ)‖q′
∥∥gλE0

v∞(f)
∥∥
θ
+ Cv,p ‖χ‖l

∥∥gλE0
v∞(f)

∥∥
θ

+ Cv,p
∥∥E∞

v∞gλE
0
v∞(f)

∥∥
max{ 3p

3+p
,t},2

Nach (4.1.9) und [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

≤ Cv (‖(∇∂λχ) ∗ f‖s + ‖(∂λχ) ∗ f‖∞)

+ Cv,p
∥∥gλE0

v∞(f)
∥∥
θ
+ Cv,p

∥∥gλE0
v∞(f)

∥∥
max{ 3p

3+p
,t}
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Ist max {3p/(3 + p), t} > t, so wiederholen wir mit dem letzten Term und neuemp̃ = 3p/(3+p)

obige Schritte iterativ so oft, bis wir nach höchstens 2 weiteren Schritten die Grenzet erreicht

haben. O. B. gibt es eine endliche IndexmengeI und endlich vielesi > 4, i ∈ I, so daß :

≤ Cv
∑
i∈I

(
‖(∇∂λχ) ∗ f‖si

+ ‖(∂λχ) ∗ f‖∞
)

+ Cv,p
∥∥gλE0

v∞(f)
∥∥
θ

= Cv
∑
i∈I

(
‖(∇∂λχ) ∗ f‖si

+ ‖(∂λχ) ∗ f‖∞
)

+ Cv,p
∥∥ΓBEv∞E0

v∞(f)
∥∥
θ

Gleichung (4.3.10) angewendet

≤ Cv
∑
i∈I

(
‖(∇∂λχ) ∗ f‖si

+ ‖(∂λχ) ∗ f‖∞
)

+ Cv,p
∥∥BEv∞E0

v∞(f)
∥∥
θ

Für ein allgemeinesp ≥ t, insbesondere für p = t hatten wir letzteren Term am Anfang der

Ungleichungskette schon einmal abgeschätzt.

≤ Cv
∑
i∈I

(
‖(∇∂λχ) ∗ f‖si

+ ‖(∂λχ) ∗ f‖∞
)

Young

≤ Cv
∑
i∈I

(
‖(∇∂λχ)‖si

1+ε
1+ε+εsi

‖f‖1+ε + ‖(∂λχ)‖ 1+ε
ε
‖f‖1+ε

)
Da nach Voraussetzungsi > 4, ist si 1+ε

1+ε+εsi
= 4 − o(1) und es folgt mit (4.1.11) (ẅahle z.B.

δ = (3− tri)/(ri − 1) undt = 3/ri)

≤ Cv,p Reλ−
1
2 ‖f‖1+ε +

Cv,p

|v∞|
3ε

1+ε

Reλ−
1
2 ‖f‖1+ε

≤ Cv,p

|v∞|
3ε

1+ε

Reλ−
1
2 ‖f‖1+ε

Nachdemε hinreichend klein geẅahlt wurde, sind allesi 1+ε
1+ε+εsi

> 4. Nach Neubenennung von

si und Unterdr̈uckung der Abḧangigkeit der Konstante inv haben wir

(4.4.8)∥∥gλE0
v∞(f)

∥∥
p
≤ Cp

∑
i∈I
si>4

(
‖(∇∂λχ)‖si

+ ‖(∂λχ)‖ 1+ε
ε

)
‖f‖1+ε ≤

Cp

|v∞|
3ε

1+ε

Reλ−
1
2‖f‖1+ε

∀p > 4

3

Nach Hilfssatz 4.3.4 (4.3.15) ist

ψ∂λEv∞,v(f) = −ψ (∂λEv∞) (f + gλ(f))− ψEv∞gλEv∞(f + gλ(f))

=: T1 + T2
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Scḧatzen wir jeden Term einzeln ab:

‖T1‖p,2 = ‖ψ (∂λEv∞) (f + gλ(f))‖p,2
≤ ‖ψ

(
∂λE

0
v∞

)
(f + gλ(f))‖p,2 + ‖ψ

(
∂λE

∞
v∞

)
(f + gλ(f))‖p,2

≤ ‖ψ‖p,2‖∂λ(χ) ∗ (f + gλ(f))‖∞,2 + ‖ψ‖∞,2‖
(
∂λE

∞
v∞

)
(f + gλ(f))‖p,2

Mit Youngund [ShiKo, Lemma 3,1, 3.3]

≤ Cψ‖∂λ(χ)‖ 1+ε
ε
,2‖f + gλ(f)‖1+ε + Cψ,p‖f + gλ(f)‖p

Nach (4.1.11) und (4.3.5)

≤ Cψ

|v∞|
3ε

1+ε

Re(λ)−
1
2‖f + gλ(f)‖1+ε + Cψ,p‖f‖p

+ Cψ,p‖f‖1+ε + Cψ,p‖f‖max{1+ε, 3p
3+p}

Damax {1 + ε, 3p/(3 + p)} < p folgt mit Hölderund (4.3.5)

≤ Cψ,p,v

|v∞|
3ε

1+ε

Re(λ)−
1
2

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
Sei wiederθ eine reelle Zahl mit4/3 < θ < 3/2

‖T2‖p,2 = ‖ψEv∞gλEv∞(f + gλ(f))‖p,2
≤
∥∥ψE0

v∞gλE
∞
v∞(f + gλ(f))

∥∥
p,2

+
∥∥ψE∞

v∞gλE
0
v∞(f + gλ(f))

∥∥
p,2

+
∥∥ψE∞

v∞gλE
∞
v∞(f + gλ(f))

∥∥
p,2

+
∥∥ψE0

v∞gλE
0
v∞(f + gλ(f))

∥∥
p,2

≤ Cp ‖ψ‖p,2
∥∥χ ∗ (gλE∞

v∞(f + gλ(f))
)∥∥

∞,2

+ Cp ‖ψ‖r,2
∥∥E∞

v∞gλE
0
v∞(f + gλ(f))

∥∥
max{θ,p},2

+ Cp ‖ψ‖∞,2

∥∥E∞
v∞gλE

∞
v∞(f + gλ(f))

∥∥
p,2

+ Cp ‖ψ‖p,2
∥∥χ ∗ (gλE0

v∞(f + gλ(f))
)∥∥

∞,2

wobeir = θ′ = θ/(θ − 1) falls p < θ undr = ∞ sonst. Mit (4.1.9),Youngund [ShiKo, Lemma

3.1, 3.3]

≤ Cp,ψ
∥∥gλE∞

v∞(f + gλ(f))
∥∥
θ
+ Cp,ψ

∥∥gλE0
v∞(f + gλ(f))

∥∥
max{θ,p}

+ Cp,ψ
∥∥gλE∞

v∞(f + gλ(f))
∥∥
p
+ Cp,ψ

∥∥gλE0
v∞(f + gλ(f))

∥∥
θ

Nun noch zweimal (4.3.5) und zweimal (4.4.8) angewendet ergibt

≤ Cp,ψ
∥∥E∞

v∞(f + gλ(f))
∥∥

1+ε
+ Cp,ψ

∥∥E∞
v∞(f + gλ(f))

∥∥
max{ 3p

3+p
,1+ε}

+ Cp,v,ψ Reλ−
1
2 ‖f + gλ(f)‖1+ε
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[ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] und (4.3.5)

≤ Cp,ψ ‖f‖1+ε + Cp,ψ ‖f‖max{ 3p
3+p

,1+ε} + Cp,v,ψ Reλ−
1
2 ‖f‖1+ε

Damax
{

3p
3+p

, 1 + ε
}
< p folgt mit Hölder

≤ Cp,v,ψ Reλ−
1
2

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
Zu (4.4.4): Sei wieder1 < p < ∞. Zun̈achst ist wegengλ = −ΓλBEv∞(λ) und Γ−1

λ =

BEv∞(λ) + id

(gλ′ − gλ) (f) = ΓλBEv∞(λ)(f)− Γλ′BEv∞(λ′)(f)

= − (Γλ′ − Γλ)BEv∞(λ′)(f) + ΓλB (Ev∞(λ)− Ev∞(λ′)) (f)

Werfen wir einen kurzen Blick zurück auf den Beweis zu Satz 4.3.4 und verwenden die erste

Gleichungskette undΓ−1
λ = BEv∞(λ) + id.

= ΓλB (Ev∞(λ′)− Ev∞(λ)) Γλ′BEv∞(λ′)(f)︸ ︷︷ ︸
=−gλ′ (f)

+ ΓλB (Ev∞(λ)− Ev∞(λ′)) (f)

Also

(gλ′ − gλ) (f) = −ΓλB
(
Ev∞(λ′)− Ev∞(λ)

)
(gλ′(f) + f)(4.4.9)

Benutzen wir wieder die Identitätsgleichung f̈ur g, nämlichg(f) = −BEv∞(f) − BEv∞(g(f)),

so ist

(gis+ih − gis) (f)

= −BEv∞(is+ ih)(f)− BEv∞(is+ ih)gis+ih(f) + BEv∞(is)(f) + BEv∞(is)gis(f)

= −B
(
E0
v∞(is+ ih)− E0

v∞(is)
)
(f + gis(f))− BE∞

v∞(is+ ih) (gis+ih − gis) (f)

− B
(
E∞
v∞(is+ ih)− E∞

v∞(is)
)
(f + gis(f))− BE0

v∞(is+ ih) (gis+ih − gis) (f)

Damit ist zu einemq ≥ θ mit 4/3 < θ < 3/2

‖gis+ih − gis‖q
≤
∥∥B (E0

v∞(is+ ih)− E0
v∞(is)

)
(f + gis(f))

∥∥
q
+
∥∥BE∞

v∞(is+ ih) (gis+ih − gis) (f)
∥∥
q

+
∥∥B (E∞

v∞(is+ ih)− E∞
v∞(is)

)
(f + gis(f))

∥∥
q
+
∥∥BE0

v∞(is+ ih) (gis+ih − gis) (f)
∥∥
q

Nach Definition vonB (s. auch 2.0.5 ) und 4.1.4 gibt es zuq ≥ θ ein r > 4 undt ≥ 3− o(1), so

daß

≤ Cv

(
‖∇ (χ(is+ ih)− χ(is)) ∗ (f + gis(f))‖r + ‖(χ(is+ ih)− χ(is)) ∗ (f + gis(f))‖∞

+
∥∥E∞

v∞(is+ ih) (gis+ih − gis) (f)
∥∥
q,1

+
∥∥(E∞

v∞(is+ ih)− E∞
v∞(is)

)
(f + gis(f))

∥∥
q,1

+ ‖∇χ(is+ ih) ∗ (gis+ih − gis) (f)‖t
)
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Young, (4.1.9), (4.1.15),
∥∥(χ(is+ ih)− χ(is)) ∗ (f + gis(f))

∥∥
∞ ≤

∥∥(χ(is+ ih)− χ(is))
∥∥

1+ε
ε∥∥(f + gis(f))

∥∥
1+ε

≤ Cv,q,ε
√
h
∥∥f + gis(f)

∥∥
1+ε
/|v∞|

3ε
1+ε und Soboleveinbettung ergibt

≤ Cv,q,ε

|v∞|
3ε

1+ε

√
h ‖f + gis(f)‖1+ε

+ Cv
∥∥E∞

v∞(is+ ih) (gis+ih − gis) (f)
∥∥

max{ 3q
3+q

,θ},2
+ Cv

∥∥(E∞
v∞(is+ ih)− E∞

v∞(is)
)
(f + gis(f))

∥∥
max{ 3q

3+q
,1+ε},2 + Cv,q ‖(gis+ih − gis) (f)‖θ

[ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] und (4.3.5)

≤ Cv,q,ε

|v∞|
3ε

1+ε

√
h
(
‖f‖1+ε + ‖f‖1+ε

)
+ Cv,q ‖(gis+ih − gis) (f)‖max{ 3q

3+q
,θ}

+ Cv,q|h| ‖f + gis(f)‖max{ 3q
3+q

,1+ε} + Cv,q ‖(gis+ih − gis) (f)‖θ

Wieder (4.3.5) und die Tatsache angewendet, daß‖f‖q ≤ C‖f‖p + ‖f‖r für p ≤ q ≤ r ist, ergibt

≤ Cv,q,ε

|v∞|
3ε

1+ε

√
h
(
‖f‖1+ε + ‖f‖max{ 3q

3+q
,1+ε}

)
+ Cv,q ‖(gis+ih − gis) (f)‖θ

+ Cv,q ‖(gis+ih − gis) (f)‖max{ 3q
3+q

,θ}

Ist max
{

3q
3+q

, θ
}
> θ, so wiederholen wir die Ungleichungskette mit mit neuemq′ := 3q

3+q
<

q bis θ erreicht ist. Dazu sind maximal noch weitere 3 Schritte nötig. O. B. k̈onnen wir also

weiterschreiben:

≤ Cv,q,ε

|v∞|
3ε

1+ε

√
h
(
‖f‖1+ε + ‖f‖max{ 3q

3+q
,1+ε}

)
+ Cv,q ‖(gis+ih − gis) (f)‖θ

Wenden wir nun (4.4.9) an

≤ Cv,q,ε

|v∞|
3ε

1+ε

√
h
(
‖f‖1+ε + ‖f‖max{ 3q

3+q
,1+ε}

)
+ Cv,q ‖ΓisB (Ev∞(is+ ih)− Ev∞(is)) (gis+ih(f) + f)‖θ

Mit (4.3.10) folgt

≤ Cv,q,ε

|v∞|
3ε

1+ε

√
h
(
‖f‖1+ε + ‖f‖max{ 3q

3+q
,1+ε}

)
+ Cv,q ‖B (Ev∞(is+ ih)− Ev∞(is)) (gis+ih(f) + f)‖θ

≤ Cv,q,ε

|v∞|
3ε

1+ε

√
h
(
‖f‖1+ε + ‖f‖max{ 3q

3+q
,1+ε}

)
+ Cv,q

∥∥B (E0
v∞(is+ ih)− E0

v∞(is)
)
(gis+ih(f) + f)

∥∥
θ

+ Cv,q
∥∥B (E∞

v∞(is+ ih)− E∞
v∞(is)

)
(gis+ih(f) + f)

∥∥
θ
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Letztere beiden Terme werden analog zu den Termen zu Beginn der Ungleichungskette ab-

gescḧatz. Es folgt

≤ Cv,q,ε

|v∞|
3ε

1+ε

√
h
(
‖f‖1+ε + ‖f‖max{ 3q

3+q
,1+ε}

)
Also

‖gis+ih − gis‖q ≤
Cv,q,ε

|v∞|
3ε

1+ε

√
h
(
‖f‖1+ε + ‖f‖max{ 3q

3+q
,1+ε}

)
∀ q > 4/3(4.4.10)

Außerdem ist

ρψ (Ev∞,v(is+ ih)− Ev∞,v(is)) (f)

= ρψ (Ev∞(is+ ih)− Ev∞(is)) (f) + ρψ (Ev∞(is+ ih)gis+ih − Ev∞(is)gis) (f)

= ρψ (Ev∞(is+ ih)− Ev∞(is)) (f)

+ ρψ
(
E0
v∞(is+ ih)gis+ih − E0

v∞(is)gis + E∞
v∞(is+ ih)gis+ih − E∞

v∞(is)gis
)
(f)

= ρψ (Ev∞(is+ ih)− Ev∞(is)) (f)

+ ρψ
((
E0
v∞(is+ ih)− E0

v∞(is)
)
gis + E0

v∞(is+ ih) (gis+ih − gis)

+
(
E∞
v∞(is+ ih)− E∞

v∞(is)
)
gis + E∞

v∞(is+ ih) (gis+ih − gis)
)
(f)

=: T1 + T2 + T3 + T4 + T5

Wenden wir uns jedem Term einzeln zu:

‖T1‖p,2 ≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖p,2
∥∥E0

v∞(is+ ih)− E0
v∞(is)(f)

∥∥
∞,2

≤ Cρ,ψ ‖χ(is+ ih)− χ(is)‖ 1+ε
ε
,2 ‖f‖1+ε Def. 4.1.4, Young Ungleichung

≤ Cρ,ψ,ε

|v∞|
3ε

1+ε

√
|h|‖f‖1+ε (4.1.15)

‖T2‖p,2 ≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖p,2
∥∥E0

v∞(is+ ih)− E0
v∞(is)gis(f)

∥∥
∞,2

Darstellung in Definition 4.1.4 und Young’sche Ungleichung

≤ Cρ,ψ ‖χ(is+ ih)− χ(is)‖ 1+ε
ε
,2 ‖gis(f)‖1+ε

Der erste Faktor wird mit (4.1.15) abgeschätzt, der zweite mit (4.3.5)

≤ Cρ,ψ,ε

|v∞|
3ε

1+ε

√
|h|‖f‖1+ε
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Soähnlich scḧatzen wirT4 ab:

‖T4‖p,2 ≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖∞,2

∥∥(E∞
v∞(is+ ih)− E∞

v∞(is)
)
gis(f)

∥∥
p,2

[ShiKo, L. 3.3], Satz 4.2.10

≤ Cρ,ψ|h| ‖gis(f)‖p (4.3.5)

≤ Cρ,ψ|h|
(
‖f‖max{1+ε, 3p

3+p} + ‖f‖1+ε

)
≤ Cρ,ψ|h|

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
Weiter gehts mitT3: Wieder sei4/3 < θ < 3/2

‖T3‖p,2 ≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖p,2
∥∥E0

v∞(is+ ih) (gis+ih − gis) (f)
∥∥
∞,2

Darstellung in Definition 4.1.4,Young’sche Ungleichung und (4.1.9)

≤ Cρ,ψ ‖(gis+ih − gis) (f)‖θ

≤ Cv,p,ρ,ψ

|v∞|
3ε

1+ε

√
h ‖f‖1+ε (4.4.10)

und schließlich gilt f̈ur T5: NachHölder existiert einr ∈ [p,∞] so daß

‖T5‖p,2
≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖r,2

∥∥E∞
v∞(is+ ih) (gis+ih − gis) (f)

∥∥
max{θ,p},2

≤ Cp,ψ,ρ ‖(gis+ih − gis) (f)‖max{θ,p} [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

≤ Cv,p,ψ,ρ

|v∞|
3ε

1+ε

√
h
(
‖f‖1+ε + ‖f‖max{ 3p

3+p
,1+ε}

)
(4.4.10)

≤ Cv,p,ρ,ψ

|v∞|
3ε

1+ε

√
h
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
Zu (4.4.5):

Nach (4.3.15) ist

∂sρψEv∞,v(is)(f)

= ρ∂sψEv∞(is) (f + gis(f)) + (∂sρ)ψEv∞,v(is)(f)

= −ρψ ((∂sEv∞(is)) (f + gis(f)) + Ev∞(is)gisEv∞(is) (f + gis(f)))

+ (∂sρ)ψEv∞,v(is)(f)

= −ρψ
((
∂sE

0
v∞(is)

)
(f + gis(f)) +

(
∂sE

∞
v∞(is)

)
(f + gis(f))

+E0
v∞(is)gisE

∞
v∞(is) (f + gis(f)) + E0

v∞(is)gisE
0
v∞(is) (f + gis(f))

)
+E∞

v∞(is)gisE
∞
v∞(is) (f + gis(f)) + E∞

v∞(is)gisE
0
v∞(is) (f + gis(f))

)
+ (∂sρ)ψEv∞,v(is)(f)

=: T1 + . . .+ T7
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Es sei bemerkt, daß sowohlρ als auch∂sρ kompakten Tr̈ager bez̈uglichs haben.

Bis auf den Faktor∂sρ haben wirT7 schon bei (4.4.1) betrachtet.

‖T7‖p,2 ≤ ‖∂sρ‖∞,2 ‖ψEv∞,v(is)(f)‖p,2 ≤ Cρ,ψ,p
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)

∞∫
−∞

‖T1‖p,2 ds ≤
∞∫

−∞

‖ρ‖∞,2‖ψ‖p,2
∥∥(∂sE0

v∞(is)
)
(f + gis(f))

∥∥
∞,2

ds

Mit Darstellung in Definition 4.1.4 undYounggilt

≤ Cρ,ψ

∞∫
−∞

‖∂sχ(is)‖ 1
o(1)

,2 ‖f + gis(f)‖1+ε ds

Nach (4.1.17) und (4.3.5)

≤ Cρ,ψ,ε,p,v‖f‖1+ε

‖T2‖p,2 ≤ ‖ρ‖∞,2‖ψ‖∞,2

∥∥(∂sE∞
v∞(is)

)
(f + gis(f))

∥∥
p,2

≤ Cp,ρ,ψ ‖f + gis(f)‖p [ShiKo, L. 3.3], Satz 4.2.10

≤ Cp,ρ,ψ
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
(4.3.5),Hölder

Mit Hölder, Definition 4.1.4 und (4.1.9) gilt

‖T3‖p,2 ≤ Cρ,ψ
∥∥gisE∞

v∞(is) (f + gis(f))
∥∥

6
5

≤ Cρ,ψ,ε,p,v
∥∥E∞

v∞(is) (f + gis(f))
∥∥

1+ε
(4.3.5)

≤ Cρ,ψ,ε,p,v ‖f + gis(f)‖1+ε [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

≤ Cρ,ψ,ε,p,v ‖f‖1+ε (4.3.5)

Ähnlich gilt

∞∫
−∞

‖T4‖p,2 ds ≤ Cρ,ψ

∞∫
−∞

∥∥gisE0
v∞(is) (f + gis(f))

∥∥
6
5

ds

Nach (4.4.8) gibt es eins ≥ 4 und einr ≥ 12, so daß

≤ Cρ,ψ,ε,p,v

|v∞|
3ε

1+ε

∞∫
−∞

(
‖(∇∂λχ)‖s−o(1) + ‖(∂λχ)‖r−o(1)

+ ‖(∇∂λχ)‖3−o(1) + ‖(∂λχ)‖12−o(1)

)
‖f + gis(f)‖1+ε ds
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Nach (4.3.5), (4.1.16) und (4.1.17) ist

≤ Cρ,ψ,ε,p,v

|v∞|
3ε

1+ε

‖f‖1+ε

Mit Hölderund [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

‖T5‖p,2 ≤ Cρ,ψ
∥∥gisE∞

v∞(is) (f + gis(f))
∥∥
p

Anwendung von (4.3.5)

≤ Cρ,ψ,ε,p,v

(∥∥E∞
v∞(is) (f + gis(f))

∥∥
1+ε

+
∥∥E∞

v∞(is) (f + gis(f))
∥∥

max{1+ε, 3p
3+p}

)
[ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

≤ Cρ,ψ,ε,p,v

(
‖f + gis(f)‖1+ε + ‖(f + gis(f))‖max{1+ε, 3p

3+p}
)

Und mit (4.3.5) undHölder

≤ Cρ,ψ,ε,p,v
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
Wieder mitHölderund [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

∞∫
−∞

‖T6‖p,2 ds ≤ Cρ,ψ

∞∫
−∞

∥∥gisE∞
v∞(is) (f + gis(f))

∥∥
p
ds

Nach (4.4.8) gibt es eins ≥ 4 und einr ≥ 12, so daß

≤ Cρ,ψ,ε,p,v

|v∞|
3ε

1+ε

∞∫
−∞

(
‖(∇∂λχ)‖s−o(1) + ‖(∂λχ)‖r−o(1)

+ ‖(∇∂λχ)‖3−o(1) + ‖(∂λχ)‖12−o(1)

)
‖f + gis(f)‖1+ε ds

Nach (4.3.5), (4.1.16) und (4.1.17) ist

≤ Cρ,ψ,ε,p,v

|v∞|
3ε

1+ε

‖f‖1+ε

Da in allen F̈allenε in Abhängigkeit vonp > 1 geẅahlt wurde, folgt die Behauptung.

Nun zu (4.4.6):

Der übersichtlicheren Schreibweise wegen sei für den Rest dieses Beweises folgende Notation

eingef̈uhrt
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E := Ev∞(is)

Eh := Ev∞(is+ ih)

g := gis(f)

gh := gis+ih(f)

∂

∂s
:= ′

Etwas schlampig geschrieben sollg undgh aber auch f̈ur die Operatorengis und für gis+ih stehen,

wenn in der Notation unmittelbar danach noch ein Operator oder eine Funktion folgt.

Es ist nach (4.3.15) und (4.3.14)

∂sρψ (Ev∞,v (is+ ih)− Ev∞,v (is))

= ρ′ψ (Eh (f + gh)− E (f + g))

+ ρψ (E ′
h (f + gh)− EhghEh (f + gh)− E ′ (f + g) + EgE (f + g))

= ρ′ψ (Eh (f + gh)− E (f + g)) + ρψ
(
(E ′

h − E ′) (f + g) + E ′
h (gh − g)

− (Eh − E) ghEh (f + gh)− EgE (gh − g)− E (ghEh − gE) (f + gh)
)

= ρ′ψ (Eh (f + gh)− E (f + g)) + ρψ
(

(
E0
h
′ − E0′

)
(f + g) + E0

h
′
(gh − g)

+
(
E∞
h
′ − E∞′) (f + g) + E∞

h
′ (gh − g)

−
(
E0
h − E0

)
ghE

0
h (f + gh)

−
(
E0
h − E0

)
ghE

∞
h (f + gh)

− (E∞
h − E∞) ghE

0
h (f + gh)

− (E∞
h − E∞) ghE

∞
h (f + gh)

− E0gE0 (gh − g)

− E0gE∞ (gh − g)

− E∞gE0 (gh − g)

− E∞gE∞ (gh − g)

− E0 (ghEh − gE) (f + gh)

− E∞ (ghEh − gE) (f + gh)
)

=: T1 + . . .+ T15

Betrachten wir uns wieder jeden Term einzeln. Bis aufρ′, das mitHölderwegen des beschränkten

Träger herausgezogen werden kann, ist‖T1‖p,2 ≤ C/|v∞|
3ε

1+ε

√
|h|
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
gerade Aus-

sage von (4.4.4).

Mit Hölder, Youngund Darstellung in Definition 4.1.4 ist
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∞∫
−∞

‖T2‖p,2 ds ≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖p,2

γ∫
−γ

‖∂sχ(is+ ih)− ∂sχ(is)‖ 1+ε
ε
,2‖f + gis(f)‖1+ε ds

Ungleichung (4.3.5) angewendet

≤ Cρ,ψ,p‖f‖1+ε

γ∫
−γ

‖∂sχ(is+ ih)− ∂sχ(is)‖ 1+ε
ε
,2 ds

Anwendung von (4.1.19) liefert

≤ Cρ,ψ,ε,γ,p
√
|h|‖f‖1+ε

∞∫
−∞

‖T3‖p,2 ds ≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖p,2

γ∫
−γ

‖∂sχ(is+ ih)‖4−o(1),2‖gis+ih(f)− gis(f)‖ 4
3
+ε ds

Ungleichung (4.4.10) und (4.1.18) ergibt

≤ Cρ,ψ,ε,γ,p

|v∞|
3ε

1+ε

√
|h|‖f‖1+ε

T4 folgt unmittelbar aus [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] und (4.3.5):

‖T4‖p,2 ≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖∞,2

∥∥(E∞
v∞(is+ ih)− E∞

v∞(is)
)
(f + gis(f))

∥∥
p,2

≤ Cρ,ψ,p|h| ‖f + gis(f)‖p
≤ Cρ,ψ,p|h|

(
‖f‖1+ε + ‖f‖max{1+ε, 3p

3+p}
)

≤ Cρ,ψ,p|h|
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
Für T5 gilt mit [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] : Es gibt einr ∈ (4,∞] so daß

‖T5‖p,2 ≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖r,2 ‖gis+ih(f)− gis(f)‖max{ 4
3
+ε,p}

Und mit (4.4.10) folgt

≤ Cρ,ψ,p

|v∞|
3ε

1+ε

(
‖f‖1+ε + ‖f‖max{1+ε, 3p

3+p}
)

≤ Cρ,ψ,p

|v∞|
3ε

1+ε

√
|h|
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
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Mit der Darstellung aus Definition 4.1.4 folgt zusammen mit Hölder und einem noch näher zu

bestimmenden2 > θ > 0
∞∫

−∞

‖T6‖p,2 ds

≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖p,2

γ∫
−γ

‖χ(is+ ih)− χ(is)‖4−θ,2 ‖gis+ihE
0
v∞(is+ ih)

(
id +gis+ih

)
(f)‖ 4−θ

3−θ
ds

Nach Abscḧatzung (4.4.7) gibt es ein4 < s = s0(4−θ)
s0(3−θ)−4+θ

, s0 > 2, so daß

≤ Cρ,ψ,s,v

|v∞|max{0, 2θ−2
4−θ

}

γ∫
−γ

‖χ(is+ ih)− χ(is)‖4−θ,2

(
‖∇∂sχ‖s(1−o(1)) + ‖∂sχ‖ 1+ε

ε

)
‖f‖1+ε ds

NachHölder ist ‖.‖4−δ ≤ ‖.‖λ4‖.‖1−λ
4−(1+δ)θ mit λ = λ(δ, θ) = 4δ

(1+δ)(4−θ) und nach (4.1.15) ist∥∥χ(is + ih) − χ(is)
∥∥

4,2
< Cδ

√
h
λ(δ)|v∞|−3λ/4. Weder beiθ noch beiδ kommt es auf Kleinheit

an. Es gilt mit m̈oglicherweise verschiedenenδ1, δ2 undλ1, λ2

≤ ‖f‖1+ε

γ∫
−γ

Cρ,ψ,δ
√
h
λ1

|v∞|
3
4
λ1+max{0, 2θ−2

4−θ
}
‖χ(is+ ih)− χ(is)‖1−λ2

4−(1+δ1)θ,2 ‖∂sχ‖ 1+ε
ε

+
Cρ,ψ,δ

√
h
λ2

|v∞|
3
4
λ2+max{0, 2θ−2

4−θ
}
‖χ(is+ ih)− χ(is)‖1−λ2

4−(1+δ2)θ,2 ‖∇∂sχ‖s(1−o(1)) ds

≤ ‖f‖1+ε
Cρ,ψ,δ

|v∞|
3
4

max{λ1,λ2}+max{0, 2θ−2
4−θ

}

(

√
h
λ1

 γ∫
−γ

‖χ(is+ ih)− χ(is)‖(1−λ1)y
4−(1+δ1)θ,2 ds

 1
y
 γ∫
−γ

‖∂sχ‖y
′

1+ε
ε

ds

 1
y′

+
√
h
λ2

 γ∫
−γ

‖χ(is+ ih)− χ(is)‖(1−λ2)x
4−(1+δ2)θ,2 ds

 1
x
 γ∫
−γ

‖∇∂sχ‖x
′

s(1−o(1)) ds

 1
x′)

Die 4 Integrale sollen verm̈oge (4.1.17) und (4.1.18) von Seite 40 abgeschätzt werden. Der Expo-

nent im 2. Integral ist gerade so gewählt, daß das Integral für hinreichend kleinesε > 0 endlich

ist. Die anderen Integrale können passend abgeschätzt werden, falls

(4− (1 + δ1)θ)(4− (1 + δ1)θ)
′ ≤ (1− λ1)y ≤

5

3
1. Integral, gem̈aß (4.1.18)(

1 + ε

ε

)′
≤ y′ <

5

3
2. Integral, gem̈aß (4.1.17)

(4− (1 + δ1)θ)
′ ≤ (1− λ2)x ≤

5

3
3. Integral, gem̈aß (4.1.18)

s′ ≤ x′ <
5

3
4. Integral, gem̈aß (4.1.17)
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Ist λ2 > 2/3, dann gibt es stets einε > 0 und ein5 < y < (1 + ε)/ε mit (1− λ1)y < 5/3. Die 4

Bedingungen sind somitäquivalent zu

(4− (1 + δ1)θ)
′ =

4− (1 + δ1)θ

3− (1 + δ1)θ
<

5

3
undλ2 >

2

3

max
{ 4− (1 + δ2)θ

(3− (1 + δ2)θ)(1− λ2)
,
5

2

}
< x < min

{
s,

5

3(1− λ2)

}
Wählt man z.B.s0 = 2.5, δ1 = 0.5, δ2 = 1.5, θ = 0.5 so ist(4−(1+δ1)θ)

′ = 1.4, λ1 = 0.38, λ2 =

0.686, (4− (1 + δ2)θ)
′ = 1.57,max = 2.5, s = 3.15,min = 2.69. Diese Zahlenbeispiele erfüllen

offensichtlich die Erfordernise. Ẅahlt manüebrdies hinausθ in Abhängigkeit vonε hinreichend

nah an(4− θ)/(2 + θ), etwa durchδ2 = (4− θ)/(2 + θ) + o(1), so l̈aßt sichλ2 in Abhängigkeit

von ε beliebig nah an2/3 einstellen. Also ist

∞∫
−∞

‖T6‖p,2 ds ≤
Cρ,ψ,δ

|v∞|
3
4

max{λ1,λ2}+max{0, 2θ−2
4−θ

}

(√
h
λ1+(1−λ1)√

h
λ2+(1−λ2))

‖f‖1+ε

≤ Cρ,ψ,δ
√
h

|v∞|
1
2
+o(1)

‖f‖1+ε

Wieder mit der Darstellung aus Definition 4.1.4 zusammen mitHölder

∞∫
−∞

‖T7‖p,2 ds

≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖p,2

γ∫
−γ

‖χ(is+ ih)− χ(is)‖ 1
o(1)

,2 ‖gis+ihE
∞
v∞(is+ ih)(f + gis+ih(f))‖1+ε ds

(4.3.5), [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] und nochmal (4.3.5) zeigt

≤ Cρ,ψ,p‖f‖1+ε

γ∫
−γ

‖χ(is+ ih)− χ(is)‖ 1
o(1)

,2 ds

(4.1.18) ergibt schließlich

≤ Cρ,ψ,p,γ
√
|h|‖f‖1+ε

Mit [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] folgt: Es gibt einr ∈ [6,∞], so daß

∞∫
−∞

‖T8‖p,2 ds

≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖r,2|h|
γ∫

−γ

∥∥gis+ihE0
v∞(is+ ih)(f + gis+ih(f))

∥∥
max{ 4

3
+ε,p} ds
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Nun gehts weiter wie beiT6: Abscḧatzung (4.4.8) und (4.1.15): Es gibt endl. vielesi > 4, so daß

≤ Cρ,ψ,ε|h|
∑
i∈I

γ∫
−γ

‖f + gis+ih(f)‖1+ε

(
‖∇∂sχ(is+ ih)‖si

+ ‖∂sχ(is+ ih)‖ 1+ε
ε

)
ds

gis+ih mit (4.3.5) abgescḧatzt undHölder

≤ Cρ,ψ,ε|h|‖f‖1+ε

∑
i∈I

γ∫
−γ

(
‖∇∂sχ(is+ ih)‖si

+ ‖∂sχ(is+ ih)‖ 1+ε
ε

)
ds

Nun ist (4.1.17) anwendbar, also

≤ Cρ,ψ,ε|h|‖f‖1+ε

Wieder [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] zusammen mitHölder: Es gibt einr ∈ [6,∞], so daß

‖T9‖p,2 ≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖r,2|h|‖gis+ihE∞
v∞(is+ ih)(f + gis+ih(f))‖max{ 6

5
,p}

(4.3.5), [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] und nochmal (4.3.5) zeigt

≤ Cρ,ψ,p|h|
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
Um die Abscḧatzung vonT10 vorzunehmen, zeigen wir zunächst das Folgende: Wegen der Dar-

stellung vongλ(f) = −BEv∞(λ)(f)− BEv∞(λ)gλ(f) ist

gh − g = −B (Eh − E) (f + g)− BE (gh − g)

und daher nach Definition vonB und (4.2.9)

‖gh − g‖1+ε

≤ Cv

(∥∥∇ (E0
h − E0

)
(f + g)

∥∥
2+o(1)

+
∥∥(E0

h − E0
)
(f + g)

∥∥
4+o(1)

+ ‖(E∞
h − E∞) (f + g)‖1+ε,1 + ‖E∞

h (gh − g)‖ 4
3
+ε,1

+
∥∥∇E0

h (gh − g)
∥∥

2+o(1)
+
∥∥E0

h (gh − g)
∥∥

4+o(1)

)
Darstellung aus Definition 4.1.4,YoungUngleichung, (4.3.5), [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

≤ Cv

(
‖∇ (χ(is+ ih)− χ(is))‖2+o(1) ‖f‖1+o(1)

+ ‖(χ(is+ ih)− χ(is))‖4+o(1) ‖f‖1+o(1) + |h| ‖f‖1+ε + ‖gh − g‖ 4
3
+ε

+ ‖F(∇χ)(is+ ih)‖( 4
3
+o(1))′ ‖gh − g‖ 4

3
+o(1) + ‖χ(is+ ih)‖2+o(1) ‖gh − g‖ 4

3
+o(1)

)
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Ungleichungen (4.1.15) und (4.1.9) sind anwendbar

≤ Cv,ε

(
|v∞|−

3
4

√
|h|‖f‖1+o(1) + |v∞|−

1
4 ‖gh − g‖ 4

3
+ε

)
Mit (4.4.10) folgt

‖gis+ih(f)− gis(f)‖1+ε ≤ Cv,σ0

√
|h||v∞|−

3
4

(
‖f‖1+o(1) + ‖f‖1+ε

)
(4.4.10’)

Somit k̈onnen wir nunT10 angehen: Verwenden wir wieder Darstellung aus Definition 4.1.4

∞∫
−∞

‖T10‖p,2 ds ≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖p,2

γ∫
−γ

‖χ(is)‖4−o(1),2

∥∥gisE0
v∞(is) (gis+ih − gis) (f)

∥∥
4
3
+ε

ds

Als nächstes (4.1.9) und wieder Darstellung aus Definition 4.1.4. Nach Formel (4.4.8) existieren

endl. vielesi > 4, so daß

≤ Cρ,ψ,p
∑
i∈I

γ∫
−γ

(
‖∇∂sχ(is)‖si

+ ‖∂sχ(is)‖ 1+ε
ε

)
‖(gis+ih − gis) (f)‖1+ε ds

Nun (4.4.10’) und (4.1.17). Außerdemε so klein ẅahlen, daßo(1) ≤ p− 1

≤ Cρ,ψ,p,σ0

√
|h||v∞|−

3
4

(
‖f‖1+o(1) + ‖f‖1+ε

)

‖T11‖p,2 ≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖p,2 ‖χ(is)‖4−o(1),2

∥∥gisE∞
v∞(is) (gis+ih − gis) (f)

∥∥
4
3
+ε

Formel (4.1.9), (4.3.6) und [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

≤ Cρ,ψ,p ‖(gis+ih − gis) (f)‖ 4
3
+ε

Nach (4.4.10) folgt

≤ Cρ,ψ,p

|v∞|
3ε

1+ε

√
|h|
(
‖f‖1+o(1) + ‖f‖1+ε

)
Nach [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] gibt es eint = t(p) ∈ (4,∞], so daß

∞∫
−∞

‖T12‖p,2 ds ≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖t,2

γ∫
−γ

∥∥gisE0
v∞(is) (gis+ih − gis) (f)

∥∥
max{ 4

3
+ε,p} ds

Nach Formel (4.4.8) existieren endl. vielesi > 4, so daß

≤ Cρ,ψ,p
∑
i∈I

γ∫
−γ

(‖∇∂sχ(is)‖si
+ ‖∂sχ(is)‖∞) ‖(gis+ih − gis) (f)‖1+ε ds



106 KAPITEL 4. OSEEN-GLEICHUNG IN R3

Nun (4.4.10’) und (4.1.17). Außerdemε so klein ẅahlen, daßo(1) ≤ p− 1

≤ Cρ,ψ,p,ε
√
|h||v∞|−

3
4

(
‖f‖1+o(1) + ‖f‖1+ε

)
Nach [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] gibt es eint = t(p) ∈ (4,∞], so daß

‖T13‖p,2 ≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖t,2
∥∥gisE∞

v∞(is) (gis+ih − gis) (f)
∥∥

max{ 4
3
+ε,p}

Formel (4.3.5) und [ShiKo, Lemma 3.1,3.3]

≤ Cρ,ψ,p ‖(gis+ih − gis) (f)‖1+ε

Nach (4.4.10’) undε hinreichend klein folgt

≤ Cρ,ψ,p
√
|h||v∞|−

3
4

(
‖f‖1+o(1) + ‖f‖1+ε

)
Wegen der Darstellunggλ(f) = −BEv∞(λ)(f + gλ(f)) =: −BE(f + g) ist

ghEh − gE = −BEhEh + BEE − BEhghEh + BEgE
= −B (EhEh − EE)− BE (ghEh − gE)− B (Eh − E) ghEh

Somit ist f̈ur einp ≥ 4/3 + ε

‖(ghEh − gE) (f)‖p
≤ Cv

(
‖B (E ′

h − E ′) (f)‖p + ‖B (Eh − E) ghEh(f)‖p

+
∥∥BE0 (ghEh − gE) (f)

∥∥
p
+ ‖BE∞ (ghEh − gE) (f)‖p

)
Nach Definition vonB gibt es einr ≥ 4, so daß

≤ Cv

(
‖B (E ′

h − E ′) (f)‖p + ‖B (Eh − E) ghEh(f)‖p +
∥∥∇E0 (ghEh − gE) (f)

∥∥
r+o(1)

+
∥∥E0 (ghEh − gE) (f)

∥∥
1

o(1)

+ ‖E∞ (ghEh − gE) (f)‖p,1
)

NachYoungUngleichung, Dartsellung in Definition 4.1.4 und (4.1.9) und Soboleveinbettung folgt

≤ Cv

(
‖B (E ′

h − E ′) (f)‖p + ‖B (Eh − E) ghEh(f)‖p

+ ‖(ghEh − gE) (f)‖ 4
3
+ε + ‖E∞ (ghEh − gE) (f)‖max{ 4

3
+ε, 3p

3+p},2
)

Nach [ShiKo, Lemma 3.3] bzw. Satz 4.2.10 folgt

≤ Cv

(
‖B (E ′

h − E ′) (f)‖p + ‖B (Eh − E) ghEh(f)‖p

+ ‖(ghEh − gE) (f)‖ 4
3
+ε + ‖(ghEh − gE) (f)‖max{ 4

3
+ε, 3p

3+p}
)
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Ist max
{

4
3

+ ε, 3p
3+p

}
> 4/3 + ε, so wiederhole man obige Schritte mit dem dritten Summand

iterativ so oft, bis die Grenze4/3+ ε erreicht ist. Dazu sind ḧochstens noch zwei weitere Schritte

notwendig. Es gibt daher endlich viele (höchstens drei)pi ∈ [4/3 + ε, p] so daß

≤ Cv
∑
i

(
‖B (E ′

h − E ′) (f)‖pi
+ ‖B (Eh − E) ghEh(f)‖pi

+ ‖(ghEh − gE) (f)‖ 4
3
+ε

)
Wegen der Darstellung (4.3.9)g = −ΓBE und mit (4.3.14) istghEh − gE = −ΓhBEhEh +

ΓBEE = ΓB (E ′
h − E ′) −

(
Γh − Γ

)
BEhEh und wegenΓ−1 = BE + id ist ähnlich der ersten

Umformung in Beweis zu Hilfssatz 4.3.4Γh − Γ = ΓB(Eh − E)Γh also

≤ Cv
∑
i

(
‖B (E ′

h − E ′) (f)‖pi
+ ‖B (Eh − E) ghEh(f)‖pi

+ ‖ΓB (E ′
h − E ′) (f)‖ 4

3
+ε +

∥∥ΓB(Eh − E) ΓhBEh︸ ︷︷ ︸
=−gh

Eh(f)
∥∥

4
3
+ε

)
≤ Cv

∑
i

(
‖B (E ′

h − E ′) (f)‖pi
+ ‖B (Eh − E) ghEh(f)‖pi

+ ‖ΓB (E ′
h − E ′) (f)‖ 4

3
+ε +

∥∥ΓB(Eh − E)ghEh(f)
∥∥

4
3
−ε

)
(4.3.10) und DarstellungE = E0 + E∞ liefern mit ver̈andertenpi’s

≤ Cv,ε
∑
i

(
‖B (E ′

h − E ′) (f)‖pi
+ ‖B (Eh − E) ghEh(f)‖pi

)
Also

‖(ghEh − gE) (f)‖p

(4.4.11)

≤ Cv,ε
∑
endl.i

pi∈[ 4
3
+ε,p]

(
‖B (E ′

h − E ′) (f)‖pi
+ ‖B (Eh − E) ghEh(f)‖pi

)
∀ p ≥ 4

3
+ ε

Nun zu den letzten beiden Termen:

∞∫
−∞

‖T14‖p,2 ds ≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖p,2

γ∫
−γ

‖χ(is)‖4+o(1),2

∥∥(gis+ihEv∞(is+ ih)− gisEv∞(is)
)
(f + gis+ih(f))

∥∥
4
3
+ε
ds

Nach (4.1.9) und (4.4.11) ist

≤ Cv,ρ,ψ,ε

γ∫
−γ

∑
i

(
‖B (E ′

h − E ′) (f + gis+ih(f))‖pi

+ ‖B (Eh − E) ghEh(f + gis+ih(f))‖pi

)
ds
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Analog gilt für T15: Es gibt einr = r(p) ∈ [4,∞] so daß nach [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

∞∫
−∞

‖T15‖p,2 ds ≤ ‖ρ‖∞‖ψ‖r,2

γ∫
−γ∥∥(gis+ihEv∞(is+ ih)− gisEv∞(is)

)
(f + gis+ih(f))

∥∥
max{ 4

3
+ε,p} ds

Nach (4.4.11) ist

≤ Cv,ρ,ψ,ε

γ∫
−γ

∑
i

(
‖B (E ′

h − E ′) (f + gis+ih(f))‖pi

+ ‖B (Eh − E) ghEh(f + gis+ih(f))‖pi

)
ds

Betrachten wir die jeweiligen Summanden einzeln: Zu einempi ≥ 4/3 + ε gibts nach Definition

vonB und Aufteilung vonE = E0 + E∞ ein r ≥ 4, so daß

γ∫
−γ

‖B (E ′
h − E ′) (f + gis+ih(f))‖pi

ds

≤ Cv

γ∫
−γ

(∥∥(E∞
h
′ − E∞′) (f + gis+ih(f))

∥∥
pi,1

+
∥∥∥(E0

h
′ − E0′

)
(f + gis+ih(f))

∥∥∥
∞

+
∥∥∥∇(E0

h
′ − E0′

)
(f + gis+ih(f))

∥∥∥
r+o(1)

ds

)

Den ersten Term mit [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] und (4.3.5); die beiden anderen Terme mitYoung

Ungleichung, (4.3.5) und (4.1.19) ergibt schon wegen4/3 + ε ≤ pi ≤ p

≤ Cv,ε
√
|h|‖f‖1+ε

Der letzte Summand wird̈ahnlich zu den TermenT6, . . . , T9 aufgespaltet und abgeschätzt, genau-

er gesagt gibt es zupi ≥ 4/3 + ε nach Definition vonB ein ri ≥ 4, so daß

γ∫
−γ

‖B (Eh − E) ghEh(f + gis+ih(f))‖pi
ds

≤ Cv,ε

γ∫
−γ

∥∥∇ (E0
h − E0

)
ghE

0
h(f + gis+ih(f))

∥∥
ri+o(1)

ds

+ Cv,ε

γ∫
−γ

∥∥∇ (E0
h − E0

)
ghE

∞
h (f + gis+ih(f))

∥∥
ri+o(1)

ds

+ Cv,ε

γ∫
−γ

∥∥∇ (E∞
h − E∞) ghE

0
h(f + gis+ih(f))

∥∥
ri+o(1)

ds
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+ Cv,ε

γ∫
−γ

‖∇ (E∞
h − E∞) ghE

∞
h (f + gis+ih(f))‖ri+o(1) ds

+ Cv,ε

γ∫
−γ

∥∥(E0
h − E0

)
ghE

0
h(f + gis+ih(f))

∥∥
1

o(1)

ds

+ Cv,ε

γ∫
−γ

∥∥(E0
h − E0

)
ghE

∞
h (f + gis+ih(f))

∥∥
1

o(1)

ds

+ Cv,ε

γ∫
−γ

∥∥(E∞
h − E∞) ghE

0
h(f + gis+ih(f))

∥∥
1

o(1)

ds

+ Cv,ε

γ∫
−γ

‖(E∞
h − E∞) ghE

∞
h (f + gis+ih(f))‖ 1

o(1)
ds

≤ Cv,ε

γ∫
−γ

‖∇ (χ(is+ ih)− χ(is))‖t+o(1)

∥∥ghE0
h(f + gis+ih(f))

∥∥
4
3
+o(1)

ds t ≥ 2

+ Cv,ε

γ∫
−γ

‖∇ (χ(is+ ih)− χ(is))‖ri+o(1) ‖ghE
∞
h (f + gis+ih(f))‖1+ε ds

+ Cv,ε,γ|h|
γ∫

−γ

∥∥ghE0
h(f + gis+ih(f))

∥∥
ri+o(1)

ds

+ Cv,ε,γ|h|
γ∫

−γ

‖ghE∞
h (f + gis+ih(f))‖ri+o(1) ds

+ Cv,ε

γ∫
−γ

‖(χ(is+ ih)− χ(is))‖4−o(1)

∥∥ghE0
h(f + gis+ih(f))

∥∥
4
3
+o(1)

ds

+ Cv,ε

γ∫
−γ

‖(χ(is+ ih)− χ(is))‖ 1
o(1)

‖ghE∞
h (f + gis+ih(f))‖1+ε ds

+ Cv,ε,γ|h|
γ∫

−γ

∥∥ghE0
h(f + gis+ih(f))

∥∥
1

o(1)

ds

+ Cv,ε

γ∫
−γ

‖(E∞
h − E∞) ghE

∞
h (f + gis+ih(f))‖q,2 ds q <

3

2
Soboleveinbettung

≤ Cv,ε
√
|h||v∞|−

1
2
−o(1)

∑
i∈I

‖f‖1+ε

γ∫
−γ

(
‖∇χ(is+ ih)‖si

+

+ ‖χ(is+ ih)‖∞) ds si > 4, (4.1.15),(4.4.8),(4.3.5)
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+ Cv,ε
√
|h|‖f‖1+ε (4.1.15),(4.3.5),[ShiKo, L. 3.3], Satz 4.2.10,(4.3.5)

+ Cv,ε,γ|h|‖f‖1+ε

∑
i∈I

γ∫
−γ

(
‖∇χ(is+ ih)‖si

+

+ ‖χ(is+ ih)‖∞) ds si > 4, (4.4.8),(4.3.5)

+ Cv,ε
√
|h|
(
‖f‖1+ε + ‖f‖max{1+ε, 3p

3+p}
)

(4.3.5),[ShiKo, L. 3.3], Satz 4.2.10,(4.3.5)

+ Cv,ε
√
|h||v∞|−

1
2
−o(1)‖f‖1+ε

∑
i∈I

γ∫
−γ

(
‖∇χ(is+ ih)‖si

+ ‖χ(is+ ih)‖∞) ds si > 4, (4.1.15),(4.4.8),(4.3.5)

+ Cv,ε
√
|h||v∞|− o(1)‖f‖1+ε (4.1.15),(4.3.5),[ShiKo, L. 3.3], Satz 4.2.10,(4.3.5)

+ Cv,ε,γ|h|‖f‖1+ε

∑
i∈I

γ∫
−γ

(
‖∇χ(is+ ih)‖si

+ ‖χ(is+ ih)‖∞) ds si > 4, (4.4.8),(4.3.5)

+ Cv,ε,γ|h|‖f‖1+ε (4.3.5), [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] , (4.3.5)

Und mit (4.1.17) undHölder folgt schließlich

≤ Cv,ε,γ,ψ
√
|h||v∞|−

1
2
−o(1)‖f‖1+ε

Insgesamt folgt also für T14 undT15:

∞∫
−∞

(‖T14‖p,2 + ‖T15‖p,2) ds ≤ Cv,ρ,ψ,ε
√
|h||v∞|−

1
2
−o(1)‖f‖1+ε

Insgesamt gilt f̈ur (4.4.6)

∞∫
−∞

15∑
i=1

‖Ti‖p,2 ds ≤ Cv,p,ρ,ψ,ε
√
h|v∞|−

3
4

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε + ‖f‖1+o(1)

)
wobei o(1) eine Landaufunktion ist mito(1) → 0 für ε > 0 und o(1) > 0. Setzen wir̃ε :=

min{ε, o(1)} für hinreichend kleinesε, so gilt (4.4.6) mit̃ε stattε. Erneute Umbenennung voñε

in ε zeigt die Behauptung. �



Kapitel 5

Oseen-Gleichung im AußenraumΩ

5.1 Parametrix und Resolventenabscḧatzung

Mit diesem Kapitel halten wir uns bezüglich der Beweisstruktur dicht an die Vorlage von [ShiKo].

Von Kapitel 4.2 her ist die Existenz einer Lösung der vollen Oseengleichung bekannt. Die für die

Resolventenabschätzung fehlenden Eindeutigkeitsaussagen unter gewissen a priori Abschätzung-

en werden in den n̈achsten S̈atzen behandelt. Im Gegensatz zu [ShiKo] betrachten wir hier die

RäumeLp(Ω) ∩ L1+ε(Ω), stattLpr(Ω). Der kleine Unterschied ist wichtig, da die ProjektionPΩ

auf den divergenzfreien Teil zwar beschränkt ist, nicht aber beschränkte Tr̈ager erḧalt.

Für das weitere Vorgehen, insbesondere um das Zeitverhalten der Oseenhalbgruppe mit Hilfe

der Integraldarstellung zu berechnen, ist das Verhalten der Lösungsoperatoren beiλ ↘ 0 wich-

tig. Zu einer gleichm̈aßigen Integralabschätzung verm̈oge eines Kompaktuumsschluß führt kein

Weg an dem Fallλ = 0 vorbei. Um zuf ∈ Lpr(R3) oder zuf ∈ Lp(Ω) ∩ L1+ε(Ω) tats̈achlich

∇2E0
0(f) ∈ Lp(R3) zu zeigen, ẅurden wir gerne‖∇2E0

0(f)‖p ≤ C‖∇2χ‖1‖f‖p ≤ C‖f‖p
vermöge (4.1.9) abscḧatzen. Leider bekommen wir dabei Probleme mit derHausdorff-Young

Ungleichung, die nur Normexponenten von≥ 2 auf der linken Seite zuläßt. Ein Ausweg ẅare∣∣∂αxχ(x)
∣∣ direkt zu berechnen und nicht wie in Satz 4.1.5 mit der Fouriertransformierten. In

[ShiKo, Lemma 3.8] wurde genau das getan, allerdings nur für |α| ≤ 1, so daß sowohl die

Abscḧatzung‖∇2E0(f)‖p ≤ C‖f‖p, als auch∇2E0(f) ∈ Lp(R3) im Fall λ = 0 noch zu

beweisen sind. Diese Aussagen folgen auch nicht wie in [ShiKo, Lemma 3.4] behauptet aus

[Hörmander, Theorem 7.9.5] oder der Variante [ShiKo, Proposition 3.2]. Jedoch bleiben alle wei-

teren Aussagen bis auf den Fallλ = 0 gültig. Möchte man jedoch darauf bestehen auch den Fall

λ = 0 unter Kontrolle zu bringen, so kann man wenigstens für p > 4/3 vermöge (4.1.4), (4.1.9)

und [Friedmann, Theorem 9.3, S. 24] berechnen:∥∥∇2E0(f)
∥∥

4
3
+ε

≤ Cε
∥∥∇4E0(f)

∥∥ 1
2

1+o(1)

∥∥E0(f)
∥∥ 1

2

2+o(1)

≤ Cε ‖f‖
1
2

1+o(1) ‖χ‖
1
2

2+o(1) ‖f‖
1
2

1+o(1)

≤ Cε‖f‖1+o(1)

111
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Wir möchten die L̈osung der Oseengleichung als Kombination von einer Lösung auf beschränkten

Gebieten und einer auf ganzR3 angeben. Dazu ist es notwendig Funktionen einerseits divergenz-

frei abzuschneiden und andererseits divergenzfrei fortzusetzen. Eine elegante Methode, die auch

schon in [ShiKo] verwendet wurde, ist die mit Hilfe des Lemmas vonBogovskii:

Satz 5.1.1 (Bogovskii)Sei1 < p < ∞, m ≥ 0 eine ganze Zahl undD ⊂ R3 ein beschr̈anktes

Gebiet. SeiW̄m,p
0 (D) := {f ∈ Wm,p

0 (D)|
∫
D
f(x) dx = 0} die Menge der mittelwertfreien

Sobolevfunktionen. Dann gibt es ein OperatorB : W̄m,p
0 (D) → Wm+1,p

0 (D)
3

so daß

divB(f) = f in D und ‖B(f)‖p,m+1,D ≤ Cp,m,D‖f‖p,m,D(5.1.1)

Beweis: Siehe [Bog1], [Bog1] oder [GiSo, Lemma 2.1] oder [Galdi1, III.3] oder [Iwa, Proposition

2.6]. �

Der eigentliche Clou bei der Verwendung von Abschneidetechniken ist die folgende Folgerung

aus Satz 5.1.1, die schon in [ShiKo] verwendet wurde, dort bewiesen wurde und die ich hier nur

zitiere.

Folgerung 5.1.2 Sei1 < p < ∞ undG = Ω,Ω ∩ Br(0) oderR3, wobeir mindestens so groß

ist, daß∂Ω ∩ ∂Br−1(0) = ∅. Seim ≥ 1 eine ganze Zahl,ϕ ∈ C∞0 (R3) eine Abschneidefunktion

mit ϕ(x) = 1 für |x| ≤ r − 1 undϕ(x) = 0 für |x| ≥ r. Ist u ∈ Wm,p
loc (G)3, divu = 0 in G

undu = 0 auf∂G, dann ist(∇ϕ) · u ∈ W̄m,p
0 (Br(0) \Br−1(0)). Insbesondere istB((∇ϕ) · u) ∈

Wm+1,p
0

(
Br(0) \Br−1(0)

)3
, divB

(
(∇ϕ) · u

)
= (∇ϕ) · u und

‖B((∇ϕ) · u)‖p,m+1,R3 ≤ Cp,m,ϕ,r‖u‖p,m,Br(0)\Br−1(0)(5.1.2)

Istu ∈ Wm,p
loc (Ω)3, divu = 0 in Ω undu = 0 auf∂Ω, dann existiert einw ∈ Wm,p

loc (R3)
3 mitu = w

in Ω und divw = 0 in R3. Ist dar̈uberhinausu ∈ Wm,p(Ω)3, dann ist auchw ∈ Wm,p(R3)
3 und

es ist‖w‖p,m,R3 ≤ Cp,m‖u‖p,m,Ω

Beweis: Siehe [ShiKo, Proposition 2.4]. Dort verwendet:Poincaŕe Ungleichung, Lemma von

Bogovskii und Divergenztheorem. �

Kommen wir nun zur Konstruktion einer Lösung von Oseen aufΩ. Es sei hier noch einmal an die

Bezeichnungen in Kapitel 3 und 4.2 erinnert, insbesondere an die beiden Lösungsoperatoren auf

beschr̈ankten GebietenL(λ, f, c) für die Geschwindigkeit ,I(λ, f, c) für den Druck und an die

beiden L̈osungsoperatoren auf unbeschränkten GebietenEv∞,v,λ bzw.Ev∞,λ für die Geschwin-

digkeit ,Π bzw.Πv für den Druck.

Satz 5.1.3 (Parametrix) Sei1 < p <∞, ε > 0 hinreichend klein,v∞ 6= 0, f ∈ Lp(Ω)∩L1+ε(Ω),

Re(λ) ≥ 0 undK ⊂ {λ ∈ C : Re(λ) ≥ 0, λ 6= 0} eine kompakte Menge. Bezeichnefo die
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Fortsetzung auf ganzR3 vonf mit 0. Seiϕ ∈ C∞0 wieder eine Abschneidefunktion mitϕ(x) = 1

für |x| ≤ r − 2 undϕ(x) = 0 für |x| ≥ r − 1 undc = c(f) :=
∫
Br(0)

Πv(f0)(x) dx. Definiere

Φv∞,λ(f) := (1− ϕ)Ev∞,v,λ(f0) + ϕL(λ, f |Ωr , c)

+ B
(
(∇ϕ) · Ev∞,v,λ(f0)

)
− B

(
(∇ϕ) · L(λ, f |Ωr , c)

)
Pv∞,λ(f) := (1− ϕ)Πv(f0) + ϕI(λ, f |Ωr , c)

(5.1.3)

Dann gilt für 1 < q ≤ p

‖Φv∞,λ(f)‖q,2 ≤ Cq,p,r,ϕ,K
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε + c

)
, ‖∇Pv∞,λ(f)‖q ≤ Cq,p,r

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)(5.1.4)

(
−∆ + (v∞ · ∇) + λ+ B

)
Φv∞,λ(f) +∇Pv∞,λ(f) = f + Ψv∞,λ(f) in Ω(5.1.5)

divΦv∞,λ(f) = 0 in Ω undΦv∞,λ(f) = 0 auf∂Ω(5.1.6) ∫
Ωr

I(λ, f |Ωr , c)(x) dx =

∫
Br(0)

Πv(f0)(x) dx = c(5.1.7)

wobei

(5.1.8) Ψv∞,λ(f) =

2(∇ϕ) · ∇Ev∞,v,λ(f0) + (∆ϕ)Ev∞,v,λ(f0)−
(
(v∞ · ∇)ϕ

)
Ev∞,v,λ(f0)

− 2(∇ϕ) · ∇L(λ, f |Ωr , c)− (∆ϕ)L(λ, f |Ωr , c) +
(
(v∞ · ∇)ϕ

)
L(λ, f |Ωr , c)

+
(
−∆ + (v∞ · ∇) + λ+ B

)(
B
(
(∇ϕ) · Ev∞,v,λ(f0)

)
− B

(
(∇ϕ) · L(λ, f |Ωr , c)

))
− (∇ϕ)Πv(f0) + (∇ϕ)I(λ, f |Ωr , c)

+ (∇ϕ) ·
(
v ⊗ Ev∞,v,λ(f0)− v ⊗ L(λ, f |Ωr , c) + Ev∞,v,λ(f0)⊗ v − L(λ, f |Ωr , c)⊗ v

)
undΨv∞,λ(f) ∈ W 1,p

0

(
Br−1(0) \ Br−2(0)

)
ist ein kompakter Operator vonLp(Ω) ∩ L1+ε(Ω) →

Lp(Ω) ∩ L1+ε(Ω) für λ ∈ K.

Bemerkung: Beachte, daß sowohl die Darstellungen (5.1.5),. . ., (5.1.8), als auch die Aussage zum

Druck in (5.1.4) f̈urλ = 0 gültig bleiben. Nur die RegularitätΦv∞,λ(f) ∈ W 2,q(Ω) geht f̈urλ = 0

verloren.

Der OperatorΨv∞,λ(f) ist in der Tat nicht geradëubersichtlich, aber da stets Ableitungen vonϕ

vor den Summanden stehen, hat er kompakten Träger. Wir wollen sp̈ater die L̈osung der vollen

Oseen-Gleichung als(O + λ)(f) = Φλ(I + Ψλ)
−1(f) schreiben. Dazu wird es notwendig sein

die Invertierbarkeit vonI + Ψλ zu zeigen.

Beweis: Verzichten wir f̈ur die Dauer dieses Beweises auf unnötige Indizes; so sei kurzE = Ev∞ ,

alsoEv∞,v(f0) = E(f + g(f)) und der Operator gibt vor, ob es sich um eine Einschränkung oder

eine Fortsetzung handelt.

DaßΨ(f) ∈ W 1,p
0

(
Br−1(0) \ Br−2(0)

)
auch f̈ur λ = 0 ist, folgt offensichtlich aus (4.1.9), Satz

5.1.2, (4.2.12), Satz 3.0.13 und (4.3.5). Da für beschr̈anktesD ⊂ R3 nach dem Theorem von



114 KAPITEL 5. OSEEN-GLEICHUNG IM AUSSENRAUM Ω

Rellich-Kondrachov[Adams, Theorem 6.2, S.: 144] die EinbettungW 1,p(D) ⊂⊂ Lp(D) kompakt

ist, ist der OperatorΨ : Lp(Ω) ∩ L1+ε(Ω) −→ Lp(Ω) ∩ L1+ε(Ω) kompakt.

Machen wir weiter mit (5.1.7): Nach Definition vonΠ (siehe Satz 4.2.2 und [ShiKo, (3.4) S.: 13]

) ist nach Satz 4.2.9‖∇Π(f0)‖p ≤ C‖f‖p, daher ist nach (4.3.5) für f ∈ Lp(R3) ∩ L1+ε(R3)

‖∇Πv(f0)‖p = ‖∇Π(f0 + g(f0))‖p ≤ C
(
‖f‖p + ‖g‖p

)
≤ C

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε + ‖f‖max{1+ε, 3p

3+p}
)
≤ C

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
d.h.Πv(f0) ∈ Ŵ 1,p(R3). Daher ist die Konstantec = c(f) wegen des beschränkten Integrations-

bereichs wohldefiniert und Gleichung (5.1.7) ergibt sich direkt aus Satz 3.0.13 aus der Definition

von c.

Seiε < p− 1 hinreichend klein und1 < q ≤ p.∥∥B((∇ϕ) · Ev∞,v,λ(f0)
)
− B

(
(∇ϕ) · L(λ, f |Ωr , c)

)∥∥
q,1

≤
∥∥B((∇ϕ) · E0(f + g)

)∥∥
q,1

+
∥∥B((∇ϕ) · E∞(f + g)

)∥∥
q,1

+
∥∥B((∇ϕ) · L(f)

)∥∥
q,1

Nach dem Lemma vonBogovskii(5.1.1)

≤ Cq

(∥∥(∇ϕ) · E0(f + g)
∥∥
q
+
∥∥B((∇ϕ) · E∞(f + g)

)∥∥
q,1

+
∥∥B((∇ϕ) · L(f)

)∥∥
q,1

)
Hölder, YoungUngleichung, DarstellungE0f = χ ∗ f und wieder Lemma vonBogovskii(5.1.1)

≤ Cq

(
‖∇ϕ‖q‖χ‖ 1

o(1)
‖f + g‖1+ε + ‖∇ϕ‖∞‖E∞(f + g)‖q + ‖∇ϕ‖∞‖L(f)‖q

)
(4.1.9), [ShiKo, Lemma 3.3], Satz 3.0.13 (3.0.5) und (4.3.5)

≤ Cq

(
‖f‖1+ε + ‖f‖max{1+ε, 3q

3+q} + |c|
)

≤ Cq,p,r

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε|c|

)
Analog zu dieser Rechnung ergibt sich mit1 < q ≤ p∥∥B((∇ϕ) · Ev∞,v,λ(f0)

)
− B

(
(∇ϕ) · L(λ, f |Ωr , c)

)∥∥
q,2

≤
∥∥B((∇ϕ) · E0(f + g)

)∥∥
q,2

+
∥∥B((∇ϕ) · E∞(f + g)

)∥∥
q,2

+
∥∥B((∇ϕ) · L(f)

)∥∥
q,2

≤ Cq

(∥∥(∇ϕ) · E0(f + g)
∥∥
q,1

+
∥∥B((∇ϕ) · E∞(f + g)

)∥∥
q,1

+
∥∥B((∇ϕ) · L(f)

)∥∥
q,1

)
≤ Cq

(
‖ϕ‖q,2‖χ‖ 1

o(1)
,1‖f + g‖1+ε + ‖∇ϕ‖∞‖E∞(f + g)‖q,1 + ‖∇ϕ‖∞‖L(f)‖q,1

)
≤ Cq

(
‖f‖1+ε + ‖f‖q + ‖g‖q + |c|

)
≤ Cq

(
‖f‖1+ε + ‖f‖q + ‖f‖max{1+ε, 3q

3+q} + |c|
)

≤ Cq,r

(
‖f‖q + ‖f‖1+ε + |c|

)
≤ Cq,p,r

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε + |c|

)
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Damit folgt aus Satz 4.2.10 (4.2.14) und Satz 3.0.13 (3.0.3):

‖Φ(f)‖q,2 ≤ Cq,p,r

(
‖1− ϕ‖∞,2‖E(f + g(f))‖q,2 + ‖ϕ‖q,2‖L(f)‖q,2 + ‖f‖p + ‖f‖1+ε + |c|

)
≤ Cq,p,r,ϕ,K

(
‖f‖q + ‖g(f)‖q + ‖f‖p + ‖f‖1+ε + |c|

)
≤ Cq,p,r,ϕ,K

(
‖f‖1+ε + ‖f‖q + ‖f‖max{1+ε, 3q

3+q} + ‖f‖p + ‖f‖1+ε + |c|
)

≤ Cq,p,r,ϕ,K

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε + |c|

)
DaßPv∞,λ(f) ∈ Ŵ q,1(Ω) liegt, folgt unmittelbar aus Satz 3.0.13 und Satz 4.2.9 (4.2.10)

‖∇Pv∞,λ(f)‖q ≤ Cq,r‖f‖q ≤ Cq,p,r
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
Das zeigt (5.1.4).

(5.1.6) ist offensichtlich: Die Terme mit demBogovskiiOperator sind gerade so gewählt worden,

daß die Divergenz verschwindet. Am Gebietsrand∂Ω verschwinden wegen der Definition vonϕ

sowohl der Term mit dem GanzraumoperatorE, als auch die Terme mit demBogovskiiOperator.

Letztere haben sogar kompakten Träger in{r − 2 ≤ |x| ≤ r − 1}.

Bleibt (5.1.5) und (5.1.8) zu zeigen: Sei kurzEv = Ev∞,v,λ. Benutzen wir u.a. die Formel

∆(fg) = 2∇f · ∇g + f∆g + g∆f um geradewegs zu berechnen:

−∆(1− ϕ)Ev(f) = 2∇ϕ · ∇Ev(f) + (∆ϕ)Ev(f) + (1− ϕ)(−∆)Ev(f)

(v∞ · ∇)(1− ϕ)Ev(f) = −
(
(v∞ · ∇)ϕ

)
Ev(f) + (1− ϕ)(v∞ · ∇)Ev(f)

λ(1− ϕ)Ev(f) = + (1− ϕ)λEv(f)

B(1− ϕ)Ev(f) = −(∇ϕ)
(
v ⊗ Evf + Evf ⊗ v

)
+ (1− ϕ)BEv(f)

∇(1− ϕ)Πv(f) = −(∇ϕ)Πv(f) + (1− ϕ)∇Πv(f)

−∆ϕL(f) = −2∇ϕ · ∇L(f)− (∆ϕ)L(f) + ϕ(−∆)L(f)

(v∞ · ∇)ϕL(f) =
(
(v∞ · ∇)ϕ

)
L(f) + ϕ(v∞ · ∇)L(f)

λϕL(f) = + ϕλL(f)

BϕL(f) = (∇ϕ)
(
v ⊗ L(f) + L(f)⊗ v

)
+ ϕBL(f)

∇ϕI(f) = (∇ϕ)I(f) + ϕ∇I(f)

Die linken und rechten Seiten jeweils aufsummiert ergibt

(
−∆ + (v∞ · ∇) + λ+ B

)
Φ(f)

+∇P(f) = Ψ(f) + f

�
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Satz 5.1.4 (Eindeutigkeit) Sei1 < p < ∞, Re(λ) ≥ 0 und ReynoldszahlReE < 1. Erfülle

u ∈ W 2,p(Ω) undp ∈ Ŵ 1,p(Ω) die homogene Gleichung(
−∆ + v∞ · ∇+ λ+ B

)
u+∇p = 0 in Ω

divu = 0 in Ω

u|∂Ω = 0

(5.1.9)

Dann istu ≡ 0 undp konstant.

Bemerkung: In [ShiKo, Lemma 4.1] wird nuru ∈ Ŵ 2,p und geeignete Wachstumsbedingungen

anu verlangt. Jedoch wird dieser Satz nur für λ 6= 0 oder f̈ur Funktionen vom Typu = Φ(f),

f ∈ Lpr(Ω) mit zus̈atzlichen Annahmen verwendet. In beiden Fällen kann manu ∈ W 2,p leicht

zeigen. Der Beweis von [ShiKo, Lemma 4.1] gebraucht außerdem die Tatsache, daßEλ=0(f) ∈
Ŵ 2,p(R3) liegt, was aber noch zu beweisen ist, da diese Aussage nicht wie in [ShiKo, Lemma 3.4]

behauptet aus [Ḧormander, Theorem 7.9.5] oder der Variante [ShiKo, Proposition 3.2] folgt. Mit

unserem Satz 4.3.1 (4.3.1) folgt dies zumindest für p ≥ 2. Das aber gen̈ugt schon, um [ShiKo,

Lemma 4.1] zu zeigen.

Beweis: SeiD ⊂ Ω ein beschr̈anktes Gebiet.u ∈ W 2,p(D) löst (5.1.9), d.h.

−∆u+∇p = −
(
v∞ · ∇+ λ+ B

)
u ∈ Wmi,p(D)

und nach Satz 2.0.7 istu ∈ Wmi+2,p(D) undp ∈ Wmi+1,p(D). Wegenm0 = 1 und Induktion

folgt p, u ∈ W l,p
loc(Ω), ∀l ∈ N.

Nach Folgerung 5.1.2 gibt es zuu ∈ W 2,p(Ω) undp ∈ Ŵ 1,p(Ω) ein η ∈ W 2,p(R3) ∩W l,p
loc(R3)

undq ∈ Ŵ 1,p(R3) ∩W l,p
loc(R3) mit div η = 0 undη|R3\Ω = u bzw.q |R3\Ω = p.

Setzef :=
(
−∆ + v∞ · ∇ + λ + B

)
η +∇q . Offensichtlich hatf kompakten Tr̈ager inR3 \ Ω

und deshalb istf ∈ W l,q(R3), ∀l ∈ N, q ≥ 1, was f̈ur q > p aus derSobolevEinbettung folgt.

Behauptung: F̈ur ein hinreichend kleinesδ = δ(p) ist

w := E(f)− EB(η) ∈ Ŵ 2,2(R3) ∩ Ŵ 1,2(R3) ∩ L4−δ(R3), Π
(
f − B(η)

)
∈ L2(R3)(5.1.10)

∃(ni)i∈N ⊂ N : lim
i→∞

1

ni

∫
Gni

|w(x)|2 dx = 0, Gni
= {ni ≤ |x| ≤ 2ni}(5.1.11)

‖B(η)‖2 ∈ L2(R3)(5.1.12)

Beweisdazu: Seiα ∈ N3 ein Multiindex mit1 ≤ |α| ≤ 2

‖∂αxE(f)‖2 ≤ ‖∂αxE0(f)‖2 + ‖∂αxE∞(f)‖2 ≤ C (‖∂αxχ‖2‖f‖1 + ‖f‖2) <∞
‖E(f)‖4−δ ≤ ‖E0(f)‖4−δ + ‖E∞(f)‖4−δ ≤ C (‖χ‖4−δ‖f‖1 + ‖f‖4−δ) <∞

Die j-te Komponente vonB(η) ist definiert durch

(
B(η)

)
j
=

3∑
i=1

ci∂
αi
x (viηj + ηivj)
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mit αi ∈ N einem Multiindex mit|αi| = 1. Daraus folgt

(
E0B(η)

)
k

=
3∑
j=1

χkj ∗
(
B(η)

)
j

=
3∑
j=1

χkj ∗
3∑
i=1

ci∂
αi
x (viηj + ηivj)

=
3∑
j=1

3∑
i=1

χkj ∗ (ci∂
αi
x (viηj + ηivj))

=
3∑

i,j=1
|αi|=1

ci (∂
αi
x χkj) ∗ (viηj + ηivj)

und mitξj = ξαj

ΠB(η) = F−1


3∑

k=1

ξkF

(
3∑
j=1

cj∂
αj

ξ (vkηj + ηkvj)

)
i|ξ|2


=

3∑
k,j=1

cjF−1

(
ξkξ

αjF ((vkηj + ηkvj))

|ξ|2

)

=
3∑

k,j=1

cj∂
αj
x F−1

(
ξkF ((vkηj + ηkvj))

i|ξ|2

)

=
3∑
j=1

cj∂
αj
x Π(ηjv + vjη)

Also gilt allgemein f̈ur jedesq ∈ [2,∞] nachHausdorff-Youngund Hölder Ungleichung we-

gen‖∂αxE0B(η)‖q
′

q ≤ Cq ‖F (∂αxE
0B(η))‖q

′

q′ ≤ Cq
∑3

i,j,k=1 ‖F (∂αx∂iχkj)F (viηj + ηivj)‖q
′

q′ mit

einem Multiindexα ∈ N3

∥∥∇iE0B(η)
∥∥
q
≤ Cq,r,s,p‖F (∇i+1χ)‖r′‖v‖s‖η‖p ∀ 1 +

1

q
=

1

r
+

1

s
+

1

p
, q ≥ 2,

1

s
+

1

p
≥ 1

2

(5.1.13)

wobei 1 = 1/r + 1/r′, i ≥ 0 und divη = 0. Und wegen Satz 4.2.9 (4.2.10) ist‖ΠB(η)‖qq ≤∑3
j=1 ‖∇Π(ηjv + vjη)‖qq ≤ Cq‖ηjv + vjη‖qq ≤ Cq,p,s‖v‖qs‖η‖qp wobei1/q = 1/p+ 1/s, also

‖ΠB(η)‖q ≤ Cq,p,s‖v‖s‖η‖p ∀ 1

q
=

1

p
+

1

s
(5.1.14)

Sei ε < 1/p′ hinreichend klein. Wenden wir (5.1.13) auf unserη und i = 1, 2, q = 2, r =

p′/(1 + p′ε) ⇐⇒ 1/r = 1/p′ + ε unds = 2/(1− 2ε) > 2 an. Dann ist nach (4.1.9)∥∥∇iE0B(η)
∥∥

2
≤ Cp‖η‖p ⇐⇒ E0B(η) ∈ Ŵ 2,2(R3) ∩ Ŵ 1,2(R3)
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Außerdem existiert zu1 < p <∞ ein δ(p) und FunktionenO(δ) mit O(δ) → 0, falls δ → 0 und

o.B. O(δ) ≥ 0 undO(δ) = 0 ⇐⇒ δ = 0, so daß1 + 1/(4 − δ) = 3/(4 + O(δ)) + 1/(2 +

O(δ)) + 1/p und1/(2 + O(δ)) + 1/p ≥ 1/2, d.h.∥∥E0B(η)
∥∥

4−δ ≤ C‖∇χ‖ 4
3
+O(δ)‖v‖2+O(δ)‖η‖p ≤ Cp‖η‖p <∞

Nach Konstruktion istη ∈ W 2,p(R3) ∩W l,p
loc(R3) ⊃ W 2,p(R3) ∩W l̃,q

loc(R3) ⊃ W 2,q(R3), ∀q ≥ p

mit hinreichend großeml, l̃ ∈ N, also

‖E∞B(η)‖2,2 ≤ ‖B(η)‖2 ≤ Cv ‖η‖p,1 <∞ p ≥ 2

‖E∞B(η)‖2,2 ≤ ‖B(η)‖2 ≤ Cv ‖η‖2,1 <∞ p < 2

Es ist nach (5.1.14) und (4.2.11)

‖Π(f − B(η))‖2 ≤ C
(
‖Π(f)‖2 + ‖ΠB(η)‖2

)
≤ C

(
‖f‖1 + ‖v‖4+O(δ)‖η‖4−δ

)
<∞

Damit ist (5.1.10) und (5.1.12) gezeigt. Für eina ∈ Lp undn ∈ N sei an :=
∫
G2n

|a(x)|p dx.

Dann gibt es eine Teilfolge(ani
)i∈N mit ani

≤ (ni)
−1 andernfalls

C =

∫
R3

|a(x)|p dx ≥
∑
n∈N

∫
G2n

|a(x)|p dx =
∑
n∈N

an ≥
∑
n∈N

n−1 = ∞

Widerspruch! Sei(ani
)i∈N diese Teilfolge zuw ∈ L4−δ. Dann gilt nachHölder

1

ni

∫
Gni

|w(x)|2 dx ≤ 1

ni

∫
Gni

1 dx


1
2
−O(δ)∫

Gni

|w(x)|4−δ dx


1
2
+O(δ)

≤ ni
−1 |Gni

|
1
2
−O(δ) ni

− 1
2
−O(δ)

= Cni
−O(δ)

−→ 0 (i→ 0)

was (5.1.11) zeigt.

Nach Definition vonw undv ist(
−∆ + v∞ · ∇+ λ

)
w +∇Π

(
f − B(η)

)
= f − B(η) =

(
−∆ + v∞ · ∇+ λ

)
η +∇q

⇒
(
−∆ + v∞ · ∇+ λ

)
z +∇k = 0, div z = 0, wobeiz = w − η, k = Π

(
f − B(η)

)
− q

⇒ qλ(ξ)ẑ + iξk̂ = 0, iξ · ẑ = 0, wobeiqλ(ξ) = −|ξ|2 + iv∞ · ξ + λ

⇒ 0 = iξ · ẑ = iξ ·

(
−iξ k̂

qλ(ξ)

)
= |ξ|2 k̂

qλ(ξ)
∀ ξ 6= 0, Re(λ) ≥ 0

Da nach Hilfssatz 4.2.1qλ(ξ) 6= 0 für ξ 6= 0, Re(λ) ≥ 0, ist k̂ 6= 0 höchstens inξ = 0 und somit

auchẑ = −iξk̂/qλ(ξ) 6= 0 höchstens inξ = 0. Nach dem Strukturtheorem [Hörmander, Theorem

2.3.4] über Distributionen istz(x) ein Vektor von Polynomen und auchk(x) ist ein Polynom



5.1. PARAMETRIX UND RESOLVENTENABSCHÄTZUNG 119

und da aberw ∈ L4−δ(R3), v ∈ Lp(R3), ∇Π
(
f − B(η)

)
∈ L2(R3) und∇q ∈ Lp(R3), folgt

z = ∇k = 0.

Das bedeutetu|Ω = v = w ∈ Ŵ 2,2(R3)∩Ŵ 1,2(R3)∩L4−δ(R3) , p|Ω+c = q+c = Π
(
f−B(η)

)
∈

L2(R3) und es gilt die Wachstumsbedingung (5.1.11). Seiψ ∈ C∞0 eine Abschneidefunktion mit

ψ(x) = 1 für |x| ≤ 1 und ψ(x) = 0 für |x| ≥ 2 und seiψi(x) = ψ(x/ni). Wir testen die

Gleichung
(
−∆ + v∞ · ∇ + λ+ B

)
u+∇p = 0 mit ψiu. Partielle Integration und die Tatsache,

daß divu = 0 ergibt

0 =< ψiu,
(
−∆ + v∞ · ∇+ λ+ B

)
u+∇p >

=< ψi∇u,∇u > +ni
−1

3∑
j=1

∫
Ω

(∂jψ)(x/ni) ((∂ju(x)) · u(x) dx

− ni
−1

2

∫
Ω

(
(v∞ · ∇)ψ

)
(x/ni)|u(x)|2 dx+ i Im < ψi(v∞ · ∇)u, u >

+ λ < ψiu, u > + Re < ψiu,Bu > − < u
(
(u · ∇)ψi

)
, v >

− ni
−1

2

∫
Ω

(
(v · ∇)ψ

)
(x/ni)|u(x)|2 dx+ i Im < ψiu,Bu >

− ni
−1

∫
Ω

(∇ψ)(x/ni) · u(x)(p(x) + c) dx

Betrachten wir nun nur noch den Realteil dieser Gleichung und schätzen verm̈ogeRe(λ) ≥ 0 ab.

Wegen der Definition der Reynoldszahl ist< ψiu,Bu >=< u,Bu > − < (1 − ψi)u,Bu >≥
−ReE ‖∇u‖2

2 + ‖∇u‖2,R3\Bni+1
‖u‖6,R3\Bni+1

‖v‖3,R3\Bni+1
+ ‖u‖2

6,R3\Bni+1
‖∇v‖3/2,R3\Bni+1

≥
−(ReE +o(1/ni))‖∇u‖2

2 und somit

0 ≥ ‖∇u‖2
2 + Cni

−1
(
‖∇u‖2 + ‖v‖∞ + ‖p + c‖2

) ∫
Gni

|u(x)|2 dx− (ReE +o(1/ni))‖∇u‖2
2

Wegen der Wachstumsbedingung (5.1.11) und da die Reynoldszahl echt kleiner 1 sein soll, folgt

nach dem Grenz̈ubergang(i→∞)

0 ≥ ‖∇u‖2
2

Das impliziertu ≡ 0 und daher wegen (5.1.9) auch∇p ≡ 0.

�

Hilfssatz 5.1.5 Sei1 < p < ∞, Re(λ) ≥ 0, ε > 0 hinreichend klein undΨv∞,λ wie in Satz

5.1.3 definiert. SeiX := Lpr(Ω) mit Norm‖.‖X = ‖.‖p oderX := Lp(Ω) ∩ L1+ε(Ω) mit Norm

‖.‖X = ‖.‖p + ‖.‖1+ε. Dann besitzt der OperatorΨv∞,λ + I : X −→ X eine beschr̈ankte Inverse

(Ψv∞,λ + I)−1.
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Beweis: Fast wortẅortlich wie [ShiKo, Lemma 4.2]

Die Wohldefiniertheit, d.h., daßΨv∞,λ + I Abbildung der angegebenen Räume ist, ist wegen

Hölder offensichtlich, daΨv∞,λ beschr̈ankten Tr̈ager hat.

Wie in Satz 5.1.3 gezeigt, istΨv∞,λ ein kompakter Operator. Nach derFredholm’schen Alternative

gen̈ugt es daher die Injektivität vonΨv∞,λ+I zu zeigen. WegenLpr(Ω) ⊂ Lp(Ω)∩L1+ε(Ω), gen̈ugt

es die Injektiviẗat fürX := Lp(Ω) ∩ L1+ε(Ω) zu zeigen.

Sei alsof ∈ Lp(Ω) ∩ L1+ε(Ω), so daß(Ψv∞,λ + I)f = 0.

Da f = −Ψv∞,λ(f) ∈ W 1,p
0 (Br−1(0) \ Br−2(0)), insbesondere auch kompakten Träger hat, folgt

nach Iterationf ∈ Lqr(Ω) für alle1 ≤ q < ∞. Unabḧangig vonλ, insbesondere auch für λ = 0,

folgt nach (4.1.9) und (4.3.5)E0(f0 + gλ(f0)) ∈ W 2,q(Ω) für q > 2, nach [ShiKo, Lemma 3.3]

bzw. Satz 4.2.10E∞(f0 + gλ(f0)) ∈ W 2,q(Ω) für q > 1, nach Satz 3.0.13L(f) ∈ W 2,q(Ω) für

q > 1 und nach Folgerung 5.1.2 (5.1.2) istB
(
(∇ϕ)(E(f)− L(f))

)
∈ W 2,q(Ω) für q > 1. Nach

Satz 4.2.9 (4.2.11), (4.2.10) und Gleichung (4.3.5) istΠ(f+g(f)) ∈ W 1,q(Ω) für q > 2 und nach

Satz 3.0.13 istI(f) ∈ W 1,q(Ω) für q > 1.

Fixieren wir ein solchesq > 2, etwap0 > 2.

Das bedeutet, daßu := Φv∞,λ(f) ∈ W 2,p0(Ω) undp := Pv∞,λ(f) ∈ W 1,p0(Ω) und die Gleichung(
−∆ + (v∞ · ∇) + λ+ B

)
u+∇p = 0 divu = 0 u|∂Ω = 0

erfüllen. Nach Satz 5.1.4 folgtu ≡ 0 undp ist konstant.Dap ∈ Lp0, muß der Druckp identisch

Null sein.

Also können wir schreiben:

(1− ϕ)Ev∞,v(f0) + ϕL(f |Ωr) + B
(
(∇ϕ) · Ev∞,v(f0)

)
− B

(
(∇ϕ) · L(f |Ωr)

)
= 0

(1− ϕ)Πv(f0) + ϕI(f |Ωr) = 0
(5.1.15)

Nach Definition der Abschneidefunktionϕ und daB
(
(∇ϕ) · Ev∞,v(f0)

)
− B

(
(∇ϕ) · L(f |Ωr)

)
seinen Tr̈ager inBr−1(0) \Br−2(0) hat, folgt aus (5.1.15)

Ev∞,v(f0) = Πv(f0) = 0 für |x| ≥ r − 1(5.1.16)

L(f |Ωr) = I(f |Ωr) = 0 für |x| ≤ r − 2(5.1.17)

Setzen wirz := L(f |Ωr) in Ωr = Ω∩Br(0) undz = 0 in R3 \Ω bzw.k := I(f |Ωr) in Ω∩Br(0)
undk = 0 in R3 \ Ω. Dann ist wegen (5.1.17)z ∈ W 2,p0(Br(0)), k ∈ W 1,p0(Br(0)) und z, k

erfüllen(
−∆ + (v∞ · ∇) + λ+ B

)
z +∇k = f0|Br(0) div z = 0 z|∂Br(0) = 0

Andererseits gilt wegen (5.1.16) und (4.1.9)
∥∥(Ev∞,v(f0)

)
|Br(0)

∥∥
p0,2

≤ Cp0,r‖χ‖ 1
o(1)

,2‖f‖1+ε,

daß
(
Ev∞,v(f0)

)
|Br(0) ∈ W 2,p0(Br(0)) ist. Wegen (5.1.16) und (4.2.12) folgt außerdem daß
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Πv(f0)

)
|Br(0) ∈ W 1,p0(Br(0)) und daß folgende Gleichung erfüllt ist(
−∆ + (v∞ · ∇) + λ+ B

)((
Ev∞,v(f0)

)
|Br(0)

)
+∇

((
Πv(f0)

)
|Br(0)

)
= f0|Br(0)

div
(
Ev∞,v(f0)

)
|Br(0) = 0

(
Ev∞,v(f0)

)
|∂Br(0) = 0

Ziehen wir jetzt beide Gleichungen voneinander ab, so gilt mitw := z −
(
Ev∞,v(f0)

)
|∂Br(0) ∈

W 2,p0(Br(0)) undq := k −
(
Πv(f0)

)
|Br(0) ∈ W 1,p0(Br(0)) wegen (5.1.7)

(
−∆ + (v∞ · ∇) + λ+ B

)
w +∇q = 0, divw = 0, w|∂Br(0) = 0,

∫
Br(0)

q(x) dx = 0

Von Satz 3.0.13 wissen wir, daß die Lösung dieser Gleichung auf beschränkten Gebieten eindeu-

tig ist, d.h.w = q = 0 in Br(0) und inΩ ∩Br(0) gilt daher

Ev∞,v(f0) = L(f |Ωr), Πv(f0) = I(f |Ωr) in Ωr = Ω ∩Br(0)(5.1.18)

Da der Tr̈ager von∇ϕ ⊂ Br−1(0) \ Br−2(0) ⊂ Ω ∩ Br(0) liegt (die Konstanter war hin-

reichend groß definiert) folgt aus (5.1.18), daß(∇ϕ) ·
(
Ev∞,v(f0) − L(f |Ωr)

)
= 0 und so-

mit auchB
(
(∇ϕ)

(
·Ev∞,v(f0) − ·L(f |Ωr)

))
= 0. Nach (5.1.15) istEv∞,v(f0) = Πv(f0) = 0

in Ω ∩ Br(0) und zusammen mit (5.1.16)Ev∞,v(f0) = Πv(f0) = 0 in ganzΩ, also f0 =(
−∆ + (v∞ · ∇) + λ+ B

)
Ev∞,v(f0) +∇Πv(f0) = 0.

�

Hilfssatz 5.1.6 Sei1 < p <∞, δ, r > 0 reelle Zahlen,K1 ⊂ {λ ∈ C : Re(λ) ≥ 0, |λ| ≥ δ} und

K2 ⊂ {λ ∈ C : Re(λ) ≥ 0, |λ| ≤ δ} kompakte Mengen. Dann ist(Ψv∞,λ + I)−1 holomorph in

λ und gleichm̈aßig inX = Lp(Ω) ∩ L1+ε(Ω) undX = Lpr(Ω) beschr̈ankt, d.h. es existiert eine

KonstanteC = C(K1, K2, r, p) > 0, so daß∥∥(Ψv∞,λ + I)−1(f)
∥∥
p
≤ C‖f‖p∥∥(Ψv∞,λ + I)−1(f)

∥∥
q
≤ C

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

) ∀f ∈ Lpr(Ω)

q = 1, 2, ∀f ∈ Lp(Ω) ∩ L1+ε(Ω)
(5.1.19)

Beweis: Bis auf die Referenzen wortẅortlich wie [ShiKo, Lemma 4.3].

Wir beweisen den FallX = Lp(Ω) ∩ L1+ε(Ω). Der andere Fall ergibt sich völlig analog.

Im Fall λ ∈ K1 wegen Satz 4.2.10; im Fallλ ∈ K2 wegen Satz 3.0.13, Satz 4.1.3 (4.1.5),

Folgerung 5.1.2 und Satz 4.3.2 (4.3.6) folgt wegen dem inBr−1 \ Br−2 beschr̈ankten Tr̈ager von

Ψv∞,λ

‖(Ψv∞,λ −Ψv∞,λ′) (f)‖p + ‖(Ψv∞,λ −Ψv∞,λ′) (f)‖1+ε ≤ Cp,r,K1,K2 |λ− λ′|
1
4

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)(5.1.20)
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Ähnlich wie im Beweis zu Satz 3.0.13, schreiben wir(Ψv∞,λ + I)−1 als Reihe:

(Ψv∞,λ′ + I)−1 = (Ψv∞,λ + I)−1

∞∑
j=0

(−1)j
(
(Ψv∞,λ + I)−1

(
Ψv∞,λ′ −Ψv∞,λ

))j
(5.1.21)

wobei die Konvergenz der Reihe in der Operatorennorm‖ . . . ‖L(X) zu verstehen ist. Die Reihe

konvergiert genau dann in der Operatorennorm, wenn∥∥(Ψv∞,λ + I)−1
(
Ψv∞,λ′ −Ψv∞,λ

)∥∥
L(X)

< 1

ist. Nach Hilfssatz 5.1.5 ist(Ψv∞,λ + I)−1 unabḧangig vonλ stetig inLp(Ω) ∩ L1+ε(Ω), also

‖(Ψv∞,λ + I)−1‖L(X) < ∞. Deswegen existiert nach (5.1.20) und (5.1.21) zu jedemλ ∈ Kj,

j = 1, 2 ein δλ > 0, eine UmgebungUδλ(λ) = {λ ∈ Kj : |λ − λ′| < δλ} und eine Konstante

Cp,r,λ > 0, so daß‖(Ψv∞,λ′ + I)−1‖L(X) < Cp,r,λ und (Ψv∞,λ′ + I)−1 holomorph inλ′ für alle

λ′ ∈ Uδλ(λ) ist.

DaKj, j = 1, 2 jeweils kompakte Mengen sind, existieren endlich vieleλkj
, kj = 1, . . . Nj, so

daß

Kj =

Nj⋃
kj=1

Uδλkj
(λkj

) j = 1, 2

Setzen wir

C := max
1≤kj≤Nj

j=1,2

Cp,r,λkj

so zeigt das (5.1.19).

�

Hilfssatz 5.1.7 Sei1 < p < ∞, σ0 > 0 und |v∞| ≤ σ0. SeiOv∞,v = P(−∆ + v∞ · ∇ + B) der

volle Oseenoperator. Dann existiert einR0 > 0 und einδ0 = δ0(p, σ0) mit 0 < δ0 < π/2, so daß

‖(Ov∞,v + λI)−1f‖p,2 + |λ|‖(Ov∞,v + λI)−1f‖p ≤ Cp‖f‖p(5.1.22)

für alle f ∈ Hp(Ω), |λ| ≥ R0 und| arg λ| < π − δ0.

Beweis: Bis auf die Referenzen fast wortwörtlich wie [ShiKo, Lemma 4.5].

Nach [BoSo] oder [Wahl1] gibt es einλ1 > 0 und einδ0 mit 0 < δ0 < π/2, so daß f̈ur einλ ∈ C
mit |λ| ≥ λ1 und| arg λ| < π − δ0 gilt

‖u‖p,2 + |λ|‖u‖p ≤ Cp‖(A + λI)u‖p ∀u ∈ D(A) = D(Ov∞) = D(Ov∞,v)
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wobeiA = P(−∆) der Stokesopertor ist. Daraus folgt

‖u‖p,2 + |λ|‖u‖p
≤ Cp‖(A + λI)u‖p
≤ Cp‖(Ov∞,v + λI)u‖p + Cp‖P‖L(Lp(Ω))|v∞|‖∇u‖p + Cp‖P‖L(Lp(Ω))‖Bu‖p
≤ Cp‖(Ov∞,v + λI)u‖p + Cp,σ0‖u‖p,1

Nach einem Interpolationstheorem [Adams, Theorem 4.14, S.: 75] folgt

≤ Cp‖(Ov∞,v + λI)u‖p +
1

2
‖u‖p,2 + Cp,σ0‖u‖p

Also

‖u‖p,2 +
(
|λ| − Cp,σ0

)
‖u‖p ≤ Cp‖(Ov∞,v + λI)u‖p

WähleR0 > 2Cp,σ0, dann folgt f̈ur |λ| ≥ R0 und| arg λ| < π − δ0 die Behauptung.

�

Theorem 2 (Resolvente von Oseen)Sei1 < p < ∞, Re(λ) ≥ 0, λ0;σ0 > 0. SeiOv∞,v =

P(−∆ + v∞ · ∇ + B) der volle Oseenoperator. Dann existiert zu|λ| ≥ λ0 und |v∞| ≤ σ0 die

Resolvente(Ov∞,v + λI)−1 in Hp(Ω) und es gilt

‖(Ov∞,v + λI)−1f‖p,2 + |λ|‖(Ov∞,v + λI)−1f‖p ≤ Cp,λ0,σ0‖f‖p ∀f ∈ Hp(Ω)(5.1.23) ∥∥∥∥ ∂∂λ(Ov∞,v + λI)−1f

∥∥∥∥
p,2

≤ Cp,λ0,σ0

1 + |λ|
‖f‖p ∀f ∈ Hp(Ω)(5.1.24)

Bemerkung: Die Gestalt der Resolventenmenge wie sie für den einfachen Oseenoperator in [ShiKo,

Theorem 4.4] angegeben wurde, konnten wir hier leider nicht erreichen, obwohl es auf beschränk-

ten Grundgebieten der Satz 3.0.13 nahelegt. Hier gilt es die Existenz vongλ als Lösung von

g = −BEv∞,λf − BEv∞,λg für den fehlenden Bereich in der negativen reellen Halbebene nach-

zuweisen.

Tats̈achlich mußten wir in Hilfssatz 5.1.7 nichtRe(λ) ≥ 0 voraussetzen, was einen weiteren Hin-

weis darauf bildet, daß sich die Resolventenmenge des vollen Oseenoperators im Wesentlichen

wie die des einfachen verhält.

Der Unterschied zu Hilfssatz 5.1.7 ist, daß hierλ0 beliebig klein geẅahlt werden kann. Die L̈ucke

zwischen einem beliebig kleinenλ0 undR0 füllt dann gerade eine kompakte MengeK bzw.

(5.1.29).

Beweis: Bis auf die Referenzen wortẅortlich wie [ShiKo, Theorem 4.4].

Am liebsten ẅurden wir(Ov∞,v + λI)−1f = Φ(Ψv∞,λ + I)−1(f) setzen, doch haben wir uns bei

dem Nachweis der Stetigkeit von(Ψv∞,λ+I)−1(f) zugunsten des Fallesλ = 0 auf die Funktionen
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f ∈ Lp(Ω) ∩ L1+ε(Ω) bzw.f ∈ Lpr(Ω) beschr̈ankt. Wir müssen jetzt also einen kleinen Umweg

machen:

Sei zuf ∈ Hp(Ω) wiederf0 die Fortsetzung mit 0 vonf auf ganzR3. Dann istEv∞,v,λ(f0) =

Ev∞,λ(f0 + gλ(f0)) ∈ W 2,p(R3) nach [ShiKo, Lemma 3.1] und Satz 4.3.3 und es ist∇Π(f0 +

gλ(f0)) ∈ Lp(R3) nach Satz 4.2.9 (4.2.10) und Satz 4.3.3. Offensichtlich gilt wegen Gleichung

(4.3.9) : (
−∆ + v∞ · ∇+ λ+ B

)
Ev∞,v,λ(f) +∇Π(f + gλ(f)) = f0

Indem wir eine geeignete Konstante vonp̃(f0) := Π(f0 + gλ(f0)) abziehen k̈onnen wir o.B.

annehmen, daß̃p in Br(0) mittelwertfrei ist , d.h.∫
Br(0)

p̃ dx = 0(5.1.25)

SeiK ⊂ R3 × {λ ∈ C : Re(λ) ≥ 0, λ 6= 0} eine kompakte Menge, dann ist nach Satz 2.0.9

(2.0.16)‖p̃(f0)‖p,Br(0) ≤ Cr‖∇p̃(f0)‖p,Br(0) ∈ Lp(R3) und

‖Ev∞,v,λ(f0)‖p,2 + ‖∇p̃(f0)‖p + ‖p̃(f0)‖p,Br(0) ≤ Cp,r,K‖f‖p(5.1.26)

Seiϕ ∈ C∞0 eine Abschneidefunktion mitϕ(x) = 1 für |x| ≤ r−2 undϕ(x) = 0 für |x| ≥ r−1.

Seiw := (1 − ϕ)Ev∞,v,λ(f0) + B
(
(∇ϕ) · Ev∞,v,λ(f0)

)
und q := (1 − ϕ)p̃(f0). Dann ist nach

(5.1.26) und Folgerung 5.1.2

w ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω) ∩Hp(Ω) = D(Ov∞,v), q ∈ Ŵ 1,p(Ω)(

−∆ + v∞ · ∇+ λ+ B
)
w +∇q = f + hv∞,λ in Ω

‖w‖p,2 + ‖∇q‖p ≤ Cp,K‖f‖p ∀(v∞, λ) ∈ K

(5.1.27)

wobei (vergleiche Beweis S.: 115 von Satz 5.1.3)

hv∞,λ = −ϕf + 2(∇ϕ) · ∇Ev∞,v,λ(f0) + (∆ϕ)Ev∞,v,λ(f0)−
(
(v∞ · ∇)ϕ

)
Ev∞,v,λ(f0)

− (∇ϕ)
(
v ⊗ Ev∞,v,λ(f0) + Ev∞,v,λ(f0)⊗ v

)
+
(
−∆ + v∞ · ∇+ λ+ B

)
B
(
(∇ϕ) · Ev∞,v,λ(f0)

)
− (∇ϕ)p̃(f0)

Da die Tr̈ager vonϕ,∇ϕ und∆ϕ in Br(0) liegen, isthv∞,λ ∈ Lpr(Ω) und wegen (5.1.26) folgt

‖hv∞,λ‖p ≤ Cp,K‖f‖p ∀(v∞, λ) ∈ K(5.1.28)

Setze nunu := w − Φv∞,λ(Ψv∞,λ + I)−1hv∞,λ undp := q − Pv∞,λ(Ψv∞,λ + I)−1hv∞,λ. Dann ist

wegen (5.1.27), (5.1.28) und Hilfssatz 5.1.6u ∈ D(Ov∞,v), p ∈ Ŵ 1,p(Ω) und nach Satz 5.1.3(
−∆ + v∞ · ∇+ λ+ B

)
u+∇p

=
(
−∆ + v∞ · ∇+ λ+ B

)
w −

(
−∆ + v∞ · ∇+ λ+ B

)
Φv∞,λ(Ψv∞,λ + I)−1hv∞,λ

+∇p̃ −∇Pv∞,λ(Ψv∞,λ + I)−1hv∞,λ

= f + hv∞,λ + (Ψv∞,λ + I)(Ψv∞,λ + I)−1hv∞,λ

= f
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Darüberhinaus gilt‖u‖p,2 ≤ Cp,K‖f‖p ∀(v∞, λ) ∈ K. Nach Satz 5.1.4 istu eindeutig und wegen

P
(
−∆ + v∞ · ∇+ λ+ B

)
u = (Ov∞,v + λI)u = Pf besitztOv∞,v + λI eine beschr̈ankte Inverse

(Ov∞,v + λI)−1 vonHp(Ω) −→ D(Ov∞,v) für die gilt∥∥(Ov∞,v + λI)−1(f)
∥∥
p,2
≤ Cp,K‖f‖p ∀(v∞, λ) ∈ K, ∀f ∈ Hp(Ω)(5.1.29)

Das, zusammen mit dem Hilfssatz 5.1.7, zeigt (5.1.23) und daß die Resolventenmenge mindestens

{−λ ∈ C : Re(λ) ≥ 0} umfaßt.

Gleichung (5.1.24) ist eine direkte Folgerung aus (5.1.23): Offensichtlich ist

(Ov∞,v + λ′I)−1 − (Ov∞,v + λI)−1 = −(Ov∞,v + λI)−1(λ′ − λ)(Ov∞,v + λ′I)−1

Daher ist

∂

∂λ
(Ov∞,v + λI)−1(f) = lim

λ′→λ

1

λ′ − λ

(
(Ov∞,v + λ′I)−1 − (Ov∞,v + λI)−1

)
(f)

= −(Ov∞,v + λI)−2(f)

Zweimalige Anwendung von (5.1.23) zeigt (5.1.24).

�
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5.2 Lokale Energieabklingraten

Im vorigen Kapitel haben wir in Theorem 2 gesehen, daß die Resolvente des (vollen) Oseenope-

rators der Gleichung (5.1.24) genügt. Das reicht aus, um die Halbgruppee−Ovt zu definieren. Mit

Hilfe einer Integraldarstellung werden wir hier eine lokale Abklingrate der Halbgruppe in der

Zeit berechnen.

Sowohl die Aussagen, als auch die Beweise in diesem Kapitel sind fast wortwörtlich wie die

von Kapitel 5 in [ShiKo]. Da die Referenzen aber stark verschieden sind, wiederholen wir die

Argumente noch einmal.

Auch hier verwenden wir den BanachraumX = Lp(Ω)∩L1+ε(Ω) mit Norm‖.‖X = ‖.‖1+ε+‖.‖p
anstattLpr(Ω).

Wir beginnen mit einem Zitat eines Satzes, der uns später die Abfallrate erm̈oglichen wird:

Satz 5.2.1SeiΞ ein Banachraum mit Norm‖.‖Ξ undf : R\{0} −→ Ξ eineΞ-wertige Funktion.

Sei

g(t) =
1

2π

∞∫
−∞

eistf(s) ds

Gilt

sup
h 6=0

|h|−
1
2

∞∫
−∞

‖f(s+ h)− f(s)‖Ξ ds+

∞∫
−∞

‖f(s)‖Ξ ds ≤ Cf

mit einer vonf abḧangenden KonstantenCf , dann ist

‖g(t)‖Ξ ≤ C(1 + t)−
1
2Cf

mit einer KonstantenC, unabḧangig vont oderf .

Beweis: [Shi, Theorem 3.7]

�

Nach Theorem 2 kennen wir die Regularität der Resolvente von Oseen bis auf eine Umgebung der

Null. Der folgende Satz gibt Auskunfẗuber die Regulariẗat in dieser Umgebung und verwendet

Satz 4.4.1:

Satz 5.2.2Sei1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ p, ε > 0 hinreichend klein,σ0, γ > 0 undr > so groß , daß

R3 \ Ω ⊂ Br(0). Seiρ ∈ C∞0 (R) eine Abschneidefunktion mitρ(s) = 1 für |s| ≤ γ undρ(s) = 0
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für |s| ≥ γ+1. Seiψ ∈ C∞0 (R3) eine Abschneidefunktion mitψ(x) = 1 für |x| ≤ r undψ(x) = 0

für |x| ≥ r + 1. Dann gilt

(5.2.1)

∞∫
−∞

(∥∥ψρ(s)(Ov∞,v + isI)−1f
∥∥
q,2

+
∥∥∥ψ ∂

∂s

(
ρ(s)(Ov∞,v + isI)−1f

)∥∥∥
p,2

)
ds

≤ Cp,r,γ,σ0,ε

|v∞|
3ε

1+ε

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)

(5.2.2) sup
h 6=0

|h|−
1
2

∞∫
−∞

∥∥∥ψ ∂

∂s

(
ρ(s+ h)(Ov∞,v + (is+ ih)I)−1 − ρ(s)(Ov∞,v + isI)−1

)
f
∥∥∥
q,2
ds

≤ Cp,r,γ,σ0,ε

|v∞|
3
4

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
für jedesf ∈ Hp(Ω) ∩ L1+ε(Ω) und0 6= |v∞| ≤ σ0 mit einer vonf unabḧangigen Konstanten

Cp,r,γ,σ0,ε.

Beweis: Bis auf die Referenzen wortẅortlich wie [ShiKo, Lemma 5.1].

Daψ beschr̈ankten Tr̈ager hat, k̈onnen wir uns o.B. auf den Fallq = p zurückziehen.

Da f ∈ Hp(Ω) ∩ L1+ε(Ω), können wir mit den Bezeichnungen aus Kapitel 5.1 die Resolvente

(Ov∞,v + λI)−1 explizit angeben: Nach Hilfssatz 5.1.5 liegt(Ψv∞,λ + I)−1f in Lp(Ω)∩L1+ε(Ω).

Für Re(λ) ≥ 0, λ 6= 0 ist dann nach (5.1.4)Φv∞,λ(Ψv∞,λ + I)−1f ∈ W p,2(Ω), löst nach (5.1.5)

die volle Oseengleichung, d.h.

(
−∆ + (v∞ · ∇) + λ+ B

)
Φv∞,λ(Ψv∞,λ + I)−1f +∇Pv∞,λ(Ψv∞,λ + I)−1f = f

ist somit nach Satz 5.1.4 eindeutig und nach Theorem 2 ist

(Ov∞,v + λI)−1f = Φv∞,λ(Ψv∞,λ + I)−1f ∀ f ∈ Hp(Ω) ∩ L1+ε(Ω), Re(λ) ≥ 0, λ 6= 0

(5.2.3)

Insbesondere gilt für jedesf ∈ Hp(Ω) ∩ L1+ε(Ω) unds 6= 0

ψρ(s)(Ov∞,v + isI)−1f = ψρ(s)Φv∞,is(Ψv∞,is + I)−1f

= ψρ(s)Φv∞,is︸ ︷︷ ︸
=:Φ̃(s)

ρ̃(Ψv∞,is + I)−1︸ ︷︷ ︸
=:Λ(s)

f

wobei ρ̃ ∈ C∞0 (R) eine Abschneidefunktion mit̃ρ = 1 für |s| ≤ γ + 1 und ρ̃ = 0 für |s| ≥ γ + 2.

Daρ Träger in{|s| ≤ γ} hat, durften wirρ̃ einfügen.

Für Φ̃(s) = ψρ(s)Φv∞,is gilt f ür f ∈ Lp(Ω) ∩ L1+ε(Ω) wegen der Darstellung (5.1.3) vonΦv∞,is
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nach Satz 3.0.13, Satz 4.2.9 und Folgerung 5.1.2 für 1 ≤ q ≤ p

sup
s∈R\{0}

‖Φ̃(s)f‖q,2 + sup
s∈R
s,h 6=0

|h|−
1
2‖Φ̃(s+ h)f − Φ̃(s)f‖q,2 ≤ Cp,r,ε

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
(5.2.4)

∞∫
−∞

‖∂sΦ̃(s)f‖q,2 ds ≤ Cp,r,ε
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)

sup
h 6=0

|h|−
1
2

∞∫
−∞

‖∂sΦ̃(s+ h)f − ∂sΦ̃(s)f‖q,2 ds ≤
Cp,r,ε

|v∞|
3
4

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)(5.2.5)

Analog zur ersten Umformung im Beweis zu Hilfssatz 4.3.4 ist

(Ψv∞,i(s+h) + I)−1 − (Ψv∞,is + I)−1

= −(Ψv∞,is + I)−1
(
Ψv∞,i(s+h) −Ψv∞,is

)
(Ψv∞,i(s+h) + I)−1

und daher

∂

∂s
(Ψv∞,is + I)−1 = −(Ψv∞,is + I)−1

( ∂
∂s

Ψv∞,is

)
(Ψv∞,is + I)−1(5.2.6)

Nach Hilfssatz 5.1.6 ist(Ψv∞,is+I)−1 ein stetiger OperatorLp(Ω)∩L1+ε(Ω) −→ Lp(Ω)∩L1+ε(Ω)

bzw.Lpr(Ω) −→ Lpr(Ω) mit einer vons unabḧangigen Einbettungskonstanten (5.1.19). Gemäß der

Darstellung (5.1.8) vonΨv∞,isf gilt daher nach Satz 3.0.13, Satz 4.4.1, Satz 4.2.9 und Folgerung

5.1.2 und Hilfssatz 5.1.6 für Λ(s)f = ρ̃(Ψv∞,is + I)−1f , f ∈ Lp(Ω) ∩ L1+ε(Ω) und1 ≤ q ≤ p

sup
s∈R

‖Λ(s)f‖q + sup
s∈R, h 6=0

|h|−
1
2‖Λ(s+ h)f − Λ(s)f‖q ≤

Cp,r,ε

|v∞|
3ε

1+ε

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
(5.2.7)

∞∫
−∞

‖∂sΛ(s)f‖q ds ≤
Cp,r,ε

|v∞|
3ε

1+ε

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)

sup
h 6=0

|h|−
1
2

∞∫
−∞

‖∂sΛ(s+ h)f − ∂sΛ(s)f‖q ds ≤
Cp,r,ε

|v∞|
3
4

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)(5.2.8)

Beachte, daßΨv∞,isf , ∂sΨv∞,isf und somit auch∂sΛ(s)f undΛ(s+ h)f − Λ(s)f beschr̈ankten

Träger haben.

Somit ist
∞∫

−∞

∥∥ψρ(s)(Ov∞,v + isI)−1f
∥∥
p,2
ds =

γ+1∫
−γ−1

∥∥Φ̃(s)Λ(s)f
∥∥
p,2
ds

≤ 2(γ + 1) sup
s∈R\{0}

∥∥Φ̃(s)Λ(s)f
∥∥
p,2

≤ Cp,r,γ sup
s∈R\{0}

(∥∥Λ(s)f
∥∥
p
+
∥∥Λ(s)f

∥∥
1+ε

)
nach (5.2.4)

≤ Cp,r,γ,ε

|v∞|
3ε

1+ε

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
nach (5.2.7)
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∞∫
−∞

∥∥ψ∂sρ(s)(Ov∞,v + isI)−1f
∥∥
p,2
ds

=

γ+1∫
−γ−1

∥∥∂s(Φ̃(s)Λ(s)
)
f
∥∥
p,2
ds

≤
γ+1∫

−γ−1

(∥∥∂s(Φ̃(s)
)
Λ(s)f

∥∥
p,2

+
∥∥Φ̃(s)∂s

(
Λ(s)

)
f
∥∥
p,2

)
ds

≤ Cp,r,γ sup
s∈R\{0}

(∥∥Λ(s)f
∥∥
p
+
∥∥Λ(s)f

∥∥
1

)
nach (5.2.5)

+ Cp,r,γ

γ+1∫
−γ−1

(∥∥∂s(Λ(s)
)
f
∥∥
p
+
∥∥∂s(Λ(s)

)
f
∥∥

1

)
ds nach (5.2.4)

≤ Cp,r,γ,ε

|v∞|
3ε

1+ε

(
‖f‖p + ‖f‖1

)
nach (5.2.7),(5.2.8)

Das zeigt (5.2.1).

SeiX der BanachraumX = Lp(Ω) ∩ L1+ε(Ω) mit Norm‖.‖X = ‖.‖p + ‖.‖1+ε

∞∫
−∞

∥∥∥ψ ∂

∂s

(
ρ(s+ h)(Ov∞,v + (is+ ih)I)−1 − ρ(s)(Ov∞,v + isI)−1

)
f
∥∥∥
p,2
ds

=

∞∫
−∞

∥∥∥∂s(Φ̃(s+ h)Λ(s+ h)
)
f − ∂s

(
Φ̃(s)Λ(s)

)
f
∥∥∥
p,2
ds

=

∞∫
−∞

∥∥∥∂s(Φ̃(s+ h)
)
Λ(s+ h)f + Φ̃(s+ h)∂s

(
Λ(s+ h)

)
f

− ∂s
(
Φ̃(s)

)
Λ(s)f − Φ̃(s)∂s

(
Λ(s)

)
f
∥∥∥
p,2
ds

≤
∞∫

−∞

∥∥∥(∂s(Φ̃(s+ h)
)
− ∂s

(
Φ̃(s)

))
Λ(s+ h)f

∥∥∥
p,2
ds

+

∞∫
−∞

∥∥∥(Φ̃(s+ h)− Φ̃(s)
)
∂s
(
Λ(s)

)
f
∥∥∥
p,2
ds

+

∞∫
−∞

∥∥∥∂s(Φ̃(s)
)(

Λ(s+ h)− Λ(s)
)
f
∥∥∥
p,2
ds

+

∞∫
−∞

∥∥∥Φ̃(s+ h)
(
∂s
(
Λ(s+ h)

)
− (∂s

(
Λ(s)

))
f
∥∥∥
p,2
ds
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Da die Tr̈ager von∂sΛ(s)f undΛ(s + h)f − Λ(s)f beschr̈ankt sind folgt nach (5.2.4), (5.2.5)

undHölder

≤
∞∫

−∞

∥∥∥∂sΦ̃(s+ h)− ∂sΦ̃(s)
∥∥∥
L(X,W 2,p(Ω))

ds sup
s∈R

(∥∥Λ(s+ h)f
∥∥
p
+
∥∥Λ(s+ h)f

∥∥
1+ε

)

+ sup
s∈R

∥∥∥Φ̃(s+ h)− Φ̃(s)
∥∥∥
L(X,W 2,p(Ω))

∞∫
−∞

∥∥∂sΛ(s)f
∥∥
p
ds

+

∞∫
−∞

∥∥∥∂sΦ̃(s)
∥∥∥
L(X,W 2,p(Ω))

ds sup
s∈R

∥∥∥(Λ(s+ h)− Λ(s)
)
f
∥∥∥
p

+ sup
s∈R

∥∥∥Φ̃(s+ h)
∥∥∥
L(X,W 2,p(Ω))

∞∫
−∞

∥∥∥(∂sΛ(s+ h)− ∂sΛ(s)
)
f
∥∥∥
p
ds

≤ Cp,r,γ,ε

|v∞|
3
4

|h|
1
2

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
nach (5.2.4), (5.2.5), (5.2.7) und (5.2.8).

�

Theorem 3 (Lokale Energieabklingrate) Sei1 < p < ∞, ε > 0 hinreichend klein,σ0 > 0,

v∞ 6= 0 die Anstr̈omgeschwindigkeit bei∞, r0 > 0 so groß , daßR3 \ Ω ⊂ Br(0). SeiOv∞,v =

P(−∆+ v∞ ·∇+B) der (volle) Oseenoperator undT (t) = e−Ov∞,vt die zugeḧorige stark stetige

Halgruppe. Dann gilt f̈ur jedesr > r0 und jede ganze Zahlm ≥ 0

∥∥∂mt T (t)f
∥∥
p,2,Ωr

≤ Cm,p,r,σ0,ε

|v∞|
3
4

t−
3
2

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
∀ t ≥ 1, ∀ f ∈ Hp(Ω) ∩ L1+ε(Ω)(5.2.9)

wobeiΩr = Ω ∩Br(0) und|v∞| ≤ σ0.

Beweis: Bis auf die Referenzen wortẅortlich wie [ShiKo, S. 32ff].

Durchn-maliges Anwenden von Theorem 3 (5.2.9) sieht man, daß für |λ| ≥ λ0 > 0, Re(λ) ≥ 0

gilt ‖(Ov∞,v + λI)−nf‖p ≤ Cp‖f‖p/|λ|n. Nach [Pazy, Chapter 1, Theorem 5.3] ist somitOv∞,v

Erzeuger einer stark stetigen HalbbruppeT (t) := e−Ov∞,vt in Hp(Ω), die nach [Pazy, Chapter 1,

Corollary 7.5] der Darstellung

T (t)f =
1

2πi

ω+i∞∫
ω−i∞

eλt(Ov∞,v + λI)−1f dλ ∀ ω > 0, f ∈ Hp(Ω)(5.2.10)

gen̈ugt, daD(O2
v∞,v) ⊂ Hp(Ω) dicht liegt.
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Mit partieller Integration und∂λeλt = teλt erhalten wir

T (t)f =
1

2πi
lim
s→∞

ω+is∫
ω−is

eλt(Ov∞,v + λI)−1f dλ

= lim
s→∞

1

2πit

ω+is∫
ω−is

teλt(Ov∞,v + λI)−1f dλ

= lim
s→∞

1

2πit

ω+is∫
ω−is

∂λe
λt(Ov∞,v + λI)−1f dλ

=
1

2πit
lim
s→∞

eωeist(Ov∞,v + λI)−1f︸ ︷︷ ︸
→0in Lp(Ω) nach Theorem 2

− lim
s→∞

1

2πit

ω+is∫
ω−is

eλt∂λ(Ov∞,v + λ)−1f dλ

= − lim
s→∞

1

2πit

ω+is∫
ω−is

eλt∂λ(Ov∞,v + λ)−1f dλ

wobei der Limes im Riemann’schen Sinn inHp(Ω) ⊂ Lp(Ω) zu verstehen ist. Wir halten fest

T (t)f = − 1

2πit

ω+i∞∫
ω−i∞

eλt∂λ(Ov∞,v + λI)−1f dλ ∀ ω > 0, f ∈ Hp(Ω)(5.2.11)

Seiψ ∈ C∞0 (R3) eine Abschneidefunktion mitψ(x) = 1 für |x| ≤ r. Nach (5.2.11) gilt f̈ur jedes

f ∈ Hp(Ω) und einem Multiindexα ∈ N3, |α| ≤ 2

∂αx
(
ψT (t)f

)
= − 1

2πit

ω+i∞∫
ω−i∞

eλt∂αx

(
ψ∂λ(Ov∞,v + λI)−1f

)
dλ ∀ ω > 0, f ∈ Hp(Ω)(5.2.12)

Nach (5.2.3) aus dem Beweis von Satz 5.2.2 haben wir die Darstellungψ(Ov∞,v + λI)−1f =

ψΦv∞,λ(Ψv∞,λ + I)−1f für f ∈ Hp(Ω) ∩ L1+ε(Ω). Also∥∥ψ∂λ(Ov∞,v + λI)−1f
∥∥
p,2

=
∥∥ψ∂λ(Φv∞,λ(Ψv∞,λ + I)−1f

)∥∥
p,2

≤
∥∥ψ∂λ(Φv∞,λ

)
(Ψv∞,λ + I)−1f

∥∥
p,2

+
∥∥ψΦv∞,λ∂λ

(
(Ψv∞,λ + I)−1f

)∥∥
p,2

Nach Satz 3.0.13, Satz 4.4.1 (4.4.1) (4.4.2), Folgerung 5.1.2 folgt für 0 < Re(λ) ≤ 1

≤ Cp,r

|v∞|
3ε

1+ε

√
Re(λ)

(∥∥(Ψv∞,λ + I)−1f
∥∥
p
+
∥∥(Ψv∞,λ + I)−1f

∥∥
1+ε

)
+ Cp,r

(∥∥∂λ((Ψv∞,λ + I)−1f
)∥∥

p
+
∥∥∂λ((Ψv∞,λ + I)−1f

)∥∥
1+ε

)
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Nach Hilfssatz 5.1.6 schätzen wir die ersten beiden Summand ab, die anderen beiden formen wir

gem̈aß (5.2.6) um zu

≤ Cp,r

|v∞|
3ε

1+ε

√
Re(λ)

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
+ Cp,r

(∥∥(Ψv∞,λ + I)−1∂λ
(
Ψv∞,λ

)
(Ψv∞,λ + I)−1f

∥∥
p

+
∥∥∥(Ψv∞,λ + I)−1∂λ

(
Ψv∞,λ

)
(Ψv∞,λ + I)−1f

∥∥
1+ε

)
Wieder mit Hilfssatz 5.1.6 und der Tatsache, daßΨv∞,λ beschr̈ankten Tr̈ager inBr+1(0) hat folgt

≤ Cp,r

|v∞|
3ε

1+ε

√
Re(λ)

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
+ Cp,r

∥∥∂λ(Ψv∞,λ

)
(Ψv∞,λ + I)−1f

∥∥
p

Ψv∞,λ hat die Darstellung (5.1.8). Nach Satz 3.0.13, Satz 4.4.1 (4.4.1) (4.4.2), Folgerung 5.1.2

folgt für 0 < Re(λ) ≤ 1

≤ Cp,r

|v∞|
3ε

1+ε

√
Re(λ)

(
‖f‖p + ‖f‖p

)
+

Cp,r√
Re(λ)

(∥∥(Ψv∞,λ + I)−1f
∥∥
p
+
∥∥(Ψv∞,λ + I)−1f

∥∥
1+ε

)
≤ Cp,r

|v∞|
3ε

1+ε

√
Re(λ)

(
‖f‖p + ‖f‖p

)
Seiγδ := {λ = δeiθ : −π/2 ≤ θ ≤ π/2}. Dann ist f̈ur |α| ≤ 2 und0 < Re(λ) ≤ 1

∥∥∥∫
γδ

eλt∂αx

(
ψ∂λ(Ov∞,v + λI)−1f

)
dλ
∥∥∥
p

=
∥∥∥ π/2∫
−π/2

eδe
iθt∂αx

(
ψ∂λ(Ov∞,v + δeiθI)−1f

)
δ dθ

∥∥∥
p

≤
π/2∫

−π/2

∥∥∥eδeiθt∂αx

(
ψ∂λ(Ov∞,v + δeiθI)−1f

)
δ
∥∥∥
p
dθ

≤
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

) π/2∫
−π/2

∣∣∣eδeiθt
∣∣∣∣∣∣ Cp,r√

Re(δeiθ)

∣∣∣δ dθ
≤ Cp,r

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

) π/2∫
−π/2

δeδ cos(θ)t√
δ cos(θ)

dθ

≤ Cp,r,t
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)√
δ

π/2∫
−π/2

1√
cos(θ)

dθ

≤ Cp,r,t
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)√
δ

−→ 0 für δ → 0

Seiγs := {λ = θ + is : 0 ≤ θ ≤ ω} ein Weg parallel zur reellen Achse mits 6= 0. Dann ist f̈ur

|s| ≥ s0 > 0∥∥∥∫
γs

eλt∂αx

(
ψ∂λ(Ov∞,v + λI)−1f

)
dλ
∥∥∥
p
≤
∫
γs

∣∣eλt∣∣∥∥∥ψ∂λ(Ov∞,v + λI)−1f
∥∥∥
p,2
dλ
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Theorem 2 (5.1.24)

≤ Cp,r‖f‖p
∫
γs

eRe(λ)t 1

1 + |λ|
dλ

≤ Cp,r‖f‖p

ω∫
0

eθt
1

1 +
√
θ2 + |s|2

dθ

≤ Cp,r,ω‖f‖p

ω∫
0

√
2√

2 + θ + |s|
dθ

≤ Cp,r,ω‖f‖p log(
√

2 + θ + |s|)
∣∣∣ω
0

≤ Cp,r,ω‖f‖p log

√
2 + ω + |s|√

2 + |s|
−→ 0 für |s| → ∞

Also

lim
δ↘0

∫
γδ

eλt∂αx

(
ψ∂λ(Ov∞,v + λI)−1f

)
dλ = 0 γδ := {λ = δeiθ : −π/2 ≤ θ ≤ π/2}

lim
s→±∞

∫
γs

eλt∂αx

(
ψ∂λ(Ov∞,v + λI)−1f

)
dλ = 0 γs := {λ = θ + is : 0 ≤ θ ≤ ω}

Sei schließlichγδ,s := {iθ : δ ≤ θ ≤ s} undγω,s := {ω + iθ : −s ≤ θ ≤ s}. Betrachte den

geschlossenen Integrationswegγω,s− γs− γδ,s− γδ + γ−δ,−s + γ−s. Integrieren wir die Funktion

eλt∂αx

(
ψ∂λ(Ov∞,v + λI)−1f

)
entlang dieses Weges, so ergibt dies wegen der Holomorphie Null.

Lassen wirs → ∞ und δ → 0 gehen, sehen wir, daß der Integrationsweg bei (5.2.12) auf die

imagin̈are Achse verlegt werden kann. Seiψ(x) = 0 für |x| ≥ r + 1 und ρ ∈ C∞0 (R) eine

Abschneidefunktion mitρ(s) = 1 für |s| ≤ γ undρ(s) = 0 für |s| ≥ γ + 1, γ > 1. Dann ist

∂αx
(
ψT (t)f

)
= − 1

2πit

i∞∫
−i∞

eλt∂αx

(
ψ∂λ(Ov∞,v + λI)−1f

)
dλ

=
1

2πt

∞∫
−∞

eist∂αx

(
ψ∂s(Ov∞,v + isI)−1f

)
ds

=
1

2πt

∞∫
−∞

eist∂αx

(
ψ∂s
(
ρ(s)(Ov∞,v + isI)−1f

))
ds

+
1

2πt

∞∫
−∞

eist∂αx

(
ψ∂s
(
(1− ρ(s))(Ov∞,v + isI)−1f

))
ds

=: J0(t)f + J∞(t)f
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Wir zeigen die Aussage von Theorem 3 für jeweilsJ0(t)f undJ∞(t)f . Fangen wir mit letzterem

an: Wegen∂m−jt t−1 = (−1)m−j(m− j)!t−(m−j+1) undeist = (it)−(j+n+1)
(
∂j+n+1
s eist

)
ist

∂mt
eist

t
=

m∑
j=0

(
m

j

)(
∂m−jt t−1

)(
∂jt e

ist
)

=
m∑
j=0

(
m

j

)
(−1)m−j(m− j)!t−(m−j+1)(is)jeist

=
m∑
j=0

(
m

j

)
(−1)m−j(m− j)!t−(m−j+1)(is)j(it)−(j+n+1)

(
∂j+n+1
s eist

)
=
t−(m+n+2)

in+1

m∑
j=0

(
m

j

)
(−1)m−j(m− j)!sj

(
∂j+n+1
s eist

)
Wie zu Beginn dieses Beweises erhalten wir mit partieller Integration für n ∈ N

∂mt J∞(t)f

=
1

2π

∞∫
−∞

(
∂mt

eist

t

)
∂αx

(
ψ∂s
(
(1− ρ(s))(Ov∞,v + isI)−1f

))
ds

=
m∑
j=0

(
m

j

)
(−1)m−j(m− j)!

2πtm+n+2in+1

∞∫
−∞

(
∂j+n+1
s eist

)
sj∂αx

(
ψ∂s
(
(1− ρ(s))(Ov∞,v + isI)−1f

))
ds

=
m∑
j=0

(
m

j

)
(−1)m+n+1(m− j)!

2πtm+n+2in+1

∞∫
−∞

eist∂j+n+1
s

(
sj∂αx

(
ψ∂s
(
(1− ρ(s))(Ov∞,v + isI)−1f

)))
ds

=
m∑
j=0

Cm,n,j
tm+n+2

∞∫
−∞

eist∂j+n+1
s

(
sj
((
∂sρ(s)

)
∂αx
(
ψ(Ov∞,v + isI)−1

)
+ (1− ρ)∂αx

(
ψ(Ov∞,v + isI)−2

))
f
)
ds

=
m∑
j=0

j∑
l=0

Cm,n,j,l
tm+n+2

∞∫
−∞

eist
(
∂j+n+1−l
s

(
sj∂sρ(s)

)︸ ︷︷ ︸
∈C∞0 (γ,γ+1) ∀j,l

∂αx
(
ψ(Ov∞,v + isI)−(l+1)

)
+ ∂j+n+1−l

s

(
sj(1− ρ)

)︸ ︷︷ ︸
∈C∞(γ,∞) ∀j,l

∂αx
(
ψ(Ov∞,v + isI)−(l+2)

))
f ds

Beachte, daß∂j+1+n−l
s sj = 0 für n − l ≥ 0. Indem wir mit der Produktregel die Differentiation

weiter auftrennen und die Summanden nach Potenzen inl neu sortieren, sehen wir, daß esm+ 1

Funktionenhl,n ∈ C∞(R), l = 0, . . . ,m gibt, so daß

=
m∑
l=0

Cm,n,l
tm+n+2

∫
γ≤|s|≤γ+1

eisthl,n(s)
(
∂sρ(s)

)
∂αx
(
ψ(Ov∞,v + isI)−(l+1)

)
ds

+
m∑

l=n+1

Cm,n,l
tm+n+2

∫
|s|≥γ

eistsl
(
1− ρ(s)

)
∂αx
(
ψ(Ov∞,v + isI)−(l+3)

)
f ds
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wobei wir die letzte Summe als0 auffassen, wennn + 1 > m ist. Aus Theorem 2 folgt durch

mehrfache Anwendung von (5.1.23)‖(Ov∞,v + isI)−(l+1)f‖p,2 ≤ Cp,γ(1 + |s|)−l‖f‖p, ∀l ∈ N.

Somit ist∥∥∂mt J∞(t)f
∥∥
p
≤

m∑
l=0

Cm,n,p,σ0,l,γ

tm+n+2

∫
γ≤|s|≤γ+1

‖hl(s)‖∞
1

(1 + |s|)l
‖f‖p ds

+
m∑

l=n+1

Cm,n,l,γ,p,σ0

tm

∫
|s|≥γ

sl

(1 + |s|)l+2
‖f‖p ds

≤ Cm,n,γ,p,σ0

tm+n+2
‖f‖p ∀m ≥ 0, n ≥ 0

Um ‖J0(t)f‖p abzuscḧatzen, wollen wir Satz 5.2.1 im BanachraumΞ = Lp(Ω) ∩ L1+ε(Ω) mit

Norm‖.‖Ξ = ‖.‖1+ε + ‖.‖p anwenden.

∂mt J0(t)f

=
1

2π

∞∫
−∞

(
∂mt

eist

t

)
∂αx

(
ψ∂s
(
ρ(s)(Ov∞,v + isI)−1f

))
ds

=
m∑
j=0

(
m

j

)
(−1)m−j(m− j)!

2πtm−j+1

∞∫
−∞

eist(is)j∂αxψ∂s
(
ρ(s)(Ov∞,v + isI)−1f

)
ds

=
1

t

m∑
j=0

(
m

j

)
(−1)m−j(m− j)!ij

2πtm−j︸ ︷︷ ︸
Beschr̈ankt für t≥1

∞∫
−∞

eist sj∂αxψ∂s
(
ρ(s)(Ov∞,v + isI)−1f

)︸ ︷︷ ︸
=:fj(s)

ds

Beachte, daßfj(s) beschr̈ankten Tr̈ager inBr+1(0) hat.

Sei1 ≤ q ≤ p. Zwei Ungleichungen m̈ussen wir zeigen: Die erste folgt aus Satz 5.2.2 (5.2.1)

∞∫
−∞

‖fj(s)‖q ds ≤ Cq,p,r

γ+1∫
−γ−1

(γ + 1)j
∥∥ψ∂s(ρ(s)(Ov∞,v + isI)−1f

)∥∥
p,2
ds

≤ Cp,r,γ,σ0,ε

|v∞|
3ε

1+ε

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
Die zweite aus Satz 5.2.2 (5.2.1) und (5.2.2):

sup
h 6=0

|h|−
1
2

∞∫
−∞

‖fj(s+ h)− fj(s)‖p ds

≤ Cp,r sup
h 6=0
|h|≤1

|h|−
1
2

∞∫
−∞

‖fj(s+ h)− fj(s)‖p ds+ Cp,r sup
h 6=0
|h|≥1

|h|−
1
2

∞∫
−∞

‖fj(s+ h)− fj(s)‖p ds

≤ Cp,r sup
h 6=0
|h|≤1

|h|−
1
2

γ+2∫
−γ−2

‖fj(s+ h)− fj(s)‖p ds+ 2
Cp,r,γ,σ0,ε

|v∞|
3ε

1+ε

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
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≤ Cp,r sup
h 6=0
|h|≤1

|h|−
1
2

γ+2∫
−γ−2

|s|j
∥∥ψ∂s(ρ(s+ h)(Ov∞,v + i(s+ h)I)−1

− ρ(s)(Ov∞,v + isI)−1
)
f
∥∥
p,2
ds

+ Cp,r sup
h 6=0
|h|≤1

|h|−
1
2

γ+2∫
−γ−2

|(s+ h)j − sj|
∥∥ψ∂s(ρ(s)(Ov∞,v + isI)−1

)
f
∥∥
p,2
ds

+ 2Cp,r,γ,σ0

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
≤ Cp,r,γ,σ0,ε

|v∞|
3
4

(γ + 2)j
(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
+ 2

Cp,r,γ,σ0,ε

|v∞|
3ε

1+ε

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
+ Cp,r,γ,σ0,ε sup

h 6=0
|h|≤1

|h|−
1
2

γ+2∫
−γ−2

|h|
∣∣∣ j−1∑
l=0

(
j

l

)
slhj−k−1

∣∣∣∥∥ψ∂s(ρ(s)(Ov∞,v + isI)−1
)
f
∥∥
p,2
ds

≤ Cp,r,γ,σ0,ε

|v∞|
3
4

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
+ sup

h 6=0
|h|≤1

(γ + 2)j
γ+2∫

−γ−2

∥∥ψ∂s(ρ(s)(Ov∞,v + isI)−1
)
f
∥∥
p,2
ds

≤ Cp,r,γ,σ0,ε

|v∞|
3
4

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
Damit sind die Voraussetzungen an Satz 5.2.2 erfüllt und es folgt f̈ur 1 ≤ q ≤ p:

∥∥∂mt J0(t)f
∥∥
q
≤ 1

t

m∑
j=0

Cm,j
∥∥ ∞∫
∞

eistfj ds
∥∥∥
p

≤ 1

t
C(1 + t)−

1
2
Cp,r,γ,σ0,ε

|v∞|
3
4

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
≤ Cp,r,γ,σ0,ε

|v∞|
3
4

t−
3
2

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
für f ∈ Hp(Ω) ∩ L1+ε(Ω), t ≥ 1 undm ≥ 0.

�

Satz 5.2.3Sei1 < p <∞, σ0 > 0 und |v∞| ≤ σ0. Seim ∈ N mitm ≥ 1 undOv∞,v = P(−∆ +

v∞ ·∇+B) der volle Oseenoperator. Angenommenu ∈ D(Ov∞,v) undOv∞,vu ∈ Wm,p(Ω). Dann

ist u ∈ Wm+2,p(Ω) und es ist

‖u‖p,m+2 ≤ Cp,m,σ0

(
‖Ov∞,vu‖p,m + ‖u‖p

)
(5.2.13)

Gilt u ∈ D(Om
v∞,v), dann istu ∈ W 2m,p(Ω) und

‖u‖p,2m ≤ Cp,m,σ0

(
‖Om

v∞,vu‖p + ‖u‖p
)

(5.2.14)
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Beweis: Fast wortẅortlich wie [ShiKo, Lemma Ap.2], da‖B(u)‖p,m ≤ C‖u‖p,m+1.

�

Hilfssatz 5.2.4 Sei t0 ∈ R+ beliebig, l,m ∈ N mit l,m ≥ 0 und T (t) die von−Ov∞,v =

−P(−∆ + v∞ · ∇+ B) erzeugte Halbgruppe. Dann gilt für 0 < t ≤ 1 unda ∈ Hp(Ω)

‖∂ltT (t)a‖p,m ≤ Cl,m,p,σ0,t0 t
−(m+2l)/2‖a‖p ∀l,m ≥ 0, 1 < t ≤ t0(5.2.15)

und insbesondere

‖T (t)a‖q ≤ Cq,p,σ0,t0 t
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

‖∇T (t)a‖q ≤ Cq,p,σ0,t0 t
− 1

2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p
(5.2.16)

Beweis: Sei zun̈achstm gerade, etwam = 2N und ohne EinschränkungN ≥ 1. Nach Satz 5.2.3

ist

‖∂ltT (t)a‖p,m ≤ Cp,m
(
‖Ol+m

v∞,vT (t)a‖p + ‖T (t)a‖p
)

= Cp,m
(
‖∂l+mt T (t)a‖p + ‖T (t)a‖p

)
Es gen̈ugt daherm = 0 zu betrachten. Sei weiterhin o.B.a ∈ D(O2

v∞,v). Ohne Beschr̈ankung

deshalb, weilD(Ok
v∞,v) ⊂ D(T (t)) für allek ∈ N dicht liegt nach [Pazy, Theorem 2.7., S.: 6] .

Mit der Darstellung vonT (t) nach [Pazy, Corollary 7.5.] ist

∂ltT (t)a = ∂lt
1

2πi

ω+i∞∫
ω−i∞

eλt(Ov∞,v + λI)−1a dλ

= ∂lt
1

2πitl

ω+i∞∫
ω−i∞

∂lλ
(
eλt
)
(Ov∞,v + λI)−1a dλ

Wegen Theorem 2 k̈onnen wir, wie im Beweis zu Theorem 3 ausgeführt, partiell integrieren

= ∂lt
(−1)ll!

2πitl

ω+i∞∫
ω−i∞

eλt(Ov∞,v + λI)−1−la dλ

=
(−1)ll!

2πitl

l∑
j=0

(
l

j

)
tl∂jt
(
t−l
) ω+i∞∫
ω−i∞

eλtλj(Ov∞,v + λI)−1−la dλ(5.2.17)

Wie in [Pazy, Theorem 7.4.] zeigt man, daß

1

2πi

ω+i∞∫
ω−i∞

λjeλt(Ov∞,v + λI)−1−lx
dλ

λ
∀ 0 ≤ j ≤ l
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gleichm̈aßig in der Operatorentopologie und gleichmäßig in beschr̈ankten Intervallen int konver-

giert. WegenOv∞,vx/λ = x− (Ov∞,v + λ)x/λ ist

ω+i∞∫
ω−i∞

λjeλt(Ov∞,v + λI)−1−lOv∞,va
dλ

λ

=

ω+i∞∫
ω−i∞

λjeλt(Ov∞,v + λI)−1−la dλ−
ω+i∞∫
ω−i∞

λjeλt(Ov∞,v + λI)−ja
dλ

λ

und somit

ω+i∞∫
ω−i∞

λjeλt(Ov∞,v + λI)−1−la dλ =

ω+i∞∫
ω−i∞

λjeλt(Ov∞,v + λI)−1−lOv∞,va
dλ

λ
+

ω+i∞∫
ω−i∞

λjeλt(Ov∞,v + λI)−ja
dλ

λ

wobei die beiden rechten Integrale mit jeweilsx = a bzw.x = Ov∞,va beschr̈ankte Operatoren

sind. Somit ist auch das linke Integral ein beschränkter Operator und zusammen mit (5.2.17) folgt,

daßtl∂ltT (t) für t ≤ t0 ein beschr̈ankter Operator ist.

Für ungeradesm, etwam = 2N − 1 benutzen wir ein Intepolationstheorem [Adams, Theorem

4.14]:

‖∂ltT (t)a‖p,2N−1 ≤ Cp,N t
1
2‖∂ltT (t)a‖p,2N + Cp,N t

−N+ 1
2‖∂ltT (t)a‖p

Bei dem Beweis der Aussage (5.2.16) folgen wir der Argumentation von [Iwa, Sec. 5, S.285]:

Seim die gr̈oßte naẗurliche Zahl kleiner als2σ := 3(1/p − 1/q) Sei zun̈achstm gerade. Nach

(5.2.15) gilt

‖T (t)a‖p,m ≤ Cp,mt
−m

2 ‖a‖p

und ‖T (t)a‖p,m+2 ≤ Cp,mt
−m+2

2 ‖a‖p. Nach Soboleveinbettungstheorem und Interpolationsme-

thoden f̈ur Sobolevr̈aume mit gebrochenen Potenzen (siehe [Adams, Theorem 7.57, S.: 217])

folgt

‖T (t)a‖q ≤ Cq,p‖T (t)a‖p,2σ ≤ Cq,p(t
−m

2
−1)1−m+2−2σ

2 (t−
m
2 )

m+2−2σ
2 ‖a‖p = Cq,pt

−σ‖a‖p

Istm ungerade, dann ersetzte oben lediglichm durchm− 1.

Schließlich ist mit (5.2.15)

‖∇T (t)a‖q = ‖∇T (t/2)T (t/2)a‖q ≤ Cq(t/2)−
1
2‖T (t/2)a‖q ≤ Cq,p(t/2)−

1
2 (t/2)−σ‖a‖p

≤ Cq,pt
− 1

2
−σ‖a‖p

�

Nun können wir eine Folgerung aus Theorem 3 ziehen:
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Folgerung 5.2.5 Sei1 < p < ∞, ε > 0 hinreichend klein,N ∈ N mitN ≥ 1, v∞ 6= 0, r ≥ r0

undr0 so groß, daßR3 \Ω ⊂ Br0(0). Seia ∈ Hp(Ω) ∩ L1+ε(Ω), Ov∞,v = P(−∆ + v∞ · ∇+ B)

der Oseenoperator undT (t) = e−Ov∞,v die zugeḧorige stark stetige Halbgruppe ist. Dann gilt

∥∥T (t)a
∥∥
p,2N,Ωr

≤ Cp,N,r,ε

|v∞|
3
4

(1 + t)−
3
2

(
‖a‖p,2N + ‖a‖1+ε

)
∥∥∂tT (t)a

∥∥
p,2(N−1),Ωr

≤ Cp,N,r,ε

|v∞|
3
4

(1 + t)−
3
2

(
‖a‖p,2N + ‖a‖1+ε

) ∀ t ≥ 1

∀ t ≥ 1
(5.2.18)

Beweis: Bis auf die Referenzen fast wortwörtlich wie [ShiKo, Lemma 6.2].

Mit Induktion überN ∈ N.

Nach Theorem 3 (5.2.9) gilt

∥∥∂mt T (t)f
∥∥
p,2,Ωr+1

≤ Cm,p,r,σ0,ε

|v∞|
3
4

t−
3
2

(
‖f‖p + ‖f‖1+ε

)
∀ t ≥ 1, ∀ f ∈ Hp(Ω) ∩ L1+ε(Ω)

(5.2.19)

Sei

ϕN ∈ C∞0 (R3) Abschneidefunktion mit ϕN(x) =

1 für |x| ≤ r + 1
N+1

0 für |x| ≥ r + 1
N

Nach Definition vonT (t) = e−Ov∞,v erfüllt u(t, x) := T (t)a die Gleichung

∂tu+ (−∆ + v∞ · ∇+ B)u+∇p = 0, divu = 0

u|∂Ω = 0

in (0,∞)× Ω

in (0,∞)× ∂Ω
(5.2.20)

mit geeignetem Druckp(t, x). Nach Abzug einer Konstantenc = c(t) können wir o.B. annehe-

men, daß ∫
Ωr

p(t, x) dx = 0

Sei

wN(t, x) := ∂mt

(
ϕNu− B

(
(∇ϕN) · u

))
(5.2.21)

Offensichtlich istwN nach Folgerung 5.1.2 divergenzfrei. Es ist fürm ∈ N

−∆wN +∇(ϕN∂
m
t p)

= −∆
(
∂mt ϕNu

)
+ ∆

(
∂mt B

(
(∇ϕN) · u

))
+∇(ϕN∂

m
t p)

= −∂mt (∆ϕN)u− ∂mt ϕN(∆u) + 2∂mt (∇ϕN) · (∇u) + ∆
(
∂mt B

(
(∇ϕN) · u

))
+ ∂mt (∇ϕN)p + ∂mt ϕN(∇p)
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Ersetze∆u mit (5.2.20)

= −∂mt (∆ϕN)u− ∂m+1
t ϕNu− ∂mt ϕN

(
(v∞ · ∇)u

)
− ∂mt ϕN(Bu)− ∂mt ϕN(∇p)

+ 2∂mt (∇ϕN) · (∇u) + ∆
(
∂mt B

(
(∇ϕN) · u

))
+ ∂mt (∇ϕN)p + ∂mt ϕN(∇p)

= −∂mt (∆ϕN)u− ∂m+1
t ϕNu− ∂mt ϕN

(
(v∞ · ∇)u

)
− ∂mt ϕN(Bu)

+ 2∂mt (∇ϕN) · (∇u) + ∆
(
∂mt B

(
(∇ϕN) · u

))
+ ∂mt (∇ϕN)p

:= hN(t, x)

Also

−∆wN +∇(ϕN∂
m
t p) = hN(t, x), divwN = 0, wN |∂Ω

r+ 1
N

= 0(5.2.22)

Für diem-te Ableitung des Drucktermes nach der Zeit gilt nach (5.2.19) und (5.2.20)

‖∂mt ∇p‖p,Ωr+1

=
∥∥∂mt (∂t −∆ + v∞ · ∇+ B

)
u
∥∥
p,Ωr+1

≤
∥∥∂m+1

t u
∥∥
p,Ωr+1

+
∥∥∂mt u∥∥p,2,Ωr+1

+ |v∞|
∥∥∂mt u∥∥p,1,Ωr+1

+ Cp,v
∥∥∂mt u∥∥p,1,Ωr+1

≤ Cp,r,m,σ0,ε

|v∞|
3
4

t−
3
2

(
‖a‖p + ‖a‖1+ε

)
∀t ≥ 1

Da o.B.p auf Ωr mittelwertfrei angenommen werden konnte, folgt mitPoincareUngleichung

(2.0.16)

‖∂mt p‖p,Ωr+1 ≤ Cr

(∥∥∇∂mt p
∥∥
p,Ωr+1

+
∣∣∣∫
Ωr

p dx

︸ ︷︷ ︸
=0

∣∣∣) ≤ Cp,r,m,σ0,ε

|v∞|
3
4

t−
3
2

(
‖a‖p + ‖a‖1+ε

)
∀t ≥ 1

Also

‖∂mt p‖p,1,Ωr+1 ≤
Cp,r,m,σ0,ε

|v∞|
3
4

t−
3
2

(
‖a‖p + ‖a‖1+ε

)
∀t ≥ 1, m ≥ 0(5.2.23)

Und nach Folgerung 5.1.2, (5.2.23) und (5.2.19) ist

‖hN(t, x)‖p,1 ≤
Cp,r,m,σ0,ε

|v∞|
3
4

t−
3
2

(
‖a‖p + ‖a‖1+ε

)
∀t ≥ 1, m ≥ 0(5.2.24)

WegenwN(t, x) = ∂mt u(t, x) aufΩr+ 1
N+1

folgt aus Satz 2.0.7 (2.0.15)∥∥∂mt u(t, .)∥∥p,3,Ω
r+ 1

N+1

+
∥∥∂mt p

∥∥
p,2,Ω

r+ 1
N+1

≤ ‖hN(t, x)‖p,1

≤ Cp,r,m,σ0,ε

|v∞|
3
4

t−
3
2

(
‖a‖p + ‖a‖1+ε

)
∀t ≥ 1, m ≥ 0(5.2.25)

Angenommen es gilt

‖hN(t, x)‖p,N ≤
Cp,r,m,σ0,ε,N

|v∞|
3
4

t−
3
2

(
‖a‖p + ‖a‖1+ε

)
∀t ≥ 1, m ≥ 0, N ≥ 1(5.2.24’)
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(5.2.25’)
∥∥∂mt u(t, .)∥∥p,N+2,Ω

r+ 1
N+1

+
∥∥∂mt p

∥∥
p,N+1,Ω

r+ 1
N+1

≤ Cp,r,m,σ0,ε,N

|v∞|
3
4

t−
3
2

(
‖a‖p + ‖a‖1+ε

)
∀t ≥ 1, m ≥ 0, N ≥ 1

Dann ist wegen (5.2.25’) anaolg zu (5.2.24)

‖hN(t, x)‖p,N+1 ≤ C
∥∥∂mt u∥∥p,N+2,Ω

r+ 1
N+1

≤ Cp,r,m,σ0,ε,N

|v∞|
3
4

t−
3
2

(
‖a‖p + ‖a‖1+ε

)
∀t ≥ 1, m ≥ 0

woraus analog zu (5.2.25) wegenwN+1(t, x) = ∂mt u(t, x) aufΩr+ 1
N+2

folgt

∥∥∂mt u(t, .)∥∥p,N+3,Ω
r+ 1

N+2

+
∥∥∂mt p

∥∥
p,N+2,Ω

r+ 1
N+2

≤ Cp,r,m,σ0,ε,N

|v∞|
3
4

t−
3
2

(
‖a‖p + ‖a‖1+ε

)
∀t ≥ 1, m ≥ 0

Insgesamt zeigt (5.2.24), (5.2.25) die Gleichungen (5.2.24’) und (5.2.25’) im FallN = 1 und mit

Induktion folgt (5.2.25’) f̈ur alleN ∈ N und insbesondere wegen‖.‖p,N,Ωr ≤ ‖.‖p,N,Ω
r+ 1

N

‖T (t)a‖p,2N,Ωr ≤
Cp,r,m,σ0,ε,N

|v∞|
3
4

t−
3
2

(
‖a‖p + ‖a‖1+ε

)
‖∂tT (t)a‖p,2N−2,Ωr ≤

Cp,r,m,σ0,ε,N

|v∞|
3
4

t−
3
2

(
‖a‖p + ‖a‖1+ε

) ∀t ≥ 1, m ≥ 0

∀t ≥ 1, m ≥ 0
(5.2.26)

Das zeigt (5.2.18) �

Hilfssatz 5.2.6 Sei1 < p <∞,N ∈ N mitN ≥ 0 unda ∈ D(ON
v∞,v). Dann gilt

‖T (t)a‖p,2N + ‖∂tT (t)a‖p,2N−2 ≤ Cp,N,σ0‖a‖p,2N ∀ t ≥ 0(5.2.27)

Beweis: Wir benutzen die Tatsache, daß die Halbgruppe mit dem erzeugenden Operator ver-

tauscht.

Nach Hilfssatz 5.2.4 (5.2.15) ist

‖T (t)a‖p,2N ≤ Cp,N
(
‖ON

v∞,vT (t)a‖p + ‖T (t)a‖p
)

= Cp,N
(
‖T (t)ON

v∞,va‖p + ‖a‖p
)

= Cp,N
(
‖ON

v∞,va‖p + ‖a‖p
)

≤ Cp,N,σ0‖a‖p,2N

Nach Definition vonT (t) als Lösung der Oseengleichung gilt

‖∂tT (t)a‖p,2N−2 = ‖Ov∞,vT (t)a‖p,2N−2

≤ ‖AT (t)a‖p,2N−2 + ‖(v∞ · ∇)T (t)a‖p,2N−1 + ‖BT (t)a‖p,2N−2

≤ ‖T (t)a‖p,2N + |v∞|‖T (t)a‖p,2N−1 + Cp,v‖T (t)a‖p,2N−1

≤ Cp,N,σ0‖a‖p,2N

�
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5.3 Lp − Lq Abschätzung der vollen, nicht-station̈aren Oseen

Gleichung

Ziel dieses letzten Kapitels zur Oseengleichung ist es,Lp −Lq Abscḧatzungen f̈ur die Halbgrup-

pe des OseenoperatorsOv∞,v = P(−∆ + v∞ · ∇ + B) im AußenraumΩ zu erhalten. Dabei ist

B = ∇(v⊗ .+ .⊗ v) der schiefsymmetrische Teil wobeiv die in Definition 2.0.4 genannten Re-

gulariẗatseigenschaften besitzt. Der lineare Oseenoperator ohneB wurde ausf̈uhrlich in [ShiKo]

behandelt. Die eigentliche Arbeit, die Aussagen von dem einfachen auf den vollen Operator aus-

zudehnen, wurde in Kapitel 4.1, 4.2, 4.3 und teilweise in Kapitel 3 und 5.1 getan.

Wir werden hier entscheidend die Tatsache benutzen, daß uns eine Lösung der einfachen Oseen-

gleichung im GanzraumR3 explizit vorliegt. Sei n̈amlich

ϑ(t, x) := Sv∞(t)a :=

(
1

4πt

) 3
2
∫
R3

e−|x−tv∞−y|
2/(4t)a(y) dy(5.3.1)

für a ∈ Hp(R3). Dann l̈ostϑ die lineare, nicht-station̈are Oseen Gleichung

∂tϑ−∆ϑ+ (v∞ · ∇)ϑ = 0, divϑ = 0

ϑ(0, x) = a(x)

in (0,∞)× R3

in R3
(5.3.2)

Für ∂jt ∂
α
xϑ gelten die in [ShiKo, Lemma 6.1] angegebenenLp − Lq Abscḧatzungen. Diese sind

dann auch das Nadelöhr derLp − Lq Abscḧatzungen der Oseenhalbgruppe:

∥∥∂jt ∂αxS(t)a
∥∥
q
≤ Cj,α,p,q,σ0t

− 3
2(

1
p
− 1

q )−
j+|α|

2 ‖a‖p ∀a ∈ Hp(R3), t ≥ 1(5.3.3) ∥∥∂jt ∂αxS(t)a
∥∥
p
≤ Cj,α,p,σ0‖a‖p,2j+|α| ∀a ∈ Hp(R3) ∩W 2j+|α|,p(R3), t ≥ 0(5.3.4) ∥∥∂αxS(t)a

∥∥
p
≤ 1
∥∥∂αxa∥∥p ∀a ∈ Hp(R3) ∩ Ŵ |α|,p(R3), t ≥ 0(5.3.5)

Zunächst ein paar allgemeine Aussagen

Hilfssatz 5.3.1 Seiα, β ≥ 0. Dann gilt

t∫
t/2

(1 + t− s)−α(1 + s)−β ds ≤ Cα,β(1 + t)−ν ν ≤ β undν < α+ β − 1

(5.3.6)

t∫
0

(1 + t− s)−α(1 + s)−β ds ≤ Cα,β(1 + t)−ν
(
ν ≤ min{α, β} undν < α+ β − 1

)
oder

(
ν ≤ α+ β − 1, fallsα, β < 1

)
(5.3.7)

t∫
0

(t− s)−αs−β ds ≤ Cα,βt
−ν ν ≤ α+ β − 1 falls α, β < 1(5.3.8)
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Beweis: Behandeln wir zuerst (5.3.6). Dann ist0 ≤ ν < α + β − 1 undϕ := α + β − ν > 1. Es

ist nach Definitionϕ− β = α− ν undϕ− α = β − ν. Somit

t∫
t/2

(1 + t− s)−α(1 + s)−β ds

≤
(

1 +
t

2

)−ν t∫
t
2

(1 + t− s)−α(1 + s)−β+ν ds

≤
(

1 +
t

2

)−ν
+ max

t/2≤s≤t

{
(1 + t− s)−α+ϕ(1 + s)−β+ν

}
︸ ︷︷ ︸

=1 , daν≤β und−α+ϕ=−(−β+ν)

t∫
t
2

(1 + t− s)−ϕ ds

Substitution vons = t− s̃

≤ 2

(
1 +

t

2

)−ν t
2∫

0

(1 + s)−ϕ ds

≤ 2

(
1 +

t

2

)−ν ∞∫
0

(1 + s)−ϕ ds

= Cα,β

(
1 +

t

2

)−ν
≤ Cα,β (1 + t)−ν

für alleν ≤ β undν < α+ β − 1. Substitution voñs = t− s zeigt

t/2∫
0

(1 + t− s)−α(1 + s)−β ds =

t∫
t/2

(1 + t− s)−β(1 + s)−α ds ≤ Cα,β (1 + t)−ν

für alleν ≤ α undν < α+ β − 1. Zusammen mit (5.3.6) zeigt den oberen Teil von (5.3.7).

Zu (5.3.8): Seien nunα < 1 undβ < 1. Substitutions = tσ

t∫
0

(t− s)−αs−β ds = t

1∫
0

(t− σt)−α(σt)−β dσ = t1−α−β
1∫

0

(t− σ)−ασ−β ds

≤ t1−α−β
1∫

0

(t− σ)−ασ−β ds

Das Integral ist die wohlbekannte Betafunktion, die für Werteα, β < 1 definiert ist.

= Cα,βt
1−α−β
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Bleibt den unteren Teil von (5.3.7) zu zeigen: Substitutions = s̃− 1, t = t̃− 2 und Anwendung

von (5.3.8)

t∫
0

(1 + t− s)−α(1 + s)−β ds =

t+1∫
1

(2 + t− s)−αs−β ds =

t̃−1∫
1

(t̃− s)−αs−β ds

≤
t̃∫

0

(t̃− s)−αs−β ds ≤ Cα,β t̃
1−α−β

≤ Cα,β(1 + t)1−α−β

�

Hilfssatz 5.3.2 Sei0 < ε ≤ 2−α, k ∈ Z undα ≥ 0. Es gelte f̈ur eine stetig, positive, durchC

beschr̈ankte reelle Funktionf(t), t ∈ R+

f(t) ≤ ε sup
t̃∈[t/2,t]

f(t̃) + t−α ∀ t ≥ 2k−1

Dann ist

f(t) ≤ 2
C + 1

1− δ
(1 + t)−min{α,β} ∀2k ≤ t ≤ 2n, n > k,

wobeiβ =
n− k

n
log2

(
1

ε

)
, δ = ε2α

Unter den Voraussetzungen kann insbesondereβ = α gesetzt werden, falls die Funktionalunglei-

chung f̈ur t > 0 gilt oder ε hinreichend klein ist.

Beweis: Sei o.B.n > k. ∀t ≤ 2n gilt εn−k ≤ t−β, denn

⇐ εn−k = 2−nβ ⇐⇒ (n− k) log ε = −nβ log 2 ⇐⇒ β =
n− k

n

log
(

1
ε

)
log 2

Sei2n−1 < t ≤ 2n und schreibeε = δ2−α mit einem geeigneten0 < δ < 1. Durchn − k-fache

Iteration folgt

f(t) ≤ εn−k sup
t̃∈[t/2n−k,t]

f(t̃) +
n−k−1∑
i=0

εi
(
t

2i

)−α
≤ εn−k sup

t̃∈[t/2n−k,t]

f(t̃) +
n−k−1∑
i=0

δit−α

≤ εn−kC +
1

1− δ
t−α

≤ t−βC +
1

1− δ
t−α
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woraus die Behauptung folgt.

�

Sowohl Theorem 3 als auch die Folgerung 5.2.5 geben Auskunftüber das Verhalten der Oseen-

halbgruppe in einem beschränkten Gebiet. Der Verdacht liegt nahe, daß die demB zugrundelie-

gende Funktionv weit draußen, also für |x| >> 1 nur noch geringen Einfluß auf das Verhalten

im beschr̈ankten Gebiet hat.

Schmiert man die Funktionv mit einer Abschneidefunktionϕ ∈ C∞0 , ϕ(x) = 1 für |x| ≤ R und

ϕ(x) = 0 für |x| ≥ R + 1, R >> 1 ab, alsoB0u := ∇(ϕv ⊗ u + u ⊗ ϕv) und betrachtet eine

Lösungu der Oseengleichungut − ∆u + v∞ · u + Bu + ∇p = 0, sowie eine L̈osungu0 der

Oseengleichungu0
t −∆u0 + v∞ · u0 +B0u0 +∇p0 = 0, so sind diese Funktionen auch in einem

beschr̈ankten GebietBr(0), r << R nicht (!) notwendig identisch.

Genauer gesagt werden wir zeigen, daß die mitB∞ gesẗorte einfache Oseengleichung inR3 noch

ähnliche Eigenschaften wie die ungestörte hat. Anschließend führt ein Vergleich zwischen ei-

ner Lösung der vollen Oseengleichung inΩ und einer L̈osung der gestörten Gleichung zum

gewünschten Resultat.

Daß aber gewisse Eigenschaften erhalten bleiben und daß manüberhaupt abschneiden darf, ist

Aussage der n̈achsten S̈atze.

Definition 5.3.3 (B = B0 + B∞) SeiR > 0, ε > 0, B der in Definition 2.0.4 definierte Operator

undϕR ∈ C∞0 eine Abschneidefunktion mitϕR(x) = 1 für |x| ≤ R undϕR(x) = 0 für |x| ≥ R+1.

Dann gibt es einR0 > 0 , so daß f̈ur die Reynoldszahlen der Operatoren

B0
Ru := ∇

(
ϕRv ⊗ u+ u⊗ ϕRv

)
B∞R u := ∇

(
(1− ϕR)v ⊗ u+ u⊗ (1− ϕR)v

)(5.3.9)

gilt ReE(B∞R ) ≤ ε undReE(B0
R) ≤ 1 + ε für alle R ≥ R0. Außerdem istBRu = B0u + B∞u.

InsbesondereReE(BNR ) < 1,N = 0,∞, fallsR0 hinreichend groß ist.

Fixieren wir ein solchesR ≥ R0, so lassen wir den IndexR auch weg.

Beweis: Es ist

Bu = ∇
(
v ⊗ u+ u⊗ v

)
= ∇

((
ϕ+ (1− ϕ)

)
v ⊗ u+ u⊗

(
ϕ+ (1− ϕ)

)
v
)

= ∇
(
(1− ϕ)v ⊗ u+ u⊗ (1− ϕ)v + ϕv ⊗ u+ u⊗ ϕv

)
= B0

Ru+ B∞R u
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Sei0 < ε. Es ist mit partielle Integration,HölderundSobolevungleichung

| < B∞R u, u > | =
∣∣ ∫
R3\BR(0)

(
∇
(
(1− ϕR)v ⊗ u+ u⊗ (1− ϕR)v

))
· u dx

∣∣
=
∣∣ ∫
R3\BR(0)

(
(1− ϕR)v ⊗ u+ u⊗ (1− ϕR)v

) 3∑
i=1
|αi|=1

ci∂
αi
x u dx

∣∣
≤ C‖(1− ϕR)‖∞‖v‖3,R3\BR(0)‖u‖6‖∇u‖2

≤ C‖v‖3,R3\BR(0)‖∇u‖2
2

≤ ε‖∇u‖2
2

für hinreichend großesR, etwaR ≥ R0, da‖v‖3,R3\BR(0) → 0 für R → ∞. Insbesondere ist

ReE(B∞R ) ≤ ε fürR ≥ R0.

Es folgt

− < B0
Ru, u > = − < Bu, u > + < B∞R u, u >≤ ReE(B)‖∇u‖2

2 + ε‖∇u‖2
2

Also istReE(B0
R) ≤ ReE(B) + ε, ∀R ≥ R0.

�

Hilfssatz 5.3.4 Seim ∈ N, v ∈ Lp(Ω), ∀p > 2 und∇jv ∈ Lp(Ω), ∀p > 4/3, 1 ≤ j ≤ m.

SeiϕR ∈ C∞0 eine Abschneidefunktion mitϕR(x) = 1 für |x| ≤ R, ϕR(x) = 0 für |x| ≤ R + 1

und‖∇mϕR‖∞ ≤ Cm mit einer vonR unabḧangigen Konstanten. Dann gibt es eine aufsteigende

Teilfolge(Ri)i∈N ⊂ N, so daß

∥∥∇m
(
(1− ϕRi

)v
)∥∥

q
→ 0 (i→∞) ∀

q > 2 fallsm = 0

q > 4
3

fallsm ≥ 1
(5.3.10)

Beweis: Zur Existenz solcher Abschneidefunktionen siehe [Hörmander]. F̈urm = 0 ist die Aus-

sage offensichtlich. Sei o.B.m ≥ 1.∇mϕRi
hat Tr̈ager inBR+1(0) \BR(0). Nach Voraussetzung

und wegen|BR+1(0) \BR(0)| = CR2 ist ‖∇mϕRi
‖r ≤ CrR

2
r .

Für eina ∈ Wm,p(Ω) undn ∈ N seian :=
∫
Bn+1\Bn

|a(x)|p + . . .+ |∇ma(x)|p dx. Dann gibt es

eine Teilfolge(ani
)i∈N mit ani

≤ (ni)
−1 andernfalls

C = ‖a‖pp,m ≥
∑
n∈N

∫
Bn+1\Bn

|a(x)|p + . . .+ |∇ma(x)|p dx =
∑
n∈N

an ≥
∑
n∈N

n−1 = ∞

Widerspruch!

Wähle zuq > 4/3 eine Zahlp > 2, so daßq > 2p/3 und setzer = pq/(p− q). Dann ist

q >
2

3
p ⇐⇒ 2p− 2q < q ⇐⇒ 2(p− q)

pq
<

1

p
⇐⇒ 2

r
− 1

p
< 0
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Sei(aRi
)i∈N die Teilfolge zua = v ∈ Wm,p, p > 2.

Es folgt für α, β ∈ N3 mit |α| = m ≥ 1, |β| = k ≥ 0∥∥(∂αxϕRi
)(∂βxv)

∥∥
q
≤ Cq,r,p‖∂αxϕRi

‖r‖∂βxv‖p ≤ Cq,r,pRi

2
r
− 1

p → 0 (i→∞)

Die Behauptung folgt, wegen∥∥∇m
(
(1− ϕRi

)v
)∥∥q

q
=

∑
|α|+|β|=m

∥∥(∂αxϕRi
)(∂βxv)

∥∥q
q

�

Satz 5.3.5Sei1 < p < ∞, j,m ∈ N mit j ≥ 0, m ≥ 0 unda ∈ Hp(R3). SeienR,R0 Elemente

aus der Teilfolge von Hilfssatz 5.3.4 zum = 2 undR0 hinreichend groß mitR ≥ R0. Das

Gleichungssystem

∂tϑ
∞ −∆ϑ∞ + (v∞ · ∇)ϑ∞ + B∞R ϑ∞ +∇p = 0, divϑ∞ = 0

ϑ∞(0, x) = a(x)

in (0,∞)× R3

in R3
(5.3.11)

besitzt eine eindeutige Lösungϑ∞ mit Lösungsoperatorϑ∞(t, x) = S∞v∞,v,R(t)a(x). und es gilt

für alle t ≥ 1 ∥∥∂jtS∞(t)a
∥∥
q,m

≤ Cj,m,p,q,σ0,R0(1 + t)−
j
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p ∀ 1 < p ≤ q <∞(5.3.12) ∥∥∇∂jtS∞(t)a
∥∥
q,m

≤ Cj,m,p,q,σ0,R0(1 + t)−
j+1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p ∀ 1 < p ≤ q < 3(5.3.13)

Ist darüber hinausa ∈ Dp(O∞
v∞,v,R

N) = W 2N,p(R3) ∩Hp(R3), wobei mitO∞
v∞,v,R = PR3

(
−∆ +

(v∞ · ∇) + B∞R
)

ein voller Oseenoperator inR3 gemeint ist, so gilt f̈ur t ≥ 0

‖∂jtϑ∞(t)‖q,m ≤ Cp,q,m,j,σ0‖a‖p,[m+3( 1
p
− 1

q )]+2j ∀ t ≥ 0, 1 < p ≤ q ≤ ∞, p 6= ∞, m ≥ 0

(5.3.14)

wobei mit[n] die kleinste, naẗurliche, gerade Zahl, gr̈oßer alsn gemeint ist.

Beweis: Die Existenz und die Eindeutigkeit einer Lösung von Gleichung (5.3.11) ist gegeben

durch (5.2.11) bzw. [Pazy, Corollary 7.5] für Ω = R3. Nennen wir den L̈osungsoperatorϑ∞(t, x)

= S∞v∞,v(t)a(x).

In R3 ist der Projektor auf den divergenzfreien Teil explizit gegeben durch

Pf = f −F−1

(
ξ
(
ξ · F(f)

)
|ξ|2

)

Offensichtlich vertauschtP mit Ableitungen∂αx , d.h.P(∂αx f) = ∂αxP(f).



148 KAPITEL 5. OSEEN-GLEICHUNG IM AUSSENRAUM Ω

∂jt ∂
α
xS

∞(t) ist ein Faltungsintegral und vertauscht daher auch mit der Ableitung∂αx .

Die AussageDp(O∞
v∞,v,R

N) = W 2N,p(R3) ∩ Hp(R3) ist offensichtlich, da inR3 die R̈aume

Wm,p(R3) undWm,p
0 (R3) identisch sind.

Zeigen wir zun̈achst (5.3.14): Sei1 < p ≤ q < ∞ Für j ≤ 1 und q = p 6= ∞ folgt dies aus

(5.2.27). Seil die kleinste, naẗurliche Zahl, gr̈oßer gleich3
(

1
p
− 1

q

)
. Nach Soboleveinbettung

und Interpolationstheoreme

‖∂jtS∞(t)a‖q,m ≤ Cp,q‖∂jtS∞(t)a‖p,l+m
= Cp,q‖∂jtS∞(t)a‖p,l+m
= Cp,q‖O∞

v∞,v,R
jS∞(t)a‖p,l+m

≤ Cp,q‖S∞(t)a‖p,l+2j+m

≤ Cp,q,m,j‖a‖p,[l+2j+m]

nach (5.2.27).

Setzen wirb := S∞(1)a und lösen das modifizierte Gleichungssystem

∂tϑ
∞ −∆ϑ∞ + (v∞ · ∇)ϑ∞ + B∞R ϑ∞ +∇p = 0, divϑ∞ = 0

ϑ∞(0, x) = b(x)

in (0,∞)× R3

in R3
(5.3.11’)

und zeigen die Gleichungen∥∥∂jtS∞(t)b
∥∥
q,m

≤ Cj,m,p,q,σ0,R0(1 + t)−
j
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p ∀ 1 < p ≤ q <∞(5.3.12’) ∥∥∇∂jtS∞(t)b
∥∥
q,m

≤ Cj,m,p,q,σ0,R0(1 + t)−
j+1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p ∀ 1 < p ≤ q < 3(5.3.13’)

für t ≥ 0. Wegenϑ∞(t) = S∞(t)b = S∞(t + 1)a folgt dann (5.3.12) und (5.3.13) für t ≥ 1.

Nach (5.2.15) ist

‖b‖p,m ≤ Cp,m,σ0‖a‖p ∀m ≥ 0(5.3.15)

und analog zu (5.3.14) ist

‖∂jtϑ∞(t)‖q,m = ‖S∞(t)b‖q,m ≤ Cp,q,m,j‖b‖p,[l+2j+m] ≤ Cp,m,σ0‖a‖p

also

‖∂jtϑ∞(t)‖q,m ≤ Cp,m,σ0‖a‖p(5.3.16)

Sei1 < p ≤ q ≤ ∞, p 6= ∞. Für t ≥ 1 ist wegen (5.3.3) und (5.3.16)

‖
(
∂αxSv∞(t)

)
ϑ∞(t)‖q ≤ Cp,q,|α|,σ0t

− 3
2(

1
p
− 1

q )−
|α|
2 ‖ϑ∞(t)‖p

≤ Cp,q,|α|,σ0(1 + t)−
3
2(

1
p
− 1

q )−
|α|
2 ‖a‖p
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und für 0 ≤ t < 1 existiert Sobolev und Interpolationstheorie einl ≤ 3, so daß nach (5.3.4) und

(5.3.16) gilt

‖
(
∂αxSv∞(t)

)
ϑ∞(t)‖q ≤ Cq,α,σ0‖ϑ∞(t)‖q,|α| ≤ Cp,q,|α|,σ0‖ϑ∞(t)‖p,|α|+l

≤ Cp,q,|α|,σ0‖a‖p

Also insgesamt∀1 < p ≤ q ≤ ∞, p 6= ∞ undα ∈ N3 mit |α| ≥ 0 gilt

‖
(
∂αxSv∞(t)

)
ϑ∞(t)‖q ≤ Cp,q,|α|,σ0(1 + t)−

3
2(

1
p
− 1

q )−
|α|
2 ‖a‖p(5.3.17)

Behauptung: F̈ur j, k ∈ N undα ∈ N3 gilt die Folgerung

(5.3.18)
∥∥∂jtϑ∞(t)

∥∥
p
≤ Cq,p,β,σ0(1 + t)−

j
2‖a‖p

⇒
∥∥∂kt ∂αxSv∞(t/2)PB∞R

(
∂jtϑ

∞(t/2)
)∥∥

q
≤ Cq,p,j,k,α,σ0(1 + t)−

j+k+|α|+1
2

− 3
2(

1
p
− 1

q )‖a‖p

∀1 < p ≤ q ≤ ∞, p 6= ∞.

Beweisder Behauptung: Beachte, daßB∞R u = ∇
(
(1−ϕR)

(
v⊗ϑ∞ +ϑ∞⊗ v

))
und daß sowohl

P als auchSv∞ mit Ableitungen vertauschen, d.h.PSv∞(∂αxu) = ∂αxPSv∞u.

Für t ≤ 2 ist nach (5.3.4) und (5.3.16)∥∥∂kt ∂αxSv∞(t/2)PB∞R
(
∂jtϑ

∞(t/2)
)∥∥

q
≤ Cq,k,α

∥∥PB∞R (∂jtϑ∞(t/2)
)∥∥

q,|α|+2k

≤ Cq,k,α‖v‖∞,|α|+1‖∂jtϑ∞(t/2)‖q,|α|+2k+1

≤ Cq,p,j,k,α‖a‖p

und für t > 2 ist∥∥∂kt ∂αxSv∞(t/2)PB∞R
(
∂jtϑ

∞(t/2)
)∥∥

q

≤
3∑
i=1
|αi|=1

∥∥∥∂kt ∂α+αi
x Sv∞(t/2)P

(
(1− ϕR)

(
vi ⊗ ∂jtϑ

∞ + ∂jtϑ
∞
i ⊗ v

))∥∥∥
q

≤ Cq,k,α(1 + t/2)−
k+|α|+1

2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖v‖∞‖∂jtϑ∞(t/2)‖p

≤ Cq,p,j,k,α,σ0(1 + t/2)−
j+k+|α|+1

2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

≤ Cq,p,j,k,α,σ0(1 + t)−
j+k+|α|+1

2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

Eine Lösungϑ∞ der Gleichung (5.3.11’) besitzt die Integraldarstellung

ϑ∞(t) = Sv∞(t)b−

t
2∫

0

Sv∞(t− s)PB∞R ϑ∞(s) ds−
t∫

t
2

Sv∞(t− s)PB∞R ϑ∞(s) ds
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Wegen∂t
∫ t
t/2
S(t− s)f(s) ds =

∫ t
t/2
S(t− s)∂sf(s) ds+ (1/2)S(t/2)f(t/2) bzw.∂t

∫ t/2
0

S(t−
s)f(s) ds =

∫ t/2
0

∂tS(t− s)f(s) ds+ (1/2)S(t/2)f(t/2) gilt

∂jt ∂
α
xϑ

∞(t)

= ∂jt ∂
α
xSv∞(t)b− 1

2j

j∑
i=1

(
∂i−1
t ∂αxSv∞

)
(t/2)PB∞R

(
∂j−it ϑ∞

)
(t/2)

−
t∫

t
2

∂αxSv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s) ds−

t
2∫

0

∂jt ∂
α
xSv∞(t− s)PB∞R ϑ∞(s) ds

(5.3.19)

Jetzt nutzen wir die Tatsache aus (Hilfssatz 5.3.4), daß∀ε > 0, r ≥ 1∃R0 > 0 : ‖(1−ϕR)v‖r,n ≤
ε‖v‖r,2 ∀R > R0.

Behauptung: Zuε > 0 existiert einR0 = R0(p, q, ε), so daß f̈ur alleR ≥ R0 undt ≥ 4 gilt

t∫
t/2

∥∥Sv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s)
∥∥
q
ds ≤ ε sup

s∈[t/2,t]

∥∥∂jsϑ∞(s)
∥∥
q

∀ 3

2
< q <∞(5.3.20)

t∫
t/2

∥∥∇Sv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s)
∥∥
q
ds ≤ ε sup

s∈[t/2,t]

∥∥∇∂jsϑ∞(s)
∥∥
q

∀ 3

2
< q < 3(5.3.20’)

Beweishierzu: Nach (5.2.15) gilt f̈ur t ≥ 1

‖∂jtϑ∞(t)‖p,m = ‖∂jtS∞v∞,v(t)b‖p,m
= ‖∂jtS∞v∞,v(1)S∞v∞,v(t− 1)b‖p,m
= ‖S∞v∞,v(1)∂jtS

∞
v∞,v(t− 1)b‖p,m

≤ Cj,m,p,σ0‖∂
j
tS

∞
v∞,v(t− 1)b‖p

= Cj,m,p,σ0‖∂
j
tϑ

∞(t− 1)‖p ∀ t ≥ 1, 1 < p <∞(5.3.21)

Wähler ∈ R so, daßmax
{

1, q2
q+2

}
< r < q3

q+3
, etwa das arithmetische Mittel der beiden Zahlen.

Dann ist rq
q−r > 2 und 1

2
+ 3

2

(
1
r
− 1

q

)
> 1 und zusammen mit (5.3.21), der Definition vonB∞R ,

der Tatsache, daßSv∞(t− s)P mit der Ableitung vertauscht und Satz 2.0.3 ist für t ≥ 4

t∫
t/2

∥∥Sv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s)
∥∥
q
ds

=

t−1∫
t/2

∥∥Sv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s)
∥∥
q
ds+

t∫
t−1

∥∥Sv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s)
∥∥
q
ds
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≤ Cp,q,σ0

t−1∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r
− 1

q )
∥∥(1− ϕR)v ⊗ ∂jsϑ

∞(s)
∥∥
r
ds

+ Cq,σ0

t∫
t−1

∥∥(1− ϕR)v ⊗ ∂jsϑ
∞(s)

∥∥
r,1
ds

≤ Cp,q,σ0

t−1∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r
− 1

q )‖(1− ϕR)v‖ rq
q−r

∥∥∂jsϑ∞(s)
∥∥
q
ds

+ Cp,q,σ0

t∫
t−1

‖(1− ϕR)v‖ rq
q−r

,1

∥∥∂jsϑ∞(s− 1)
∥∥
q
ds

Nach Wahl vonr können wir (5.3.6) anwenden, so daß für t ≥ 4 gilt

≤ Cp,q,σ0‖(1− ϕR)v‖ rq
q−r

,1

(
sup

s∈[t/2,t]

∥∥∂jsϑ∞(s)
∥∥
q
+ sup

s∈[t−2,t−1]

∥∥∂jsϑ∞(s)
∥∥
q

)
≤ ε sup

s∈[t/2,t]

∥∥∂jsϑ∞(s)
∥∥
q

für alleR ≥ R0, fallsR0 hinreichend groß ist.

Um (5.3.20’) zu zeigen, wiederholen wir Teile der Argumentation: Sei nun3/2 < q < 3 und

α ∈ N3 mit |α| = 1. Sei wiederr ∈ R so geẅahlt, daßmax
{

1, q2
q+2

}
< r < q3

q+3
, etwa

das arithmetische Mittel der beiden Zahlen. Dann istrq
q−r > 2 und 1

2
+ 3

2

(
1
r
− 1

q

)
> 1. Wähle

Zahlenr̃ ≥ 1, 0 < δ < 1/12 zu q ∈ (3/2, 3] so, daß1/r̃ − 1/q = 1/3 + δ und setzte dann

1/x := 1/r̃ − (3− q)/(3q). Dann ist

1

2
+

3

2

(
1

r̃
− 1

q

)
= 1+

3δ

2
⇐⇒ 1

r̃
− 1

q
=

1

3
+δ ⇐⇒ 1

x
+

3− q

3q
− 1

q
=

1

3
+δ ⇐⇒ x =

3

2 + 3δ

undx ∈ (4/3, 3/2) Damit ist

t∫
t−1

∥∥∇Sv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s)
∥∥
q
ds ≤ sup

s∈[t−1,t]

∥∥(1− ϕR)v ⊗ ∂jsϑ
∞(s)

∥∥
q,2

≤ ‖(1− ϕR)v‖3,2 sup
s∈[t−1,t]

∥∥∂jsϑ∞(s)
∥∥

3q
3−q

,2

Ungleichung (5.3.21) angewendet

≤ Cq,σ0‖(1− ϕR)v‖3,2 sup
s∈[t−1,t]

∥∥∂jsϑ∞(s− 1)
∥∥

3q
3−q

Sobolevungleichung undR0 hinreichend groß geẅahlt

≤ ε sup
s∈[t−2,t−1]

∥∥∇∂jsϑ∞(s)
∥∥
q
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und

t∫
t/2

∥∥∇Sv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s)
∥∥
q
ds

≤ Cp,q,σ0

t−1∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r
− 1

q )
∥∥(1− ϕR)v ⊗∇∂jsϑ∞(s)

∥∥
r
ds

+ Cp,q,σ0

t−1∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r̃
− 1

q )
∥∥(∇(1− ϕR)v

)
⊗ ∂jsϑ

∞(s)
∥∥
r̃
ds

≤ Cp,q,σ0

t−1∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r
− 1

q )‖(1− ϕR)v‖ rq
q−r

∥∥∇∂jsϑ∞(s)
∥∥
q
ds

+ Cp,q,σ0

t−1∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r̃
− 1

q )
∥∥∇(1− ϕR)v

∥∥
x

∥∥∂jsϑ∞(s)
∥∥

3q
3−q

ds

Nach Konstruktion vonr, r̃, x, Sobolevungleichung, (5.3.6) und hinreichend großemR0 folgt

≤ ε sup
s∈[t/2,t]

∥∥∇∂jsϑ∞(s)
∥∥
q

Beweisen wir nun induktiv den Satz: Eine Lösungϑ∞ der Gleichung (5.3.11’) besitzt die Integ-

raldarstellung

ϑ∞(t) = Sv∞(t/2)ϑ∞(t/2)−
t∫

t
2

Sv∞(t− s)PB∞R ϑ∞(s) ds

Seiq > 3/2 und zun̈achst|α| = j = 0. Ungleichnung (5.3.16) zeigt den Fallt ≤ 4 und für t ≥ 4

gilt nach (5.3.3), (5.3.16) und (5.3.20)

‖ϑ∞(t)‖q ≤ ‖Sv∞(t/2)ϑ∞(t/2)‖q +

t∫
t
2

‖Sv∞(t− s)PB∞R ϑ∞(s)‖q ds

≤ Cp,q,σ0(1 + t/2)−
3
2(

1
p
− 1

q )‖ϑ∞(t/2)‖p + ε sup
s∈[t/2,t]

‖ϑ∞(s)‖q

≤ Cp,q,σ0(1 + t)−
3
2(

1
p
− 1

q )‖a‖p + ε sup
s∈[t/2,t]

‖ϑ∞(s)‖q

IstR0 hinreichend groß geẅahlt, so istε hinreichend klein und nach Hilfssatz 5.3.2 folgt

‖ϑ∞(t)‖q ≤ Cp,q,σ0(1 + t)−
3
2(

1
p
− 1

q )‖a‖p ∀t ≥ 0,
3

2
< q <∞
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Setzen wir dieses Ergebnis nocheinmal in die Lösungsgleichung ein, um uns von der Grenze für

q zubefreien: Sei1 < q ≤ 3/2, δ > 0 hinreichend klein undr := min{q, δ}, dann existiertk > 2,

so daß (o.B.t ≥ 2)

‖ϑ∞(t)‖q

≤ ‖Sv∞(t/2)ϑ∞(t/2)‖q +

t∫
t/2

‖Sv∞(t− s)PB∞R ϑ∞(s)‖q ds

≤ Cp,q,σ0

(
(1 + t)−

3
2(

1
p
− 1

q )‖ϑ∞(t/2)‖p

+

t∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r
− 1

q )‖(1− ϕR)v ⊗ ϑ∞(s)‖r,1 ds
)

≤ Cp,q,σ0

(
(1 + t)−

3
2(

1
p
− 1

q )‖a‖p

+

t∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r
− 1

q )‖(1− ϕR)v‖k,1‖ϑ∞(s)‖2,1 ds
)

≤ Cp,q,σ0

(
(1 + t)−

3
2(

1
p
− 1

q )‖a‖p

+

t∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r
− 1

q )‖(1− ϕR)v‖k,1‖ϑ∞(s− 1)‖2 ds
)

≤ Cp,q,σ0

(
(1 + t)−

3
2(

1
p
− 1

q )‖a‖p +

t∫
t/2−1

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r
− 1

q )(1 + s)−
3
2(

1
p
− 1

2)‖a‖p ds
)

Anwendung von Hilfssatz 5.3.1 ergibt

≤ Cp,q,σ0(1 + t)−
3
2(

1
p
− 1

q )‖a‖p

Also zusammen mit (5.3.16)

‖ϑ∞(t)‖q ≤ Cp,q,σ0(1 + t)−
3
2(

1
p
− 1

q )‖a‖p ∀t ≥ 0, 1 < p ≤ q <∞

Damit gilt die Behauptung:

(5.3.22)

t/2∫
0

∥∥∂αx∂jtSv∞(t− s)PB∞R ϑ∞(s)
∥∥
q
ds ≤ Cp,q,j,|α|,σ0(1 + t)−

j+|α|
2

− 3
2(

1
p
− 1

q )‖a‖p

∀ t ≥ 0, j ≥ 1, |α| ≥ 0, 1 < p ≤ q ≤ ∞, p 6= ∞

Beweishierzu: Den Fallt ≤ 2 zeigt (5.3.16). Sei o.B.t ≥ 2. Wähle zup, q Zahlenr, k wie folgt:

Ist q ≤ 5/2, dann setzer = q undk = 5q/(5− 2q). Ist q ≥ 5/2, dann setzer = 5/2 undk = 1/δ
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mit einer hinreichend kleine Zahl0 < δ = δ(p, q, r). Mit den so gesetzten Zahlen gilt:r ≤ q,

p ≤ k und2 < rk
k−r < 3, weswegen gilt

j + |α|+ 1

2
+

3

2

(
1

r
− 1

q

)
+

3

2

(
1

p
− 1

k

)
− 1 >

j + |α|
2

+
3

2

(
1

p
− 1

q

)
Somit

t/2∫
0

∥∥∂αx∂jtSv∞(t− s)PB∞R ϑ∞(s)
∥∥
q
ds

≤ Cp,q,j,|α|,σ0

t/2∫
0

(1 + t− s)−
j+|α|+1

2
− 3

2(
1
r
− 1

q )
∥∥(1− ϕR)v ⊗ ϑ∞(s)

∥∥
r
ds

≤ Cp,q,j,|α|,σ0

t/2∫
0

(1 + t− s)−
j+|α|+1

2
− 3

2(
1
r
− 1

q )‖(1− ϕR)v‖ rk
k−r

∥∥ϑ∞(s)
∥∥
k
ds

≤ Cp,q,j,|α|,σ0

t/2∫
0

(1 + t− s)−
j+|α|+1

2
− 3

2(
1
r
− 1

q )‖(1− ϕR)v‖ rk
k−r

(1 + s)−
3
2(

1
p
− 1

k)‖a‖p ds

Benutzen wir jetzt wieder die obere Formel (5.3.6) von Hilfssatz 5.3.1 und erhalten

≤ Cp,q,j,|α|,σ0(1 + t)−
j+|α|

2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

Sei nun3/2 < q <∞, j ≥ 1 und es gelte (5.3.12’) für alle |α| = 0 und alle Ableitungen kleiner

alsj. Dann ist mit Formel (5.3.19) für t ≥ 4

‖∂jtϑ∞(t)‖q ≤ ‖∂jtSv∞(t)b‖q +

j∑
i=1

∥∥(∂i−1
t Sv∞

)
(t/2)PB∞R

(
∂j−it ϑ∞

)
(t/2)

∥∥
q

+

t∫
t
2

‖Sv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s)‖q ds+

t
2∫

0

‖∂jtSv∞(t− s)PB∞R ϑ∞(s)‖q ds

Wenden wir f̈ur die einzelnen Summanden die Induktionsvoraussetzung und jeweils die Formeln

(5.3.4), (5.3.18), (5.3.20) und (5.3.22) für hinreichend großesR0 = R0(p, q) an

≤ Cp,q,j,|α|,σ0(1 + t)−
j
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p + ε sup
s∈[t/2,t]

∥∥∂jsϑ∞(s)
∥∥
q

Nach Hilfssatz 5.3.2 folgt (5.3.12’) für 3/2 < q <∞ j ≥ 0, |α| = 0.

Setzen wir auch hier dieses Ergebnis nocheinmal in die Lösungsgleichung (5.3.19) ein, um uns

von der Grenze f̈ur q zubefreien: Sei1 < q ≤ 3/2, δ > 0 hinreichend klein undr := min{q, δ},
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dann existiertk > 2, so daß (o.B.t ≥ 2)

‖∂jtϑ∞(t)‖q ≤ ‖∂jtSv∞(t)b‖q +

j∑
i=1

∥∥(∂i−1
t Sv∞

)
(t/2)PB∞R

(
∂j−it ϑ∞

)
(t/2)

∥∥
q

+

t
2∫

0

‖∂jtSv∞(t− s)PB∞R ϑ∞(s)‖q ds+

t∫
t
2

‖Sv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s)‖q ds

Wenden wir bis auf den letzten Summanden die Formeln (5.3.3), (5.3.4), (5.3.11’), (5.3.18) und

(5.3.22) an

≤ Cp,q,j,σ0

(
(1 + t)−

j
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

+

t∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r
− 1

q )‖(1− ϕR)v ⊗ ∂jsϑ
∞(s)‖r,1 ds

)
≤ Cp,q,j,σ0

(
(1 + t)−

j
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

+

t∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r
− 1

q )‖(1− ϕR)v‖k,1‖∂jsϑ∞(s)‖2,1 ds
)

≤ Cp,q,j,σ0

(
(1 + t)−

j
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

+

t∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r
− 1

q )(1 + s)−
j
2
− 3

2(
1
p
− 1

2)‖a‖p ds
)

Anwendung von (5.3.6) aus Hilfssatz 5.3.1 ergibt

≤ Cp,q,j,σ0(1 + t)−
j
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

Damit ist (5.3.12’) f̈ur |α| = 0 gezeigt.

Setzen wir das Ergebnis noch ein weiteres Mal in die Lösungsgleichung (5.3.19) ein, um auch

(5.3.12’) für |α| > 0 zu erhalten.

Dazu ẅahle zup, q Zahlenr, k wie folgt: Ist q ≤ 5/2, dann setzer = q undk = 5q/(5− 2q). Ist

q ≥ 5/2, dann setzer = 5/2 undk = 1/δ mit einer hinreichend kleine Zahl0 < δ = δ(p, q, r).

Mit den so gesetzten Zahlen gilt:r ≤ q, p ≤ k und2 < rk
k−r < 3, weswegen gilt

j + 1

2
+

3

2

(
1

r
− 1

q

)
+

3

2

(
1

p
− 1

k

)
− 1 >

j

2
+

3

2

(
1

p
− 1

q

)
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Sei o.B.t ≥ 2

‖∂αx∂
j
tϑ

∞(t)‖q

≤ ‖∂αx∂
j
tSv∞(t)b‖q +

j∑
i=1

∥∥(∂αx∂i−1
t Sv∞

)
(t/2)PB∞R

(
∂j−it ϑ∞

)
(t/2)

∥∥
q

+

t
2∫

0

‖∂αx∂
j
tSv∞(t− s)PB∞R ϑ∞(s)‖q ds+

t∫
t
2

‖∂αxSv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s)‖q ds

Wenden wir bis auf den letzten Summanden die Formeln (5.3.3), (5.3.4), (5.3.11’), (5.3.18) und

(5.3.22) an. Obwohl diese Abschätzungen die Differentiation nachx ber̈ucksichtigen ẅurden,

kann im letzten Summand die Ableitung nicht mitB∞R vertauscht werden, weswegen wir also

auch in den ersten Summanden|α| zu0 abscḧatzen

≤ Cp,q,j,σ0

(
(1 + t)−

j
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

+

t∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r
− 1

q )‖(1− ϕR)v ⊗ ∂jsϑ
∞(s)‖r,1+|α| ds

)
≤ Cp,q,j,σ0

(
(1 + t)−

j
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

+

t∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r
− 1

q )‖(1− ϕR)v‖ rk
k−r

,1+|α|‖∂
j
sϑ

∞(s)‖k,1+|α| ds
)

≤ Cp,q,j,σ0

(
(1 + t)−

j
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p +

t∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r
− 1

q )‖∂jsϑ∞(s− 1)‖k ds
)

≤ Cp,q,j,σ0

(
(1 + t)−

j
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

+

t∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
r
− 1

q )(1 + s)−
j
2
− 3

2(
1
p
− 1

k)‖a‖p ds
)

Anwendung von (5.3.6) aus Hilfssatz 5.3.1 ergibt

≤ Cp,q,j,σ0(1 + t)−
j
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

Bleibt (5.3.13’) zu zeigen: Wir wiederholen weite Argumente von (5.3.12’). Zunächst der Fall

j = 0 und q > 3/2. Ungleichnung (5.3.16) zeigt den Fallt ≤ 4 und für t ≥ 4 gilt wegen der

Integraldarstellung

∇ϑ∞(t) = ∇Sv∞(t/2)ϑ∞(t/2)−
t∫

t
2

∇Sv∞(t− s)PB∞R ϑ∞(s) ds
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und (5.3.3), (5.3.16) und (5.3.20’)

‖∇ϑ∞(t)‖q ≤ ‖∇Sv∞(t/2)ϑ∞(t/2)‖q +

t∫
t
2

‖∇Sv∞(t− s)PB∞R ϑ∞(s)‖q ds

≤ Cp,q,σ0(1 + t/2)−
1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖ϑ∞(t/2)‖p + ε sup
s∈[t/2,t]

‖∇ϑ∞(s)‖q

≤ Cp,q,σ0(1 + t)−
1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p + ε sup
s∈[t/2,t]

‖∇ϑ∞(s)‖q

IstR0 hinreichend groß geẅahlt, so istε hinreichend klein und nach Hilfssatz 5.3.2 folgt

‖∇ϑ∞(t)‖q ≤ Cp,q,σ0(1 + t)−
1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p ∀t ≥ 0,
3

2
< q < 3

Sei weiterhin3/2 < q < 3, aberj ≥ 1 und es gelte (5.3.13’) für alle|α| = 0 und alle Ableitungen

kleiner alsj. Dann ist mit Formel (5.3.19) für t ≥ 4

‖∂jt∇ϑ∞(t)‖q

≤ ‖∂jt∇Sv∞(t)b‖q +

j∑
i=1

∥∥(∂i−1
t ∇Sv∞

)
(t/2)PB∞R

(
∂j−it ϑ∞

)
(t/2)

∥∥
q

+

t∫
t
2

‖∇Sv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s)‖q ds+

t
2∫

0

‖∂jt∇Sv∞(t− s)PB∞R ϑ∞(s)‖q ds

Wenden wir f̈ur die einzelnen Summanden die Induktionsvoraussetzung und jeweils die Formeln

(5.3.4), (5.3.18), (5.3.20’) und (5.3.22) für hinreichend großesR0 = R0(p, q) an

≤ Cp,q,j,|α|,σ0(1 + t)−
j+1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p + ε sup
s∈[t/2,t]

∥∥∂js∇ϑ∞(s)
∥∥
q

Nach Hilfssatz 5.3.2 folgt (5.3.13’) für 3/2 < q < 3, j ≥ 0 und|α| = 0.

Zeigen wir nun: Seij ≥ 0. Gilt (5.3.13’) für |α| = 0 und allen Zeitableitungen mit Ordnung

kleiner gleichj, dann gilt auch (5.3.13’) f̈ur |α| > 0. Wegen der Darstellung (5.3.19) und den

Formeln (5.3.16), (5.3.3), (5.3.4), (5.3.18) und (5.3.22) genügt es

t∫
t/2

∥∥∂α∇Sv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s)
∥∥
q
ds ≤ Cp,q,|α|,j(1 + t)−

j+1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p
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für t ≥ 4 und|α| ≥ 1 zu zeigen. Es ist nach (5.3.3) und (5.3.4)

t∫
t/2

∥∥∂α∇Sv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s)
∥∥
q
ds

≤ Cp,q,|α|

t∫
t/2

(1 + t− s)
3
2

∥∥(1− ϕR)v ⊗ ∂jsϑ
∞(s)

∥∥
q,|α|+3

ds

≤ Cp,q,|α|

t∫
t/2

(1 + t− s)
3
2‖(1− ϕR)v‖3,|α|+3

∥∥∂jsϑ∞(s)
∥∥

3q
3−q

,|α|+3
ds

≤ Cp,q,|α|

t∫
t/2

(1 + t− s)
3
2

∥∥∂jsϑ∞(s− 1)
∥∥

3q
3−q

ds

≤ Cp,q,|α|

t∫
t/2

(1 + t− s)
3
2

∥∥∇∂jsϑ∞(s− 1)
∥∥
q
ds

≤ Cp,q,|α|

t∫
t/2

(1 + t− s)
3
2 (1 + s)−

j+1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p ds

≤ Cp,q,|α|,j (1 + t)−
j+1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

nach (5.3.6).

Bleibt (5.3.13’) f̈ur allej ∈ N, |α| = 0 und1 < q ≤ 3/2 zu zeigen. Wieder genügt es wegen der

Darstellung (5.3.19) und den Formeln (5.3.16), (5.3.3), (5.3.4), (5.3.18) und (5.3.22)

t∫
t/2

∥∥∇Sv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s)
∥∥
q
ds ≤ Cp,q,j(1 + t)−

j+1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

für j ≥ 0 und1 < q ≤ 3/2 zu zeigen. Wir benutzen die Tatsache, daß wir dieses Ergebnis für

q > 3/2 bereits gezeigt haben:

Für jede Zahlk ∈ R mit k > 3/2 gilt:

1

2
+

3

2

(
1− 1

q

)
+
j + 1

2
+

3

2

(
1

p
− 1

k

)
>
j + 1

2
+

3

2

(
1

p
− 1

q

)
⇐⇒ 3− 3

k
> 1 ⇐⇒ k >

3

2

Somit ist wegenv ∈ Lr, r > 2 und∇mv ∈ Lr, r > 4/3,m ≥ 1

t∫
t/2

∥∥∇Sv∞(t− s)PB∞R ∂jsϑ∞(s)
∥∥
q
ds

≤ Cq

t−1∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(1− 1
q )
∥∥∇((1− ϕR)v ⊗ ∂jsϑ

∞(s)
)∥∥

1
ds
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+ Cq

t∫
t−1

∥∥∇((1− ϕR)v ⊗ ∂jsϑ
∞(s)

)∥∥
q,1
ds

≤ Cq

t−1∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(1− 1
q )
(
‖∇v‖ 15

11

∥∥∂jsϑ∞(s)
∥∥

15
4

+ ‖v‖ 5
2

∥∥∇∂jsϑ∞(s)
∥∥

5
3

)
ds

+ Cq

t∫
t−1

(
‖∇v‖ 15q

15−4q
,1

∥∥∂jsϑ∞(s)
∥∥

15
4

+ ‖v‖ 5q
5−3q

,2

∥∥∇∂jsϑ∞(s)
∥∥

5
3
,1

)
ds

Mit Soboleveinbettung‖f‖ 15
4
< C‖∇f‖ 5

3
und da5/3 > 3/2 > 1/q

≤ Cq

t−1∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(1− 1
q )
∥∥∇∂jsϑ∞(s)

∥∥
5
3

ds+ Cq sup
s∈[t−1,t]

∥∥∇∂jsϑ∞(s)
∥∥

5
3
,1
ds

≤ Cq,p,j

t−1∫
t/2

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(1− 1
q )(1 + s)−

j+1
2
− 3

2(
1
p
− 3

5)‖a‖p ds

+ Cq,p,j(1 + t)−
j+1
2
− 3

2(
1
p
− 3

5)‖a‖p ds

≤ Cq,p,j(1 + t)−
j+1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

�

(5.3.14), (5.3.12’),(5.3.13’),(5.3.15),(5.3.11) (5.3.12)

Satz 5.3.6Sei1 < p <∞, a ∈ Hp(Ω) und seiT (t) die Oseenhalbgruppen zu dem Oseenopera-

tor −Ov∞,v = −P(−∆ + v∞ · ∇ + B) in Ω. Seir ∈ R so groß, daßR3 \ Br(0) ⊂ Ω. Dann gilt

für eine L̈osung des Gleichungssystems

∂tu−∆u+ (v∞ · ∇)u+ Bu+∇p = 0, divu = 0

u(t)|∂Ω = 0

u(0, x) = Tv∞,v(1)a =: b

in (0,∞)× Ω

in (0,∞)× ∂Ω

in Ω

(5.3.23)

b ∈ D(ON
v∞,v) und

‖b‖p,2N ≤ Cp,N,j,σ0‖a‖p ∀N ∈ N(5.3.24)

und

‖u(t, .)‖p,2m,Ωr + ‖∂tu(t, .)‖p,2m,Ωr ≤
Cp,m,r,R,σ0

|v∞|
3
4

(1 + t)−
3
2p

+δ‖a‖p ∀ t ≥ 0, δ > 0(5.3.25)

wobeiΩr = Ω ∩Br(0).
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Beweis: SeiR ∈ R eine hinreichend große Zahl aus der Folge von Hilfssatz 5.3.4. Daßb ∈
D(ON

v∞,v) für alleN ≥ 0 folgt unmittelbar aus der Definition vonb = T (1)a und Hilfssatz 5.2.4.

Ebenso folgt (5.3.24) aus (5.2.15). WegenD(ON
v∞,v) ⊂ Hp(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω) ∩W 2N,p(Ω) existiert

nach Folgerung 5.1.2 eiñb ∈ W 2N,p(R3) mit b̃ = b in Ω, div b̃ = 0 in R3 und ‖b̃‖p,2N,R3 ≤
Cp,N‖a‖p. b̃ erfüllt also die Voraussetzung von Satz 5.3.5. Setzte zu hinreichend großemR ∈ R

ϑ∞(t, x) := S∞v∞,v,R(t)b̃

wobeiS∞v∞,v,R(t) der in Satz 5.3.5 definierte Lösungsoperator zu Gleichung (5.3.11) mit Druck

p̃ ist. Da wir auf die Grenzf̈alle q = 1 und q = ∞ verzichten m̈ussen, f̈uhren wir wieder zu

hinreichend kleinemδ > 0 die Notationoδ(1) ein, wobeioδ(1) eine Funktion ist, mitoδ(1) → 0,

falls δ → 0 und o. B.oδ(1) > 0. Nach (5.3.12) ist

‖∂jtϑ∞(t)‖ 1
δ
,2m+1 ≤ Cp,m,j,σ0,R(1 + t)−

j
2
− 3

2p
+oδ(1)‖a‖p ∀ t ≥ 0, j ≥ 0, 0 < δ << 1(5.3.26)

Seiϕ ∈ C∞0 eine Abschneidefunktion mit den Eigenschaftenϕ(x) = 1 für |x| ≤ r undϕ(x) = 0

für |x| ≥ r + 1. Setzen wir

w̃(t, .) := u(t, .)− (1− ϕ)ϑ∞(t, .)− B
(
(∇ϕ) · ϑ∞(t, .)

)
w(t, .) = T (2)w̃(t, .)

so ist nach Satz 5.1.1 diṽw = 0 in Ω undw̃|∂Ω(t, .) = 0 für allet ≥ 0 und wegen Folgerung 5.1.2

und (5.3.26) gilt

‖∂jtB
(
(∇ϕ) · ϑ∞(t, .)

)
‖p,2m+2 ≤ Cp,m,r,R,σ0(1 + t)−

j
2
− 3

2p
+oδ(1)‖a‖p ∀ t ≥ 0, j ≥ 0(5.3.27)

Für t ≤ 2 folgt die Behauptung aus Satz 5.2.4. Wegen (5.3.26), (5.3.27) und Hölder ist∥∥∂jtT (2)
(
(1−ϕ)ϑ∞(t, .)+B

(
(∇ϕ) ·ϑ∞(t, .)

))∥∥
p,2m,Ωr

≤ Cp,m,r,R,σ0(1+ t)−
j
2
− 3

2p
+oδ(1)‖a‖p

für t ≥ 0 und es gen̈ugt offensichtlich die Aussage fürw(t, .) zu zeigen.

Wie im Kapitel 5.1 im Satz 5.1.3 setzen wirw̃ formal in die Gleichung (5.3.23) ein und schreiben

den ’Fehler’ auf die rechte Seite. Damit erhalten wir wegenB = B0
R + B∞R (Definition 5.3.3).

∂tw̃ −∆w̃ + (v∞ · ∇)w̃ + Bw̃ +∇q = h, div w̃ = 0

w̃(t)|∂Ω = 0

w̃(0, x) = d

in (0,∞)× Ω

in (0,∞)× ∂Ω

in Ω

bzw. wenn wir auf die GleichungT (2)PΩ anwenden

∂tw + Ov,v∞w = T (2)PΩh, divw = 0

w(t)|∂Ω = 0

w(0, x) = T (2)d

in (0,∞)× Ω

in (0,∞)× ∂Ω

in Ω
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wobei

d = ϕb− B
(
(∇ϕ) · b

)
∈ W 2m,p

r (Ω) ∩W p
0 (Ω) ∩Hp(Ω)

q = −(1− ϕ)p̃ + p

h = (∆ϕ)ϑ∞ + 2(∇ϕ) · ∇ϑ∞ +
(
(v∞ · ∇)ϕ

)
ϑ∞ − (1− ϕ)B0

Rϑ
∞ + (∇ϕ)p̃

−
(
ci∂

αi
x ϕ
)
i=1,2,3
|αi|=1

· (v ⊗ ϑ∞ + ϑ∞ ⊗ v)− (∂t −∆ + (v∞ · ∇) + B)B
(
(∇ϕ) · ϑ∞

)
∈ W 2m,p

0 (Ω) ∩ Lpr(Ω)

Für den Druck gelte o.B.
∫

Ωr
p̃ dx = 0, sonst ersetztẽp durchp̃−|Ωr|−1

∫
Ωr

p̃ dx. NachPoincare

(2.0.16) und Satz 5.3.5 (5.3.12) gilt dann

‖∂jt p̃‖p,2m,Ωr ≤ Cr‖∇∂jt p̃‖p,2m,Ωr

= Cr
∥∥∂jt (∂tϑ∞ −∆ϑ∞ + (v∞ · ∇)ϑ∞ + B∞ϑ∞

)∥∥
p,2m,Ωr

≤ Cr
∥∥∂jt (∂tϑ∞ −∆ϑ∞ + (v∞ · ∇)ϑ∞ + B∞ϑ∞

)∥∥
1
δ
,2m,Ωr

≤ Cr,m,p,σ0(1 + t)−
j
2
− 3

2p
+oδ(1)‖a‖p ∀ t ≥ 0, j ≥ 0

Somit gilt nach Folgerung 5.1.2 und Satz 5.3.5 (5.3.12)

‖∂jth‖p,2m ≤ Cr,p,m,σ0(1 + t)−
j
2
− 3

2p
+oδ(1)‖a‖p ∀ t ≥ 0, j ≥ 0(5.3.28)

und mit der Darstellung

w(t, .) = Tv∞,v(t)T (2)d+

t∫
0

Tv∞,v(t− s)T (2)PΩh(s, .) ds

folgt nach Satz 5.2.5 und wegen der Beschränktheit vonP (Satz 2.0.3)

‖w(t, .)‖p,2m,Ωr ≤ ‖T (t+ 2)d‖p,2m,Ωr +

t∫
0

‖Tv∞,v(2 + t− s)PΩh(s, .)‖p,2m,Ωr ds

Nach (5.2.18) und der Beschränktheit vonP (Satz 2.0.3) folgt mit einem hinreichend kleinen

ε > 0

≤ Cp,m,r,σ0,ε

|v∞|
3
4

(
(1 + t)−

3
2

(
‖d‖p + ‖d‖1+ε

)
+

t∫
0

(1 + t− s)−
3
2

(
‖h(s, .)‖p + ‖h(s, .)‖1+ε

)
ds
)

Da d undh in Br+1(0) bzw. inBR+1(0) beschr̈ankten Tr̈ager haben, folgt mit Ḧolder, (5.3.28)

und (5.3.24)

≤ Cp,m,r,R,σ0,ε,δ

|v∞|
3
4

‖a‖p
(
(1 + t)−

3
2 +

t∫
0

(1 + t− s)−
3
2 (1 + s)−

3
2p

+oδ(1)
)
ds
)
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Nach Satz 5.3.1

≤ Cp,m,r,R,σ0,ε,δ

|v∞|
3
4

(1 + t)−
3
2p

+oδ(1)‖a‖p

Analog folgt mit der Darstellung

∂tw(t, .) = ∂tTv∞,v(t+ 2)d+ Tv∞,v(t+ 2)Ph(0, .) +

t∫
0

Tv∞,v(2 + t− s)PΩ∂sh(s, .) ds

‖∂tw(t, .)‖p,2m,Ωr ≤
Cp,m,r,σ0,ε,δ

|v∞|
3
4

(
(1 + t)−

3
2

(
‖d‖p + ‖d‖1+ε + ‖h(0, .)‖p + ‖h(0, .)‖1+ε

)
+

t∫
0

(1 + t− s)−
3
2

(
‖∂sh(s, .)‖p + ‖∂sh(s, .)‖1+ε

)
ds
)

Mit Hölder, (5.3.28) und (5.3.24)

≤ Cp,m,r,R,σ0,ε,δ

|v∞|
3
4

‖a‖p
(
(1 + t)−

3
2 +

t∫
0

(1 + t− s)−
3
2 (1 + s)−

1
2
− 3

2p
+oδ(1)

)
ds
)

Nach Satz 5.3.1

≤ Cp,m,r,R,σ0,ε,δ

|v∞|
3
4

(1 + t)−
3
2p‖a‖p

�

Theorem 4 (Lp − Lq Abschätzungen) Sei1 < p ≤ q < ∞, σ0 > 0 mit 0 < |v∞| ≤ σ0 und

O = (−∆ + (v∞ · ∇) + B) der volle Oseenoperator. Dann existiert eine KonstanteCp,q,σ0,δ > 0,

so daß f̈ur die stark stetige Oseenhalbgruppe gilt∥∥e−Ota
∥∥
q
≤ Cp,q,σ0,δ

|v∞|
3
4

t−
3
2(

1
p
− 1

q )‖a‖p ∀ t > 0, ∀ a ∈ Hp(Ω)(5.3.29)

Gilt zus̈atzlich1 < p ≤ q < 3, dann ist∥∥∇e−Ota
∥∥
q
≤ Cp,q,σ0,δ

|v∞|
3
4

t−
1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p ∀ t > 0, ∀ a ∈ Hp(Ω)(5.3.30)

Beweis: Fast wortẅortlich wie [ShiKo, S.: 39 ff].

Für hinreichend kleinesδ > 0 ist im Bereich1 < p ≤ q < 3 gerade1
2

+ 3
2

(
1
q
− 1

p

)
< 3/(2p)−δ.

Daher haben wir f̈ur beschr̈ankte GebieteΩr das Theorem bereits in Satz 5.3.6 gezeigt.

Für den BereichR3 \Br(0) betrachten wir Gleichung (5.3.11) aus Satz 5.3.5.
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Seiϕ ∈ C∞0 eine Abschneidefunktion mitϕ(x) = 1 für |x| ≤ r − 1 undϕ(x) = 0 für |x| ≥ r.

Wir setzen

z(t, .) = (1− ϕ)u(t, .) + B
(
(∇ϕ) · u(t, .)

)
Da z = u in R3 \Br(0) gen̈ugt es das Theorem für z zu zeigen.

Setzen wirz formal in die Gleichung (5.3.11) ein und schreiben den ’Fehler’ auf die rechte Seite,

so erhalten wir wegenB = B0
R + B∞R

∂tz −∆z + (v∞ · ∇)z + B∞z +∇q = h, div z = 0

z(0, x) = d

in (0,∞)× R3

in R3

wobei

d = (1− ϕ)b+ B
(
(∇ϕ) · b

)
∈ Hp(R3) ∩W 2m,p(R3)

q = (1− ϕ)p

h = (∆ϕ)u−
(
(v∞ · ∇)ϕ

)
u− (1− ϕ)B0

Ru+
(
ci∂

αi
x ϕ
)
i=1,2,3
|αi|=1

(
(1− ϕR)

(
v ⊗ u+ u⊗ v

))
+ (∂t −∆ + (v∞ · ∇) + B∞R )B

(
(∇ϕ) · u

)
− (∇ϕ)p ∈ Lpmax{r,R}+1(R

3)

Für den Druck gelte o.B.
∫

Ωr
p dx = 0, sonst ersetztep durchp−|Ωr|−1

∫
Ωr

p dx. NachPoincare

(2.0.16) und Satz 5.3.6 (5.3.25) gilt dann

‖p‖p,2m,Ωr ≤ Cr‖∇∂jt p‖p,2m,Ωr = Cr‖∂tu−∆u+ (v∞ · ∇)u+ Bu‖p,2m,Ωr

≤ Cp,m,r,R,σ0,δ

|v∞|
3
4

(1 + t)−
3
2p

+oδ(1)‖a‖p ∀ t ≥ 0

wobei0 < oδ(1) → für 0 < δ → 0.

Daraus folgt zusammen mit Satz 5.3.6 (5.3.25) und Folgerung 5.1.2 und (5.3.24)

‖h(t, .)‖p,2m−1,R3 ≤ Cp,m,r,R,σ0,δ

|v∞|
3
4

(1 + t)−
3
2p

+δ‖a‖p ∀ t ≥ 0, δ > 0, m ≥ 1(5.3.31)

‖d‖p,2m,R3 ≤ Cp,m,σ0‖a‖p ∀m ≥ 0(5.3.32)

Weiterhin folgt f̈ur s ∈ [t− 1, t] mit Soboleveinbettung für ein geeignetes̃m ≤ 2, zusammen mit

(5.3.14), (5.3.31)

‖S∞v∞,v(t− s)PR3h(s, .)‖q ≤ ‖h(s, .)‖q ≤ Cp,q‖h(s, .)‖p,2m̃−1 ≤
Cp,r,R,σ0,δ

|v∞|
3
4

(1 + s)−
3
2p

+δ‖a‖p

also

‖S∞v∞,v(t− s)PR3h(s, .)‖q ≤
Cp,r,R,σ0,δ

|v∞|
3
4

(1 + s)−
3
2p

+δ‖a‖p(5.3.33)
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Mit S∞v∞,v aus Satz 5.3.5 gilt die Darstellung

z(t, .) = S∞v∞,v(t)d+

t∫
0

S∞v∞,v(t− s)PR3h(s, .) ds

Da q 6= ∞ wähleδ < 3/(2q) hinreichend klein und1 < ρ < min{3/(2 + 2δ), p}. Dann gilt mit

(5.3.12), (5.3.32) und (5.3.33)

‖z(t, .)‖q

≤ Cp,q,σ0,R(1 + t)−
3
2(

1
p
− 1

q )‖a‖p

+
Cp,r,R,σ0,δ

|v∞|
3
4

t∫
t−1

(1 + s)−
3
2p

+δ‖a‖p ds+ Cρ,q,σ0,R

t−1∫
0

(1 + t− s)−
3
2(

1
ρ
− 1

q )‖PR3h(s, .)‖ρ ds

NachHölder und (5.3.31) ist

≤ Cp,q,σ0,R(1 + t)−
3
2(

1
p
− 1

q )‖a‖p +
Cp,r,R,σ0,δ

|v∞|
3
4

t∫
0

(1 + t− s)−
3
2(

1
ρ
− 1

q )(1 + s)−
3
2p

+δ‖a‖p ds

Nach Wahl vonρ undδ folgt nach Satz 5.3.1

≤ Cp,q,r,R,σ0,δ

|v∞|
3
4

(1 + t)−
3
2(

1
p
− 1

q )‖a‖p

Da q 6∈ {∞, 3}, setzeδ < 3/(2q)− 1/2 hinreichend klein und1 < ρ < min{3/(2 + 2δ), p}. Sei

l die kleinste naẗurliche Zahl, gr̈oßer gleich3(1/p − 1/q) und bezeichne[n] die kleinste gerade

naẗurliche Zahl, gr̈oßer gleichn. NachHölder , Soboleveinbettung,(5.3.13) und (5.3.14) gilt für

1 < p ≤ q < 3

‖∇z(t, .)‖q ≤ Cp,q,σ0,R(1 + t)−
1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

+ Cρ,q,σ0,R

t∫
0

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
ρ
− 1

q )
(
‖PR3h(s, .)‖ρ + ‖PR3h(s, .)‖p,[l+1]

)
ds

NachHölder ist

≤ Cp,q,σ0,R(1 + t)−
1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

+ Cρ,q,σ0,R

t∫
0

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
ρ
− 1

q )‖PR3h(s, .)‖p,[l+1] ds

Nach (5.3.31) ist

≤ Cp,q,σ0,R(1 + t)−
1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

+
Cp,q,r,R,σ0,δ

|v∞|
3
4

t∫
0

(1 + t− s)−
1
2
− 3

2(
1
ρ
− 1

q )(1 + s)−
3
2p

+δ‖a‖p ds
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Nach Wahl vonρ undδ folgt nach Satz 5.3.1

≤ Cp,q,r,R,σ0,δ

|v∞|
3
4

(1 + t)−
1
2
− 3

2(
1
p
− 1

q )‖a‖p

Die letzten beiden Abschätzungen zeigen das Theorem für t ≥ 1. Der Fall0 < t ≤ 1 ist Aussage

von Hilfssatz 5.2.4 (5.2.16).

�
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Kapitel 6

Energieabklingrate einer Sẗorung der

stationären Navier-Stokes-Gleichung im

Außenraum mit Anstr ömgeschwindigkeit

Wie bereits in der Einf̈uhrung erẅahnt, sind wir an dem Verhalten von schwachen Lösungenv

des Navier-Stokes Systems für großen Zeiten interessiert

∂tv −∆v + v · ∇v +∇p = 0

div v = 0

v
∣∣
∂Ω

= 0

v(0, x) = v0(x)

v(t, x) → v∞ 6= 0

in (0,∞)× Ω,

in (0,∞)× Ω,

auf [0,∞)× ∂Ω

in Ω,

für |x| → ∞, t ∈ [0,∞),

(1.0.1)

wobeiΩ ein glatter Außenraum inR3, divv0 = 0, v0

∣∣
∂Ω

= 0, v0 → v∞ bei unendlich undv∞ ein

konstanter Vektor inR3 sind.

Wir nehmen an, es gäbe eine physikalisch sinnvolle (siehe [Finn2]) Lösung(
◦
v,

◦
p) des zugeḧorigen

station̈aren Systems

(6.0.1)

−∆
◦
v +

◦
v ·∇ ◦

v +∇
◦
p = 0 in Ω

∇· ◦v = 0 in Ω
◦
v
∣∣
∂Ω

= 0 in∂Ω
◦
v (x) −→ v∞ für |x| → ∞ in Ω

Bemerkung: Der Begriff
”
physikalisch sinnvoll“ geht zurück auf R. Finn. In seiner Arbeit [Finn2]

von 1965 hat er gezeigt, daß es ein klassische Lösung von (6.0.1) gibt, die noch zusätzlich ge-

wissen Regulariẗats - und Abklingverhalten erfüllt. Eine ausf̈uhrliche Diskussion̈uber Existenz,

Eindeutigkeit und Regularität von L̈osungen dieses Differentialgleichungssystems findet sich u.a.

in [Galdi2]. Von einer solchen L̈osung
◦
v erwarten wir hier die Eigenschaften von Satz 2.0.1.

167



168 KAPITEL 6. ENERGIEABKLINGRATE EINES NAVIER-STOKES-SYSTEMS

Die nicht-station̈are Sẗorung u von
◦
v, also v(t) =

◦
v +u(t), p(t) =

◦
p +p̃(t) erfüllt dann die

Störungsgleichung

(1.0.2)

ut −∆u+ (v∞ · ∇)u+ B(u) + (u · ∇)u+∇p̃ = f in (0,∞)× Ω,

divu = 0 in (0,∞)× Ω,

u(t, x) = 0 auf (0,∞)× ∂Ω,

u(0, x) = u0(x) in Ω,

u(t, x) → 0 für |x| → ∞

Wir fassen das Gleichungssystem (1.0.2) im schwachen Sinn auf. Genauer gesagt nehmen wir

stets die folgenden Voraussetzungen für u0 undu an:

(i) u0 ∈ H2(Ω), u ∈
⋂

0<T<∞

(
L∞
(
0, T,H2(Ω)

)
∩ L2

(
0, T,W 1,2

0 (Ω)3
))

ist eine schwache

Lösung von (1.0.2) im folgenden Sinn:u : [0,∞) → H2(Ω) ist schwach stetig und

(6.0.2)

T∫
0

(
−〈u, φ〉+ 〈∇u,∇φ〉+ 〈(u · ∇)

◦
v, φ〉+ 〈(◦v ·∇)u, φ〉 − 〈u⊗ u,∇φ〉

)
dt

= 〈u0, φ(0)〉

für jedesT > 0, φ(t, x) = h(t)ϕ(x), ϕ ∈ D(A), h ∈ C1
(
[0, T ),R

)
, h(T ) = 0.

(ii) u erfülle die verallgemeinerte Energieungleichung, d.h. für s = 0, fast alles > 0 und alle

t ≥ s gelte

‖u(t)‖2
2 + 2

t∫
s

‖∇u(τ)‖2
2 dτ ≤ ‖u(s)‖2

2 + 2

t∫
s

〈(u · ∇)u,
◦
v −v∞〉 dτ(6.0.3)

Theorem 5 (Energieabklingrate) Seiv eine Fortsetzung von
◦
v −v∞ auf ganzR3, für die gelte

ReE = sup
w∈D(A

1
2 \{0})

〈(w · ∇)w, v〉
‖∇w‖2

2

< 1(6.0.4)

Dann gilt für hinreichend große Zeitent

‖u‖2 ≤ Cεt
−min{ 3

4
−ε,α0} ∀ ε > 0(6.0.5)

wobei die Energie der L̈osung der einfachen Oseengleichung∂tu0−(A−PΩ(v∞ ·∇))u0, u0(0) =

u(0) mit mindestens‖u0(t)‖2 ≤ Ct−α0 falle.

Bemerkung: Für ReE < 1 ist limt→∞ ‖u(t)‖2 = 0 und u(t) ist eine glatte Funktion für große

Zeiten t. Ein Beweis hierf̈ur findet sich in [Mas, chapter 4] und [MiSo, chapter 5]. Die dort

verwendete BedingungC0 := supx∈Ω |x| |
◦
v (x) − v∞| < 1/2 kann mit Hilfe gewichteter
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Sobolevungleichungen‖|x|−1w‖2 ≤ ‖∇w‖2 fürw ∈ D(A1/2) in ReE ≤ 2C0 < 1 umgeschrieben

werden.

A priori Abklingraten des einfachen Oseenoperators finden sich bei [ShiKo, Theorem 2]. Danach

ist z.B.α0 = 3/4, falls der Anfangswertu0(0) ∈ L1(Ω) liegt.

Der Beweis wird in mehreren Schritten geführt. Ideen dieses Beweises gehen zurück auf [Wi],

[Mar], [Bo, Miy.5], [Sc1, Sc2] und [Grunau1, Grunau2, Grunau3].

Hilfssatz 6.0.7 Seiu eine Sẗorung der station̈aren L̈osung
◦
v in Ω und es gelte

‖u‖2 ≤ Ct−α für t >> 0(6.0.6)

Dann gilt

‖∇u‖2 ≤ Ct−
1
2
−α für t >> 0(6.0.7)

Beweis: Seiv =
◦
v −v∞. Wir verwenden hier Theorem 4 mit dem OperatorBu = div (u⊗ v+ v⊗

u) = (u · ∇)v + (v · ∇)u. Der ProjektorPΩ auf den divergenzfreien Anteil, angewendet auf die

Gleichung (1.0.2) ergibt dann gerade

ut + Ov∞,vu+ PΩ

(
(u · ∇)u

)
= 0

wobeiOv∞,vu = −Au+ P(v∞ ·∇)u+ P
(
(u ·∇)v+(v ·∇)u

)
. der volle Oseenoperator ist. Nach

Duhamels Prinzip gilt

u(t) = e−Ov∞,v(t/2)u(t/2)−
t∫

t/2

e−Ov∞,v(t−s)PΩ

(
(u · ∇)u

)
(s) ds

Daraus folgt f̈ur große Zeitent >> 0 und0 < ε ≤ 1/4

‖∇u(t)‖2 ≤ ‖∇e−Ov∞,v(t/2)u(t/2)‖2 +

t∫
t/2

∥∥∇e−Ov∞,v(t−s)PΩ

(
(u · ∇)u

)
(s)
∥∥

2
ds

Wende Theorem 4 mitp = q = 2 auf den ersten Summand und mitp = 6/(5 − 4ε), q = 2 auf

den zweiten Summanden an. Wegen der Beschränktheit des ProjektorsPΩ (Satz 2.0.3) folgt

≤ C(1 + t)−
1
2‖u(t/2)‖2 +

t∫
t/2

(t− s)−(1−ε)∥∥((u · ∇)u
)
(s)
∥∥

6
5−4ε

ds

Voraussetzung (6.0.6) undHölder

≤ C(1 + t)−
1
2
−α +

t∫
t/2

(t− s)−(1−ε)‖u(s)‖ 3
1−2ε

‖∇u(s)‖2 ds
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Interpolationstheorem von [Friedmann, Theorem 9.3, S.: 24]

≤ C(1 + t)−
1
2
−α +

t∫
t/2

(t− s)−(1−ε)‖u(s)‖
1
2
−2ε

2 ‖∇u(s)‖
3
2
+2ε

2 ds

Für große Zeitent wird ‖u(s)‖2, s ≥ t/2 hinreichend regulär (siehe [MiSo]), so daß das Integral

beschr̈ankt bleibt. Nehmen wir nun an, daß‖∇u(s)‖2 ≤ s−β mit einemβ ≥ 0, dann

≤ C(1 + t)−
1
2
−α +

t∫
t/2

(t− s)−(1−ε)s−α( 1
2
−2ε)−β( 3

2
+2ε) ds

Nach Hilfssatz 5.3.1 gilt

≤ C(1 + t)−
1
2
−α + C(1 + t)−α( 1

2
−2ε)−β( 3

2
+2ε)+ε

≤ C(1 + t)−min{ 1
2
+α,α( 1

2
−2ε)+β( 3

2
+2ε)−ε}

Daß a priori‖∇u‖2 in der Zeit f̈allt, genauer gesagt daßβ > 0, folgt z.B. aus [Bo, Miy.5], wo wir

α > 0 unter der Voraussetzung von Reynoldzahl kleiner 1 (dort etwas anders formuliert) finden.

Nach der obigen Ungleichung muß daher auchβ > 0 sein.

Setzen wir die Abklingraten‖∇u‖2 ≤ Ct−β iterativ in die Ungleichung ein: Im ersten Schritt ist

β1 > 0. In jedem weiteren Schritt verbessert sichβi−1 in jedesmal um mindestens3βi/2 − ε bis

in endlich vielen Schritten die Grenzeβ = α+ 1/2 erreicht ist.

�

Bemerkung: Mit Hilfe a priori Abklingraten von‖∇u(t)‖2 ≤ C(1 + t)−β0 mit β0 > 1/4 gen̈ugt

es Theorem 4 f̈ur p = q = 2 und für p = 3/2, q = 2 anzuwenden (ε = 1/4).

Hilfssatz 6.0.8 BezeichneO∗
v∞ . = A. − (v∞ · ∇). den adjungierten Oseenoperator zuOv∞ , so

istDp(Ov∞) := Hp(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω) ∩W 2,p(Ω) bzw.Dp′(O∗

v∞) := Dp′(Ov∞) und es ist(
e−Ov∞ t

)∗
= e−O∗

v∞ t in Dp′((O∗
v∞)2)(6.0.8)

Beweis: Die erste Aussage ist offensichtlich bzw. Definition und Wohldefiniertheit. Nach (5.2.11)

(mit Ov∞ stattOv∞,v) oder [Pazy, Corollary 7.5, Chapter 1] ist

e−Ov∞ tf = − 1

2πit

ω+i∞∫
ω−i∞

eλt
∂

∂λ
(Ov∞ + λI)−1f ds

Andererseit ist

(Ov∞ + λI)−1 = λ−1(Ov∞λ
−1 + I)−1 = λ−1

∞∑
k=0

λ−kOk
v∞

⇒
(
(Ov∞ + λI)−1

)∗
= λ−1

∞∑
k=0

λ−k
(
Ok
v∞

)∗
= λ−1

∞∑
k=0

λ−k
(
O∗
v∞

)k
= (O∗

v∞ + λI)−1
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woraus sofort folgt

< e−Ov∞ tf, g > =< f, e−O∗
v∞ tg > ∀ f ∈ Dp((Ov∞)2), g ∈ Dp′((O∗

v∞)2)

mit 1 = 1/p+ 1/p′. �

Hilfssatz 6.0.9 Sei{Eλ}λ>0 die Spektralschar zum Stokes-OperatorA = −PΩ∆. Für einu aus

der Lösungsklasse der Gleichung(1.0.2)bzw. f̈ur v =
◦
v −v∞ mit den Eigenschaften von Satz

2.0.1 gilt f̈ur alle λ ∈ R+
∗ und f̈ur alle hinreichend kleinenε > 0∥∥Eλe−Ov∞ (t−τ)P

(
(u · ∇)u

)∥∥
2
≤ C‖u‖1−2ε

2 ‖∇u‖1+2ε
2 λ

3
4
−ε(6.0.9) ∥∥Eλe−Ov∞ (t−τ)P

(
(u · ∇)v

)∥∥
2
≤ C‖u‖

1
4
2 ‖∇u‖

3
4
2 λ

3
4
−ε(6.0.10) ∥∥Eλe−Ov∞ (t−τ)P

(
(v · ∇)u

)∥∥
2
≤ C‖∇u‖2λ

3
4
−ε(6.0.11)

Beweis: Gem̈aß [Bo, Miy.4, Corollary 4.5] gilt das Einbettungsresultat: Für jedes hinreichend

kleineε > 0 undΦ ∈ D(A 3
4
−ε) folgt ‖Φ‖ 3

2ε
≤ C‖A 3

4
−εΦ‖2.

Damit folgt:∥∥Eλe−Ov∞ (t−τ)P
(
(u · ∇)u

)∥∥
2

= sup
Φ∈H2(Ω)
‖Φ‖2=1

< e−Ov∞ (t−τ)P
(
(u · ∇)u

)
, EλΦ >

≤
∥∥e−Ov∞ (t−τ)P

(
(u · ∇)u

)∥∥
3

3−2ε

sup
Φ∈H2(Ω)
‖Φ‖2=1

‖EλΦ‖ 3
2ε

≤ C‖(u · ∇)u‖ 3
3−2ε

sup
Φ∈H2(Ω)
‖Φ‖2=1

‖A
3
4
−εEλΦ‖2

dae−Ov∞ (t−τ) nach [ShiKo, Theorem 2, S.: 6] eine beschränkte Halbgruppe ist.

Wegen

‖A
3
4
−εEλΦ‖2 =

∥∥ ∞∫
0

µ
3
4
−ε dEµEλΦ

∥∥
2

=
∥∥ λ

3
4−ε∫

0

µ dEµΦ
∥∥

2
≤ λ

3
4
−ε‖Φ‖2 = λ

3
4
−ε

und wegenHölder (3 − 2ε)/3 = 1/2 + (3 − 4ε)/6 und [Friedmann, Theorem 9.3, S.:24](3 −
4ε)/6 = 2ε(1/2− 1/3) + (1− 2ε)1/2

‖(u · ∇)u‖ 3
3−2ε

≤ C‖u‖ 6
3−4ε

‖∇u‖2 ≤ C‖u‖1−2ε
2 ‖∇u‖1+2ε

2

folgt ∥∥Eλe−Ov∞ (t−τ)P
(
(u · ∇)u

)∥∥
2
≤ C‖u‖1−2ε

2 ‖∇u‖1+2ε
2 λ

3
4
−ε

also (6.0.9).
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Zu (6.0.10):∥∥Eλe−Ov∞ (t−τ)P
(
(v · ∇)u

)∥∥
2

= sup
Φ∈H2(Ω)
‖Φ‖2=1

< e−Ov∞ (t−τ)P
(
(v · ∇)u

)
, EλΦ >

≤ C‖(v · ∇)u‖ 3
3−2ε

λ
3
4
−ε analog zu (6.0.9)

≤ C ‖v‖ 6
3−4ε︸ ︷︷ ︸

≤C<∞, da 6
3−4ε

>2

‖∇u‖2λ
3
4
−ε Hölder

≤ C‖∇u‖2λ
3
4
−ε

Zu (6.0.11):∥∥Eλe−Ov∞ (t−τ)P
(
(u · ∇)v

)∥∥
2

= sup
Φ∈H2(Ω)
‖Φ‖2=1

< e−Ov∞ (t−τ)P
(
(u · ∇)v

)
, EλΦ >

≤ C‖(v · ∇)u‖ 3
3−2ε

λ
3
4
−ε analog zu (6.0.9)

≤ C‖u‖4‖∇v‖ 12
9−8ε

λ
3
4
−ε Hölder

≤ C‖∇u‖
3
4
2 ‖u‖

1
4
2 λ

3
4
−ε

nach [Friedmann, Theorem 9.3, S.:24].

�

Hilfssatz 6.0.10 Für eine L̈osungu des Systems(1.0.2)gilt:

(6.0.12) ‖u(t)‖2
2 exp

(
2(1− ReE)

t∫
0

λ(τ) dτ
)

≤ ‖u(0)‖2
2 + 2(1− ReE)

t∫
0

exp
(
2(1− ReE)

τ∫
0

λ(σ) dσ
)
λ(τ)‖Eλ(τ)u(τ)‖2

2 dτ

mit einer noch sp̈ater zu bestimmenden positiven Funktionλ(t) ∈ R+
∗ → R+

∗ .

Beweis: Für u gilt nach Voraussetzung die Energieungleichung (6.0.3)

‖u(t)‖2
2 + 2

t∫
s

‖∇u(τ)‖2
2 dτ ≤ ‖u(s)‖2

2 + 2

t∫
s

< (u · ∇)u, v > dτ

wobei wiederv =
◦
v −v∞. Nach Definition der Reynoldszahl folgt

‖u(t)‖2
2 + 2(1− ReE)

t∫
s

‖∇u(τ)‖2
2 dτ ≤ ‖u(s)‖2

2
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und wegen

‖∇u(t)‖2
2 = ‖A

1
2u(t)‖2

2 =

∞∫
0

µ d‖Eµu(t)‖2
2 ≥

∞∫
λ

µ d‖Eµu(t)‖2
2 ≥ λ

(
‖u(t)‖2

2 − ‖Eλu(t)‖2
2

)(6.0.13)

ist

‖u(t)‖2
2 + 2(1− ReE)

t∫
s

λ(τ)‖u(τ)‖2
2 dτ ≤ ‖u(s)‖2

2 + 2(1− ReE)

t∫
s

λ(τ)‖Eλu(τ)‖2
2 dτ

(6.0.14)

Setzt many(t) := ‖u(t)‖2
2, ϕ(τ) := λ(τ)2(1−ReE) undβ(τ) := ‖Eλu(τ)‖2

22(1−ReE)λ(τ), so

hat (6.0.14) die Gestallt

y(t) +

t∫
s

ϕ(τ)y(τ) dτ ≤ y(s) +

t∫
s

β(τ) dτ

und mit [Wi, pp. 307, 308] folgt

y(t) exp
( t∫

0

ϕ(τ) dτ
)
≤ y(0) +

t∫
0

exp
( τ∫

0

ϕ(σ) dσ
)
β(τ) dτ

und nach Einsetzen die Behauptung.

�

Beweis des Theorems 5:

SeiΦ0 ∈ C∞0 mit ‖Φ0‖2 = 1 und divΦ0 = 0, aber sonst beliebig. Dann ist die Funktion

Φ(τ) = PΩe
−O∗

v∞ (t̃−τ)Eλ(t̃)Φ0

Lösung der Oseen-Gleichung

∂

∂τ
Φ−O∗

v∞Φ = 0 ⇐⇒ PΩ

( ∂
∂τ

Φ + ∆Φ + (v∞ · ∇)Φ)
)

= 0

Setzt man diesesΦ in die schwache Version der Störungsgleichung (1.0.1), so erhält man

t∫
0

(
− < u, ∂τΦ > + < ∇u,∇Φ > + < (u · ∇)

◦
v +(

◦
v ·∇)u+ (u · ∇)u,Φ

)
dτ

=< u(0),Φ(0) > − < u(t),Φ(t) >

Mit partieller Integration und wegenv =
◦
v −v∞ formen wir um zu

< u(t),Φ(t) > = < u(0),Φ(0) > +

t∫
0

< ∂τΦ(τ) + ∆Φ(τ) + (v∞ · ∇)Φ(τ)︸ ︷︷ ︸
=0

, u(τ) >

− < (u · ∇)v + (v · ∇)u+ (u · ∇)u,Φ > dτ
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Also

< u(t),Φ(t) > = < u(0),Φ(0) > −
t∫

0

< (u · ∇)v + (v · ∇)u+ (u · ∇)u,Φ > dτ

Läßt man nuñt → t und nimmt anschließendsup ‖Φ0‖2=1

divΦ0=0

. . ., so ergibt, dae−Ov∞ , Eλ und PΩ

beschr̈ankte Operatoren sind

‖Eλ(t)u(t)‖2 ≤ C‖u0(t)‖2 +

t∫
0

‖Eλ(t)e
−Ov∞ (t−τ)P

(
(u · ∇)v + (v · ∇)u+ (u · ∇)u

)
‖2 dτ

(6.0.15)

wobeiu0(t) = e−Ov∞ t
(
(u(0)

)
eine L̈osung der einfachen Oseengleichung∂tu0(t)−Ov∞u0(t) =

0, u0(0) = u(0) ist.

Wir untersuchen die rechte Seite von (6.0.15) genauer: Aus Hilfssatz 6.0.9 (6.0.9), (6.0.10),

(6.0.11) folgt

‖Eλ(t)e
−Ov∞ (t−τ)P

(
(u · ∇)v + (v · ∇)u+ (u · ∇)u

)
‖2

≤ Cλ
3
4
−ε
(
‖u‖1−2ε

2 ‖∇u‖1+2ε
2 + ‖u‖

1
4
2 ‖∇u‖

3
4
2 + ‖∇u‖2

)
Mit Hölderund(a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2) undp ≥ 3/4 folgt

( t∫
0

‖Eλ(t)e
−Ov∞ (t−τ)P

(
(u · ∇)v + (v · ∇)u+ (u · ∇)u

)
‖2 dτ

)2

≤ Cλ
3
2
−2ε

(( t∫
0

‖∇u‖2
2 dτ

)1+2ε( t∫
0

‖u‖2
2 dτ

)1−2ε

+

( t∫
0

‖∇u‖p2 dτ
) 2

p

(1 + t)
2p−2

p

+

( t∫
0

‖∇u‖p2 dτ
) 3

2p
( t∫

0

‖u‖
p

4p−3

2 dτ

) 4p−3
2p

)

Zunächst ist, außer für p = 2, was aus der Energieungleichung bei Reynoldszahl kleiner 1 folgt,

nicht klar, welche Wertep annehmen darf.

Setzen wir (6.0.15) in die Formel (6.0.12) aus Hilfssatz 6.0.10 ein. Zusammen mit der obigen

Ungleichung erḧalt man

‖u(t)‖2
2 exp

(
2(1− ReE)

t∫
0

λ(τ) dτ
)
≤ ‖u(0)‖2

2

+ 2(1− ReE)

t∫
0

exp
(
2(1− ReE)

τ∫
0

λ(σ) dσ
)
λ(τ)‖u0(τ)‖2

2 dτ
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+ 2(1− ReE)

t∫
0

exp
(
2(1− ReE)

τ∫
0

λ(σ) dσ
)

· λ
5
2
−2ε

(( τ∫
0

‖∇u‖2
2 dσ

)1+2ε( τ∫
0

‖u‖2
2 dσ

)1−2ε

+

( τ∫
0

‖∇u‖p2 dσ
) 2

p

(1 + τ)
2p−2

p

+

( τ∫
0

‖∇u‖p2 dσ
) 3

2p
( τ∫

0

‖u‖
p

4p−3

2 dσ

) 4p−3
2p

)
dτ

Ausmultipliziert stehen auf der rechten Seite 5 Summanden:T1 = ‖u(0)‖2
2,

T2 = 2(1− ReE)

t∫
0

exp
(
2(1− ReE)

τ∫
0

λ(σ) dσ
)
λ(τ)‖u0(τ)‖2

2 dτ

und die restlichen 3 unter dem Integral, also

‖u(t)‖2
2 exp

(
2(1− ReE)

t∫
0

λ(τ) dτ
)
≤ T1 + T2 + T3 + T4 + T5(6.0.16)

Iteration: Setze

λ(t) :=
γ

1 + t

mit einer hinreichend großen Zahlγ > 0. Dann ist

exp
(
2(1− ReE)

t∫
0

λ(τ) dτ
)

= (1 + t)2γ(1−ReE)(6.0.17)

und es folgt

T2 = C(1− ReE)γ(1 + t)2γ(1−ReE)‖u0(t)‖2
2

Angenommen‖u(t)‖2 ≤ C(1 + t)−α mit einemα ≥ 0. Aus der Energieungleichung folgt für

energetische ReynoldszahlenReE < 1 mindestenα nicht negativ. Ebenfalls aus der Energieun-

gleichung folgt

∞∫
0

‖∇u‖2
2 dt ≤ C <∞

Ist nun‖u(t)‖2 ≤ C(1 + t)−α, so folgt aus Hilfssatz 6.0.7‖∇u(t)‖2 ≤ C(1 + t)−
1
2
−α, also

∞∫
0

‖∇u‖p2 dt ≤ C <∞ ∀ p > 2

2α+ 1
oderp = 2(6.0.18)
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Da außerdem für α 6= 1 gilt
∫ t

0
(1 + τ)−α dt ≤ C(1 + t)max{0,1−α} ist( τ∫

0

‖u‖2
2 dσ

)1−2ε

≤ C(1 + τ)max{0,1−2α}(1−2ε)

( τ∫
0

‖u‖
p

4p−3

2 dσ

) 4p−3
2p

≤ C(1 + τ)max{0,1− pα
4p−3} 4p−3

2p = C(1 + τ)max{0, 4p−3
2p

−α
2}

wobeiC = C(p, α). Mit (6.0.17) und (6.0.18) folgt

T3 ≤ C

t∫
0

(1 + τ)2γ(1−ReE)− 5
2
+2ε+max{0,1−2α}(1−2ε) dτ

≤ C(1 + t)2γ(1−ReE)+max{2ε− 3
2
,(1−2α)(1−2ε)+2ε− 3

2}

T4 ≤ C

t∫
0

(1 + τ)2γ(1−ReE)− 5
2
+2ε+ 2p−2

p dτ ≤ C(1 + t)2γ(1−ReE)+ p−4
2p

+2ε

T5 ≤ C

t∫
0

(1 + τ)2γ(1−ReE)− 5
2
+2ε+max{0, 4p−3

2p
−α

2} dτ ≤ C(1 + t)2γ(1−ReE)+max{2ε− 3
2
, p−3

2p
−α

2
+2ε}

In Gleichung (6.0.16) einsetzen:

‖u(t)‖2
2 ≤ ‖u(0)‖2

2(1 + t)−2γ(1−ReE) + C(1− ReE)‖u0(t)‖2
2

+ C(1 + t)max{2ε− 3
2
,(1−2α)(1−2ε)+2ε− 3

2
, p−4

2p
+2ε, p−3

2p
−α

2
+2ε}

Also für hinreichend großesγ >> 0 und wegena2 + b2 ≤ (a+ b)2 für nicht-negative Zahlena, b

‖u(t)‖2 ≤ C‖u0(t)‖2 + C(1 + t)−min{ 3
4
−ε,(2α−1)( 1

2
−ε)−ε+ 3

4
, 4−p

4p
−ε, 3−p

4p
+α

4
−ε}(6.0.19)

Angenommen‖u0(t)‖2 fällt wie t−α0. Im ersten Schritt kann manp1 = 2 undα1 = 0 wählen.

Daraus folgt

‖u(t)‖2 ≤ C(1 + t)−min{ 3
4
−ε,− 1

2
+ 3

4
, 1
4
−ε, 1

8
−ε,α0} ≤ C(1 + t)−min{ 1

8
−ε,α0}

Für gen̈ugend großesα0 hat man also eine Abklingrate von1/8 − ε und man kann im zweiten

Schritt

α2 =
1

8
− ε und wegen (6.0.18)

p2 =
2 + 2δ

2α2 + 1

mit einer hinreichend kleinen Zahlδ > 0 in (6.0.19) einsetzen. Imi+ 1 Schritt erḧalt man

αi+1 = min

{
3

4
− ε, (2αi − 1)(

1

2
− ε)− ε+

3

4
,
4− pi
4pi

− ε,
3− pi
4pi

+
αi
4
− ε, α0

}
pi+1 =

2 + 2δ

2αi+1 + 1
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Also gilt für αi+1 = αi+1(αi)

αi+1(αi)

= min

{
3

4
− ε, (2αi − 1)(

1

2
− ε)− ε+

3

4
,
4− 2+2δ

2αi+1

4 2+2δ
2αi+1

− ε,
3− 2+2δ

2αi+1

4 2+2δ
2αi+1

+
αi
4
− ε, α0

}

= min

{
3

4
− ε, αi +

1

4
− 2αiε,

αi
1 + δ

+
1− δ

4(1 + δ)
− ε,

αi
1 + δ

+
1− 2δ(1− αi)

8(1 + δ)
− ε, α0

}
≥ min

{
3

4
− ε,

αi
1 + δ

+
1− 2δ(1− αi)

8(1 + δ)
− 2ε, α0

}
≥ min

{
3

4
− ε,

αi
1 + δ

+
1− 2δ

8(1 + δ)
− 2ε, α0

}
Ist alsoα0 hinreichend groß , d.h.≥ 3/4− ε, sowieε > 0 undδ > 0 hinreichend klein, so erhält

man in jedem Iterationsschritt eine Verbesserung der Abklingrate bis in endlich vielen Schritten

die Grenze vonmin{3/4− ε, α0} erreicht ist.

�
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Symbolverzeichnis

∂i
∂
∂xi

, Ableitung nach deri-ten Variable

∂t
∂
∂t

, Zeitableitung

∆u = ∂2
1u+ ∂2

2u+ ∂2
3u, der Laplace-Operator für FunktionenR3 −→ R

∆u = (∆u1,∆u2,∆u3)
T , der Laplace-Operator für FunktionenR3 −→ R3

∂αx = ∂α1
1 ∂α2

2 ∂α3
3 , α ∈ N3

∂mx u = (∂αxu, |α| = m)

∇mu = ∂mx u

∂
m

x u = (∂αxu, |α| ≤ m)

∇u = gradu = (∂iu)i=1,2,3 für Fkt.R3 −→ R
∇u = (∂jui)i,j=1,2,3, 3× 3 Matrix für Fkt.R3 −→ R3

∇u
∑

i=1,2,3 ci∂
αi
x ui,j, |αi| = 1 Ableitungsoperator 1. Ord. für Fkt.R3 −→ R3 × R3

∇ · u = divu =
∑3

i=1 ∂iui, Divergenz vonu

(u · ∇)v =
(∑

i=1,2,3 ui∂ivj

)
j=1,2,3

G beschr̈anktes oder unbeschränktes Gebiet inR3

D beschr̈anktes Gebiet inR3

Ω Außenraumgebiet

Br = Ur(0) = {x ∈ R3 : |x| ≤ r}
Dr = {x ∈ R3 : r − 1 ≤ |x| ≤ r}
Sr = {x ∈ R3 : |x| = r}
Ωr = Ω ∩Br

∂Ωr = ∂Ω ∪ Sr
‖u‖p,G

(∫
G
|u|p dx

)1/p
bzw.

(∑
j=1,2,3

∫
G
|uj|p dx

)1/p

‖u‖p,m,G ‖∂mx u‖p,G die Sobolevnorm

< u, v >G

∫
G
u · v duale Paarung

‖u‖p,m ‖u‖p,m,Ω
Lp(G) bez̈uglich des Lebesque-Maßes integrierbare Funktionen

Lpr(G) = {u ∈ Lp(G) : u|R3−Br
= 0}

C∞0 (G) beliebig differentierbare Funktionen mit kompaktem Träger inG

D′(G) Distributionen; alle stetig, linearen Abbildungen: C∞0 (G) −→ R
S ′ gem̈aßigte Distributionen aufR3

S ′(G) = {u : ∃ũ ∈ S ′ mit u = ũ aufG}

179
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Wm,p(G) Sobolevraum derm ∈ N mal schwach diff. Fkt.;1 ≤ p ≤ ∞
Wm,p

loc (G) lokal schwach diff. Fkt.

Wm,p
0 (G) C∞0 (G) ⊂ Wm,p(G)

Ŵm,p(G) {u ∈ S ′(G) ∩Wm,p
loc (G) : ‖∂mx u‖p,G <∞}

W̄m,p(G) =
{
u ∈ Wm,p

0 (G) :
∫
D
u(x) dx = 0

}
mittelwertfreie Sobolevfunktionen

Hp(G) = {u ∈ C∞0 (G) : divu = 0} ⊂ Lp(G), divergenzfreie Fkt.

Gp(G) = {∇u : u ∈ W̃ 1,p(G)}
Hp,r(G) = Hp(G) ∩ Lpr(G)

PG Projektor auf den divergenzfreien TeilHp(G)

v∞ ∈ R3, Anstr̈omgeschwindigkeit im Unendlichen
◦
v Lösung der station̈aren Gleichung von Navier-Stokes

v =
◦
v −v∞

E(v) Fortsetzungsoperator der aufΩ definierten Fkt. auf ganzR3

B(u) := Bv(u) := ∇
(
E(v)⊗ u+ u⊗ E(v)

)
Störungsoperator inR3

B(u) (u · ∇v) + (v · ∇)u Störungsoperator inΩ falls∇ die Divergenz

undv differgenzfrei ist

AG −PG(∆) Stokes-Operator

OeG PG(−∆ + (v∞ · ∇)) einfacher Oseen-operator

OG PG(−∆ + (v∞ · ∇)) + B (voller) Oseen-operator

Qe (λ−∆ + (v∞ · ∇)) Operator f̈ur λ ∈ C
Qλ (λ−∆ + (v∞ · ∇) + B) Operator f̈ur λ ∈ C
Dp(AG) Hp(G) ∩W 1,p

0 (G) ∩W 2,p
0 (G) Wertebereich des Stokes-Operator

Dp(A1/2
G ) H2(G) ∩W 1,2

0 (G) Wertebereich vonA1/2 im Hilbertraum;

‖A1/2u‖2 = ‖∇u‖2 in Dp(A1/2)

Dp(OeG) = Dp(AG) Wertebereich des einfachen Oseen-Operator

Dp(OG) = Dp(AG) Wertebereich des vollen Oseen-Operator

σ0 positive, relle Zahl mit|v∞| < σ0

T (t) = e−Ot die durchO erzeugte Halbgruppe

B Operator mit divB(f) = f für f ∈ Wm,p
0 (D)

Re(z) Realteil einer komplexen Zahlz

Im(z) Imagin̈arteil einer komplexen Zahlz

ReE sup
u∈ (A1/2)− {0} < (u · ∇)u, v > /‖∇u‖2

2 energetische Reynoldszahl

A(I,X) alle holomorphen Funktionen vonI ⊂ C in den BanachraumX

B(I,X) alle beschr̈ankten, stetigen Funktionen vonI ⊂ C in den BanachraumX

L(X, Y ) alle beschr̈ankten, linearen Operatoren vom BanachraumX in den BanachraumY

‖.‖L(X,Y ) Operatorennorm= sup‖x‖X=1 ‖.(x)‖Y∑
v∞

= {λ ∈ C||v∞|2 Reλ+ (Imλ)2 > 0} ⊂ ρ(−Oe) Teilmenge

der Resolventenmenge von−Oe∑
0 = R2 − {λ ∈ C : Reλ ≤ 0, Imλ = 0} ⊂ ρ(−A) Teilmenge der

Resolventenmenge von−A
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∑
v∞,v

= {λ ∈ C| (|v∞|+C)2

1−ReE
Reλ+ (Imλ)2 > 0} Teilmenge

der Resolventenmenge von−O
A ⊂⊂ B A kompakt inB enthalten bzw. eingebettet

Lv∞(λ, f, c) Lösungsoperator vonQλ +∇p = 0 in beschr̈ankten Gebieten

Iv∞(λ, f, c) Druck-Lösungsoperator vonQλ +∇p = 0 in beschr̈ankten Gebieten

Ev∞(λ)(f) Lösungsoperator vonQe +∇p = 0 in R3

Ev∞,v,λ(f) Lösungsoperator vonQλ +∇p = 0 in R3

Π(f) Druck-Lösungsoperator vonQe +∇p = 0 in R3

Πv(f) = Π(f + gλ(f)) Druck-Lösungsoperator vonQλ +∇p = 0 in R3

F(u) Fouriertransformierte vonu

û = F(u), Fouriertransformierte vonu

ǔ = F−1(u)

δjk = 1 für j = k und = 0 f̈ur j 6= k

u⊗ v Matrix (uivj)i,j=1,2,3
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[Hörmander] ḦORMANDER, LARS: The analysis of linear partial differential operators I.Grund.

math. Wiss.265Springer, Berlin, Heidelberg, New York(1983)

[Iwa] I WASHITA , H.:Lq − Lr estimates for solutions of the nonstationary Stokes equation in an

exterior domain and the Navier-Stokes initial value problem inLq spaces.Math. Ann.285

265-288 (1983)

[Lady] LADYZHENSKAJA, O.A.: The mathematical Theory of Viscous Incompressible Flow.

Gordan and Breach: New York, London, Paris(1969)



LITERATURVERZEICHNIS 185

[LaUr] L ADYZHENSKAYA , URAL’ TSEVA Linear and quasilinear elliptic equations.Mathematics

in Science and engeneeringVolume46 (1968)

[Mar] M AREMONTI, P.:On the asymtotic behaviour of theL2-norm of suitable weak solutionsto

the Navier-Stokes equations in three-dimensional exterior domains,Comm. Math. Phys.

118, 385-400 (1988)

[Mas] MASUDA, K.: On the stability of incompressible viscous fluid motions past objects,J.

Math. Soc. Japan27, 294-327 (1975)

[Mi] M IYAKAWA , T.: On nonstationary solutions of the Navier-Stokes equations in an exterior

domain,Hiroshima Math. J.12, 115-140 (1982)

[MiSo] M IYAKAWA , T.; SOHR, H.: On energy inequality, smoothness, and large time behaviour

in L2 for weak solutions of the Navier-Stokes equations in exterior domainsMath. Z.199,

455-478 (1988)

[Pazy] PAZY, A.: Semigroups of linear operators and applications to partial differential equati-

ons.Appl. Math. Sci.44, Springer, Berlin, Heidelberg, New York(1983)

[ReSi] REED, M ICHAEL ; SIMON , BARRY: Fourier Analysis, Self-Adjointness II. Methods of

modern mathematical physics.Academic Press New York San Francisco London( 1975).

[Sa] SAZONOV: Justification of the linearisation method in the flow problem.Russian Acad.

Sci. Izv. Math.45, 315-337 (1995)

[Sc1] SCHONBEK, M. E.: L2 decay for weak solutions of the Navier-Stokes equations.Arch.

Rational Mech. Anal.88, 209-222 (1985)

[Sc2] SCHONBEK, M. E.: Large time behaviour of solutions to the Navier-Stokes equations.

Comm. Partial Differential Equations11, 733-763 (1986)

[SiSo] SIMADER , CHRISTIAN G.; SOHR, HERMANN: The Dirichlet problem for the Laplaci-

an in bounded and unbounded domains.Pitman Research Notes in Mathematical Series

Addison Wesley Longman Ltd. Harlow, Great Britain.

[Shi] SHIBATA , Y.: On the global existence of classical solutions of second order fully nonlinear

hyperbolic equations with first order dissipation in the exterior domain.Tsukuba J. Math.

7, 1-68 ( 1983)

[ShiKo] KOBAYASHI , T.; SHIBATA , Y. : On the Oseen equation in the three dimensional do-

mains.Math. Annalen310, 1-45 ( 1998)

[SWW] SOHR, H.; VON WAHL , W.; WIEGNER, M. : Zur Asymptotik der Gleichungen von

Navier-Stokes.Nachr. Akad. Wiss. G̈ottingen Math.-Phys. Kl.II , 45-59 (1986)



186 LITERATURVERZEICHNIS

[Sol1] SOLONNIKOV, V.A. : Estimates for solutions of nonstationary Navier-Stokes equations.

J. Soviet Math.8, 467-529 (1977)

[Sol2] SOLONNIKOV, V.A. : Estimates for the solutions of a nonstationary linearized system of

Navier-Stokes equations.American Math. Soc. Transl.75, 1-116 (1968)

[Sol3] SOLONNIKOV, V. A.: Estimates for solutions of nonstationary Navier-Stokes equation.

AN SSSR, Vol. 38, pp 153-231 ( 1973)
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