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Kapitel 1
EinfUhrung

In erster Linie geht es weniger um Existenz und Eindeutigkeit, als vielmehr um &uati.
physikalische Relevanz existierender (physikalisch tneftiger [Finn2]) Losungen von Navier-
Stokes. Die Frage ist, was passiert im Laufe der Zeit mit einén&tng, die zu einem bestimmten
Zeitpunkt umu gesbrt wird.

Konkret wird die Umstdmung eines Hindernisses auf unbeacitem Grundgebigt und fester,
nicht verschwindender Anstmgeschwindigkeit., untersucht. Das zugrundeliegende Gebiet
soll in allen 3 Raumdimensionen unendlich ausgedehnt sein, d.h. das Hirkémis c Br(0)
mit R hinreichend grof3, ist ein besé@mktes Gebiet und diedsungv soll sich asymptotisch
einem konstanten Vektar,, im Unendlichen &hern, d.hv soll eine Losung von

ov—Av+v-Vo+Vp=0 in (0,00) x €,
V.ov=0 in (0,00) x €,
(1.0.1) v|ag =0 auf[0, co) x 02
v(0,z) = vo(x) in Q,
v(t, ) = Ve # 0 fur |z| — oo, t € [0, 00),

sein. Betrachtet man statiare Q,v = 0) Losungen von (1.0.1), so mul3 physikalisch gesehen,
die durch die auf den &per permanent ausgiete Kraft ¢, # 0) entstehende Energie in der
Stromung dissipieren. Es fragt sich daher, ob eine stétrhbsungf} von (1.0.1) durch klei-

ne Strungenu(t), d.h.v(t) =v +u(t) im Wesentlichen véandertwird. Von Stabiliat spricht
man, wenn in einem gewissen Sinne der Einfluld dérusigw«(t) im Laufe der Zeit abnimmit.

Es gibt mehrere Methoden an das Stafitiproblem heranzugehen: Mit Hilfe der Methode der
linearisierten Stabilét, die auf der Untersuchung des Spektrums des linearen Teil dlemgs-
gleichung basiert (voller Oseen-OperatodR3t sich Stabilat nur fur hinreichend kleine An-
fangssbrungenu(0) zeigen. Daifir erfalt man in manchendflen auch ein Kriteriumir Insta-
bilitat. Der hier verwendete Ansatierpiift, ob und wie die kinetische Energje:(t)||» der
Storung in der Zeitéllt. Verschwindet die kinetische Energie mit der Zeit, spricht man von asym-
ptotischer Energiestabidit. Verschwindet sie, unabhgig von der Gil3e der Anfangsstung, so

5



6 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

spricht man von unbedingter (asymptotischer) Energiestabilit

Es stellt sich heraus, dalR eine die Stadiiligut beschreibende &8e dabei die energetische
ReynoldszahReg ist:

()

<U Voo, (w ’ V>U)>Q
[Vwl]3

ReE(ﬁ) = sup
wep (A1/2(@)) \{0}

Fur die genaue Definition siehe Kapitel 2 Definition 2.0.10. Anders betrachtet, erkennt man aus
der Definition der Reynoldszahl, dal3 sie Banlichen Verhltnissen grob der Geschwindigkeit
v modulo ve, entspricht. Aus physikalischer Sicht ist i. Allg. bei sehr groRen Reynoldszahlen
keine Stabiliat, d.h. kein Abklingen der kinetischen Energie dair8hg zu erwarten. In dieser
Arbeit wollen wir uns auf den Fall Reynoldszahl1 beschénken. Aus der Energieungleichung
(6.0.3) sieht man schnell, daf} bei Reynoldszahlen kleiner 1 die Energiedan&unbedingt
asymptotisch abfallen muf3.

Etwas polemisch@&nnte man behaupten, dal3 diese Erkenntiihstens dann physikalische Re-
levanz gewinnt, wenn es Mindestabklingraten gibt. Solche expliziten Abklingraten wurden von
verschiedenen Autoren berechnet. Ein sctéomger bekanntes Resultat ist, wie bereitsadmt,

dal’ beiReg < 1 die Sbrung der statioren Grundstimung mit der Zeit alé#llt. Auch sind in

den 80er Jahren Abklingraten der Enertjid|, der Sbrung vont~'/® berechnet worden (siehe

u.a. [Mar], [Sc1, Sc2]). &r die ruhende Fissigkeit sind Abklingraten votr3/* seit 1992 be-
kannt und seither nicht verbessert worden [Borchers W., Miyakawa T.; 1988-1992]. Ein erstaun-
liches Ergebnis ist es daher, dies auch im ungleich komplizierteren Fall nicht verschwindender
Anstromgeschwindigkeit zu erhalten.

Fur das hier vorliegende Aul3enraumproblem ist in [Bo, Miy.2] unter gewissen Voraussetzun-
gen, die Reynoldszahl kleiner 1 implizieren, eine Rate o zu finden. Siehe dazu auch
[Bo, Miy.1] bis [Bo, Miy.5], [Mar], [Sc1], [Sc2], [SWW], [Wi], [Grunaul], [Grunau3], [Mas]

und [MiSo]. Ervahnt sei noch, daR [Grunau3] mit Hilfe von Fouriertheorie im Ganzr@umR?

eine Abklingrate vort—i7< berechnen konnte. Welche Voraussetzung an die Anfaimysgt ge-

stellt werden muf3, um die in Kapitel 6 angegebene Abklingratetv%‘he zu sichern, ist z.B. der

LP — L7 Abschatzung des einfachen Oseen-Operators in [ShiKo, Theorem 1.2] zu entnehmen.
Demnach ist z.B. die Anfangsbedingund)) € L'*%(Q2) fur hinreichend kleines > 0 aus-
reichend. Insofern scheint diese Rate auch optimal in dem Sinne zu sein, wie es das Abklingen
der Halbgruppe des zugétigen linearen (Oseen-) Operators nahelegt. Ebenso steht die Frage
nach Stabili&t und Regularit fur das Au3enraumproblem beilreren Reynoldszahlen noch zur
Beantwortung offen. Im Grenzfalker = 1 gelten zumindest noch gewisse Reguddséigen-
schaften (siehe [Grunaul]). Im Falkg > 1 scheint weder Regulaét noch Abklingen im All-
gemeinen zu gelten. Aussagen zur Stadtiliiei gbl3eren Reynoldszahlen in anderen Systemen
oder zu Instabilét oberhalb einer weiteren kritischen Zahl wurden z.B. von von Wahl [WaSc]
oder [WaS] behandelt.

Setzt marv :=v —u,,, so erfillt die SBrungu(t) der gesbrten Stbmungu(t) =v () + u(z, t)



die folgende Differentialgleichung (mft = 0)

U — Au~+ (Voo - VIu+ B(u) + (u-V)u+Vp = f in (0,00) x €,
V-u=0 in (0,00) x €,
(1.0.2) u(t,z) =0 auf (0, 00) x 012,
u(0,z) = up(x) iNL,
u(t,z) — 0 fur|z| — oo

Abgesehen von der Projektion auf den divergenzfreien Anteil ist die volle Oseenhalbgruppe die
Losung des linearen, statiéen Anteils dieser Gleichung. Den Zugang zu den Gleichungen
(1.0.2) gewinnt man durch die genaue Untersuchung des vollen Oseen-Op@ratdP$—A +

(Voo * V) +B)mit B. = (v- V). + (.- V)v, insbesondere dessen Resolventenmenge und durch
die L? — L2- Abschatzungen seiner Halbgruppe. Der Begnfoll “ soll hier lediglich den Bezug

zur Strungsgleichung wiedergeben. Hinsichtlich der Leistungen von Kobayashi und Shibata in
[ShiKo] kdnnte man ebenso von dem duiglyestrten Oseen-Operator sprechen.

Kobayashi und Shibata haben in [ShiKo] bei der Betrachtung des einfachen Oseen-Operators
0. = P(—A + (v - V)) einen groRen Schritt getan. Wie sie zeigten, liegt, anders als beim
Stokes-OperatoA = P(—A), die Resolventenmenge links einer mit dem Scheitel in die Null
reichenden, liegenden, rechts offenen Parabel, so dal® es keinen Kegel mit Spitze in der Null
und Schenkeln in der positiven Halbebene gibt, der ganz in der Resolventenmenge liegt. Eine
wohlbekannte Technik zur Regsentation der Halbgruppe sektorieller Operatoren mit Hilfe einer
Integraldarstellung und einem sektoriellen Integrationsweg [Sa, Friedmann] ist somit nicht mehr
moglich. Bezeichneifr v, # 0

(1.0.3) > = {XeC||vwl’ReA+ (ImA)* > 0}

so zeigt Theorem 4.4 [ShiKo] oder auch [Sa], daR}  C p(—0O.) in der Resolventenmenge von
—QO, liegt. Zudem ist der Rand vop,, zumindest im Ganzraum nicht j{—Q.) enthalten.

Bei der Erweiterung auf den vollen Oseen-Operator konnte die Struktur nur noch aufdmschr

ten Grundgebieten erhalten bleiben (Kapitel 3). In unbésdtien Gebieten ist zumindest €

C: Re(A) <0, X # 0} in der Resolventenmenge des vollen Oseen-Operators enthalten. Ein wei-
teres PAnomen tritt bei der Erweiterung des Oseen-Operators auf. Es handelt sich dabei um die
Abhangigkeit vonv..| im Nenner der Konstanten in déf — L7 Abschatzung (siehe Kapitel 5.3).
Dieses unerwartete Resultat zeichnet sich schon bei bei [ShiKo] in Lemma 3.8 a@lhliatsver-

liert die Lbsungzc} die von uns geforderte Reguldkif fallsv,, = 0 (siehe [Galdi2]). Es ist zur Zeit

nicht klar, ob das Auftreten vam,, | im Nenner eine panomenologische Notwendigkeit darstellt
oder ob es andere technische Methoden eliminietemé&n.

Erlauterungen zum Aufbau des Beweises: Die zu désuhgsoperatoref@®, + )~ bzw. (O +
A\)~! getbrenden Eigenschaften werden jeweils in einem bésdtten, das Hindernig3 —
enthaltene Gebiet (Kapitel 3) und im Ganzraum (Kapitel 4.2) erarbeitet und schlief3lich als Pa-
rametrix (Kapitel 5.1) zusammengebaut. Da die Aussagenie Resolvente im bescmkten
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Raum sogar die Umgebung der Null mit einschliel3en (siehe Kapitel 3, Satz 3.0.13), ist dieser Fall
unkritisch. Dagegen irssen im Ganzraum weitere Abg&thungeniir Werte nahe Null austck-
lich berechnet werden (Kapitel 4.3).

Zwei wichtige Argumente gehen bei der Hinzunahme Borerloren. Zum einen kann eine Fun-
damentaksung der vollen Oseen-Gleichung im ganzen R&imicht mehr explizit angegeben
werden, wie das bei der einfachen Oseen-Gleichung durch

1\*? )

der Fall ist. Diese Darstellung gibt vedme Youngs Ungleichung unmittelbar einen Bewgiss f
[ShiKo, Theorem 1.2.]dr ¢ > 1 [ShiKo, Lemma 6.1] im Ganzraufl = R3. Eine Verbesserung
dieser Resultate scheint schon aus diesem Grund nigglich. Dieser Verlust wird aber durch
die ginstigen Eigenschaften des Operaténseitgehend aufgehoben. Weitaus schwerwiegender
ist, daR eine bsung der vollen, stati@gmen Oseen-Gleichung im Ganzraiih

A=A+ - V)+B)u+Vp = f €L’(R’)

V-u = 0inR3

nicht mehr mit Hilfe der Fouriertransformierten in geschlossener Form dargestellt werden kann,
wie das im Fall der einfachen Oseen-Gleichunipiich ist. In letzterem Fall kann diedsungu
als

u=E(f)=F"

F-E(& f) £ O
1) ilé

geschrieben werden, wobei\, &) = X + [£]? + v, - £ das charakteristische Polynom von

A — A+ (vs - V) istundé := (£, &, &)7/|€|~". Damit gehen zuachst auch alle mit Hilfe dieser
Darstellung gewonnenen Absitaungen, einschliel3lich der zentralen Resolventenabaahg,

verloren. Einen Ausweg schafft hier Kapitel 4.2. Es konnte gezeigt werden, dafd zu jedem

Lr(R?) genau eingy, = g\(f) € H,(R*) n WP(R3) V6/5 < p < 2 existiert, so dafk =
E(f+g.\(f))undp = II(f + gA(f)) die volle, statiodare Oseen-Gleichun@s$t. Um die beitig-

ten Absclatzungen, insbesondere die Resolventenatizahg zu zeigen, ist es notwendigals

stetig vonf abrangend zu erkennen. Diese Tatsache liefert der Beweis von sich aus mit. Die Un-
tersuchung nach dem eben genannten Strukturerhalt des Spektrums des vollen Oseen-Operators
kann sich auf die Existenz eines solchen Operatptseschanken.

: pZH(f)Zfll

Um die Abklingrate der vollen Oseen-Halbgruppe in unbedsckien Gebiete2 beweisen zu
konnen, mufd zuvor ein etwasasteres Ergebnis im besé@mnkten Gebief) N B,(0) verifiziert
werden. Dazu reicht jedoch die Stetigkeit vgrallein nicht aus. Vielmehr muf3 noch einmal
in den Beweis der Existenz vanzuriickgegangen werden, um sich von der Abbigkeit der
Abbildungg = g, von X zu befreien. Hierzu konnte die Ungleichung

lorx@ g < cparllflls ¥6/5<¢<2,1<p<oo
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mity € C5°(B,(0)) als Abschneidefunktion gezeigt werden, mit deren Hilfe die Resultate folgen.

Naturlich drangt sich die Frage auf, ob nicht die Resultate von [ShiKo] als feststehende Ergeb-
nisse hingenommen und durch einen eigémdigen Beweis um den Operai®wverallgemeinert
werden kbnnen.

Der Standardansatz veoge des Prinzip von Duhamel gibt al84ung der vollen Oseen-Gleich-
ung

¢
(1.0.4) u(t,z) = 6_®ta—/ e Ot Bu(s, x)ds
0

mit O = P(—A + v - V) als einfachen Oseen-Operator.

Versuche mit diesem Ansatz die g@éwschtel.? — L7 Abschatzungen zu erhaltenpknten analog

zum Satz 5.3.5 durchg#frt werden. Einige entscheidende Argumente gingen allerdings verlo-
ren, wenrt) # R3 nicht mehr der Ganzraum ist. Das sind zum einen die expliziten Darstellungen
von e~%»=* undPgs und andererseits das eng damit vénfte Kommutieren dieser Operatoren
mit den Raumableitungemn,.

Eine weiterer Ansatz, Abséltizungen wie sie in Theorem 1.2. [ShiKairfden Oseen-Operator
gefunden wurden auf den vollen Oseen-Operator zu erweitern, findet sich in [Sol3] und ist der,
zunachst die einfache Oseen-Gleichung mit rechter Seite

uy — Au+ (Voo - V)u+Vp =
Veu = 0
u(0) = a

zu betrachten und darf zu geeignetem € N und Anfangswerten Absétzungen der Art
T T T
(1.05) | s+ [ loats)lzas < ¢ [l

herzuleiten. In einemachsten Schrittégnnte (1.0.5) auf den vollen Oseen-Operator ausgedehnt
werden.

Fuhrt man dieses Verfahren analog zu den Aibsfingen bei [Sol3] durch, edlt man lediglich
exponentielles Wachstum wig’ mit einemy > ~, > 0. Wie bei [Sol3] nii3ten weitere Untersu-
chungeriiber die Resolvente und die Resolventenmenge zeigen, dafymasup, ., o5 Re 2

als 0 annehmen kann. Weitere Verfeinerungen seiner Methia@dén dann evtl. auch= ~, =

0 zulassen. Aber genau hier, in der Untersuchung der Resolventeashsal steckt sowohl bei
[ShiKo] wie auch bei [Sol3] ein Grol3teil der Arbeit. E&(3t sich somit wohl nicht vermeiden,

sich ausiihrlich mit den Resolventenabsithhungeniir den vollen Oseen-Operator zu bedsiti

gen, weshalb man auch oder gerade versucht die Erweiterung der Abklingrate der vollen Oseen-
Halbgruppe analog zur Vorgehensweise von [Sol3] zu erbringen. Auch meine Untersuchungen



10 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

beziehen sich im Schwerpunkt darauf, basierend auf den Ergebnissen von [ShiKo], die Aussagen
zur Resolvente herzuleiten. Hier bauen sogar weite Teile der Resolventedizbisghdes vollen
Oseen-Operators auf denen des einfachen auf, anstatt die Beweise lediglich zu erweitern.

Letztlich ware es denkbar eingeigensdndigen* Beweis, analog zu der Arbeit von [Sol3] zu
erstellen, der jedoch implizit die wichtigsten bei [ShiKo] gemachten Schritte enthalieshew
und nilf3te.

Bedankermochte ich mich bei Herrn Prof. von Wahl und bei Herrn Prof. Grurnizudie sehr
anregenden und geduldigen Gexggre, aul3erdem bei Manuela Weinbreniiedie geistige Un-
terstitzung.



Kapitel 2

Stationare Losung von Navier-Stokes und
Grundlagen

Wie schon in Kapitel 1 erdhnt, ist das Ziel des ersten Teils dieser Arbeit, die Aussagen von
[ShiKo] zu dem einfachen Oseen-Operafdy = P(—A + (v, - V)) auf den vollen Oseen-
OperatorO = P(—A + (v - V) + B) zu erweitern, wobei wir mit dem zatlich eingefihrte
Operator anB. = (v - V). + (.- V)v, v :=0 —uv, undv eine Losung der staticiren Navier-
Stokes Gleichungen ( 1.0.1) interessiert sind. Im Folgendéchte ich eine klare Definition
und Eigenschaften vonzu Verfugung stellen und audh etwas allgemeiner definierenliFeine
Definition der verwendeten Symbole siehe Seite 179.

Sei Q C R? ein Gebiet mit hinreichend glattem RanirfdasR?* — Q ein einfach zusam-
mentangendes Gebiet ist. Die Men@é — Q heil’t Hindernis. Der Vektob # v, € R, heildt
Anstromgeschwindigkeit im Unendlichen und @it lediglich zu einem williirlich gewahlten
oo € Ry, dal|vs| < oy ist.

Wir fassen Gleichung (1.0.1) zaohst im schwachen Sinn auf (siehe dazu [Galdi2, Definition

1.1, S. 63])und nehmen an, edlag ein Ibsungﬁ. Dann gelten folgende Reguld@isaussagen:

Satz 2.0.1Seiv., € R? undv eine statioire Losung von (1.0.1). Definiert man:=v —v., SO
gilt:

(2.0.1) v € C®(Q)NW™®(Q)NLP(Q)
(2.0.2) Vo € L'(Q)
(2.0.3) Vv e LYQ)
(2.0.4) v ¢ L*9)

VneN,pe (2,00],r € (4/3,00],t € (1, ]

Beweis [Galdi2, Theorem 1.1, Seite 67%]€ C>(2)
[Galdi2, Th. 1.1, S. 67; Th. 6.1, S. 106]c W™>(Q) Vn >0

11
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[Galdi2, Theorem 7.1, Seite 12b]e LP(Q)) ,Vv € L Vp € (2,00];7 € (4/3, 0],

[Galdi2, Remark 7.2, Seite 128]%v € LP(Q2) Vp € (1,00),

da die dortige rechte Seitéin unserem Fall identisch verschwindet und somit alle in [Galdi2]
verlangten Bedingungen éit.

DalRv ¢ L?(Q) findet sich in [Finn1]. O

Theorem 1 (Helmholz-Zerlegung) Seil < ¢ < 3 undG C R? ein einfach zusammeahgen-
des (ntbglicherweise unbeschinktes) Gebiet. Sei € L(G)3. Dann ist mit zwei beschnkten
Operatoren, P in L4(G)?, fur die

QP=PQ=0,Q*=Q, P’ =

gilt,
v=Qu+Pv

Der WertebereictR (P) vonP ist ein abgeschlossener Teilraum vbi(G)?. Er wird mit H,(G)
bezeichnet. Er endit alle u € C5°(G) mit divu = 0. Diese Vektorfelder, die mit>*(G) bezeich-
net werden, liegen dicht iR(IP). Qu ist von der FormiVg miteineny € L"(G),1/r = 1/p—1/3,
furdasVg € L¢(G) ist. Der WertebereiciR (Q) vonQ wird mitG,(G) = {w € L9 : 3g € W7 :
w = Vg} bezeichnet. Falls € C§°(G) ist, kbnnen wir@ undP explizit angeben. Es ist

Quir) = — - rad /
Pu(z) = ~|——rot/

divu(y) dy + grad p
\w —

rot u(y) dy — grad p
|z =y

wobeip Losung des Neumann-Problems
Ap = 0 inG

1 1
- = ,—rot [ ———rotu(y) d aufodG

und i die &uBere Normale air ist. Der WertebereichiR(Q) ist ebenfalls ein abgeschlossener
Teilraum vonZL?(G)? und wir haben die direkte Zerlegung

(2.0.5) LI(G)? = R(Q)DR(P) = G,(G) @ H,(G)
die man die Helmholz-Zerlegung nennt. Der Operatdreil3t Projektor auf den divergenzfreien

Teil.

Beweis siehe [Wahl1, Satz 1.9.1., Seite 215ff]. O

BemerkungDie Helmholz-Zerlegung ist orthogonal it¥ (G). Wegen der expliziten Darstellung
des Operator® auf denCg°-Funktionen bedeutet divergenzfrei If auch divergenzfrei inL¢,
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d.h. der ProjektoP auf den divergenzfreien Teil ist auch auf dem Durchschiith L? eindeutig
bestimmit.

C:* liegt dicht, wennGy die erste Betti-Zahl 0 hat, wagifunser2 der Fall ist. Allgemeiner alé&/
konnen die zugrundeliegenden Gebiete wie in [Wahl1, Definition 1.3.4., Seite 108] definiert sein.
Beschankt man sich darauf, da3 ganzR?, der Halbraum ode®G zumindestC? ist, gilt die
Helmholz-Zerlegung auchif ¢ € (1, co0) [Galdil, IIl.1, Theorem 1.2.].

Satz 2.0.2Sei D C R? ein beschanktes Gebiet mit hinreichend glattem Rand. Bei ¢ <
cound0 < m € Nundu € W™4(D)3. Dann existiertp € W™tL4(D) mit || Vpl|lgmp <
cq.m.p||U|lq.m.p das die Gleichung

Ap = V-u inD

(2.0.6)
Oup = p-u aufdD

erfullt mit i die auRere Normale awD. Der OperatorPpu := u — Vp ist fur G = D und
1 < ¢ < 3 mitdem in Theorem 1 definiertem Projektor auf den divergenzfreien Anteil identisch
und es gilt:

(2.0.7) Ppu € W™YD)N Hy (D)
Beweis Siehe [GiMi]. Da die Zerlegung direkt ist, mul3 aupu = Pu sein. O

Satz 2.0.3 (Beschanktheit von ) SeilP der Projektor vonL?(f2), 1 < p < oo auf den diver-
genzfreien TeilH,(Q2). Dann gilt ir jede ganze Zahh > 0

P WTPQ) — WP(Q) N H(Q)

ein beschankter Operator.

Beweis Siehe [GiS0]. O

Da wir die volle Oseen-Gleichung auf unterschiedlichen Gebieten betraciiErien, definieren

wir um keine MiRRversindnisse entstehen zu lassen den Opetiauf W™r(G) mit G C R?,

m € N etwas giindlicher. Da wir auf3erdem bei den Beweisen nur gewisse Eigenschaften an
die Struktur des Operators und an die zugrundeliegende Funktiom —v., benutzen, definie-

ren wir den Operator gleich etwas allgemeiner. So werden wir an keiner Stelle benutzen, dal3
eine Losung von Navier-Stokes ist, sondern nur die Eigenschafteny dlaf®len in Satz 2.0.1
erwahnten Rumen liegt.

Definition 2.0.4 (Definition vonB) Seiv € C®(Q) N Wy (Q) mitp > 2, Vo € L(Q) mit
q > 4/3undm € N. Sei€ ein Fortsetzungsoperator bzw. die Besuotkung vorf2 aufG, G C R?
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ein beschanktes oder unbeschnktes Gebiet mit hinreichend glattem Rand uind p < oo. Wir
definieren

(2.0.8) B : W™(G) — W™U(G)
durch
(2.0.9) B(u) = V(Ev®u+u®Ev)

fur geeigneten, p, ¢. Dabei meinen wir mi€v ® « die Matrix (Ev;u;); j—123 und MitV. =
(¢;0;, ¢;0;, ckOy) - . €inen beliebigen, vektoriellen Ableitungsoperator erster Ordnung (z.B. Diver-
genz). Beachte auch die Ungleichungen von Satz 2.0.5.

DaR3\ Q2 beschankt ist, lassen wir den Fortsetzungsoperator in der Notation weg, wenn dadurch
keine Probleme entstehen.

Beweis Zur Existenz von Fortsetzungsoperatoren siehe [Adams, Chapter 1V, Extension Theo-
rems, S. 83ff].

O

Beispiel

(i) Istv divergenzfrei, als®/-v = 0 und der Ableitungsoperatdf = div = V- die Divergenz,
so reduziert sictB offensichtlich zu

Bu=(v-V)u+ (u-V)v YueH,
zu dem schiefsymmetrischen Operator in dér@igsgleichungiir alle divergenzfreien.

(i) Hat v € C*°(Q2) kompakten Tager, so hat aucBu kompakten Tager unds : W™? —
W™ ist ein kompakter Opertofif geeigneten, n, p, q.

Satz 2.0.5Seil < p < oo, u € W™P(G) und der in Definition 2.0.4 definierte Operatfr.
Dann gelten folgende Ungleichungen:

12
(2.010)  |Bullom < cpoll Veellpm V3>p2q2zlund_ < P >0
P—4q
(2.0.11) 1Bl < Cpalltllpmet Vp>q>1und2 < 2L
pP—q
(2.0.12) HBqum < cp7q||V u||p7m V1<p< min 2’ o ,m>0
—q

Smtliche Konstanten sind alhgig von der statio&ren Losungy.
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BemerkungEinen Beweis zu (2.0.12)if den Fall = ¢, m = 0 findet sich in [Bo, Miy.4, Lemma
3.1]. Die Autoren verwenden dabei nur die séulveren Voraussetzungep,, . |z||v(z)| < oo
undsup,.¢|z|?|Vo(z)| < oo.

Beweis Zu (2.0.10): Nach Sobolev haben wir die folgende Einbettung (siehe auch Satz 2.0.12):
WP (G) — W55 (G)

mit der zugebrigen Ungleichung
Il se < ol Vullpam

mit einer gebietsunafdimgigen Konstantes, , (vergl. [Adams]). Seir := 3pq/(3p — 3¢ + pq).
Dann ist

4 3pq
- <r=_-—
3 3p —3q+pq
12 4

= g(p—q)+§pq< 3pq
12

— R
5 P—q

Damit ist

1Bullgm < [V(Ev @ u)llgm + V(1@ EV)llgm

< Gll€vll e i [Vullpam + I VEV|rmllu] s nach Holder, dap < 3
- -p

< g (100 22 + V€] ) [Vl Einbettung
< ¢ (||v||%,m n ||vU||r,m) 1V nach Definition vore
< 0ol Vtullpm Satz 2.0.1 (2.0.1), (2.0.2)

fur 2L > 2 > 2,

p—q
Zu (2.0.11):
[1Bullgm < [[V(EV @ u)llgm + |V (u @ E)|[gm

< &llE0]l 2 IV ullpm + IVEV] 22 |[ullpsm  HOIder
< g (18011 g1 + 11V 1) [yt
< Cp,q”“:UH%,erl||u||p,m+1
< Cpgllvl 22 st VU e nach Definition vorf
< cpqllullpmst Satz 2.0.1 (2.0.1), (2.0.2)

fur 22 > 2 > 4/3.
pP—q
Zu (2.0.12):

1Bullgm < (vl _2ea__ o [IVUll 22, + IVl _0 o NJul] 2,
3p—3q+pq’ 3—p’ 3p—3q+2pq’ 3—2p’
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Mit Sobolevungleichungen folgtif p < 3/2

< Mol s IV llpin + IVl __sa__ IV ull i

3p—3q+pq’ 3p—3q+2pq’
Firp < 112—2_‘1(1 folgt auRerdem
3 3 4
L > 2 und ¢ > —
3p —3q+pq 3p—3q¢+2pq 3

O

Definition 2.0.6 (Stokes-Operator)Seiq > 1, G C R3 ein beschénktes oder unbescanktes
Gebiet und

(2.0.13) D,(A,¢) = H,(G) N W, 4(G) N W4(G)

Der OperatorA, s := —PA mit DefinitionsbereictD,(A, ) heilt Stokes-Operator. Sind Ver-
wechselungen ausgeschlossen, schreiben wir auchikatattA, ..

BemerkungDie Menge
ZO =R?—{Ae€C:ReA<0,Im\ =0}

ist in der Resolventenmenge verA enthalten [BoSo, Gil, Gi2]. I, (G) erzeugtA, eine
analytische Halbgruppe [Wahl2, Theorem 111.1.3., Seite 74] und e®jgh'/?) = H,(G) N
Wy (G). Fir ¢ = 2 ist A ein selbstadjungierter Operator im Hilbertrauifs und ||A'/?u|, =
IVl

In beschéankten Gebieten lassen sich die Ab&izinngen des Stokes-Operator verfeinern:

Satz 2.0.7SeiD C R? ein beschénktes Gebiet mit (hinreichend) glattem RanB. Seil <
q < oo undm > 0 eine natirliche Zahl. Zu jedeny € W™4(D)3 existiert genau ein; €
Wm+24(D)3 und bis auf eine additive Konstante ein eindeutig bestimmted?™+14(D), die
die Gleichungen

~Au+Vp = f inD
(2.0.14) V.u = 0 inD

u’aD = 0

erfullen und die folgende Absatzung ist gltig

(2.0.15) [ullgmro.0 +[VDlgmp < cqmpll fllgm.p
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Beweis Siehe dazu [Galdil, Gil, Lady, Sol1, Sol2] und auch die Absfingen von von Wahl in
[Wahl2, Seite 72ff]. O

Definition 2.0.8 (Oseen-Operator)Seiq > 1, G C R? ein beschanktes oder unbescanktes
Gebiet und

Dy(Ogc) = Dq(@eq,G) = Dy(Ayc)
Der OperatorQ,, ; := P(=A + (v - V)) mit DefinitionsbereichD, (0., ) heil3t einfacher
Oseen-Operator. Der (volle) Oseen-Operator ist dut@h; = P(—A + (v - V)) + B mit
DefinitionsbereictD, (0, ;) definiert. Wenn klar ist, um welchgaund welches Grundgebiét
es sich handelt, lassen wir dir zug@fgen Indizes auch weg.

Die Wohldefiniertheit folgt aus Definition 2.0.4 des Operaitnsnd Definition 2.0.6 des Stokes-
Operators.

Verantwortlich fir kompakte Soboleveinbettungen vom Ty +*(D) — W furl < q <
p/(3 — mp), [Adams] sind Abschtzungen wie im folgenden Satz, die auf allgemeinen, unbe-
schiankten Gebieten verloren gehen [Adams, Theorem 6.37 S. 163, Theorem 6.38 S.164].

Satz 2.0.9 (Poincag) SeiD C R? ein beschanktes Gebiet uné ¢ D eine Menge mit positiven
Lebesque-Mald und< p < oco. Dann gilt
@016) ol < cpp (I90lln + | [ ofe)d

D

(2.0.17) [vlpo < enllVollp,p Ve WyP(D)

) Vv e Wh(D)

Ist0 < m € N, dann existiertifir jedesu € W™?(D) einv € W™?(R?), so dafy
v = u inDund
[0llpmrz < cpm,pl|tllpm,p

mit einer vonu undv unablangigen Konstantes, ,,, p.
Beweis Siehe zum ersten Teil [Galdil, 1.4] und [Galdil, 11.2] zum zweiten Teil. O

Definition 2.0.10 (Energetische Reynoldszahlgei G C R? ein Gebiet,B der in Satz 2.0.4
definierte Operator . Dann heif3t die Zahl
(—Bw,w)q

(2.0.18) Reg(v) = Reg(B) := sup Vol

weD(Ag/Q)\{o}
energetische Reynoldszahl vBrbzw. Reynoldszahl van Ist das dem Operatdt zugrundege-
legtev divergenzfrei und der Ableitungsoperatorigleich der Divergenz, so ist offensichtlich
(—Bw,w)q _ (v, (w- V)w)g

sup
Vol T ey VOB

(2.0.19) sup
weD(Ag/Q)\{O}

und heil3t Reynoldszahl ven
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Fur spater (Kapitel 4.3) sei hier einiizliches Hilfsmittel eingafhrt. Bekanntlich isif € L4, falls
fe PN L undp < q < r. Fur Operatoren gilt der folgende Satz. Ein Beweis findet sich bei
[Hormander, Theorem 7.1.12, S.: 165]

Satz 2.0.11SeiT eine lineare Abbildung voh** N LP2 nach L% N L%, so daf}

ITfllg, < M;liflly,  J=1,2
undseil/p=t/p1+ (1 —t)/pa, 1/qg=1t/q1 + (1 — t)/qz fUrt € (0,1). Dann ist

ITflg < MM'IfN,  feLm L
Beweis [Hormander, Theorem 7.1.12, S.: 165] O

Satz 2.0.12 (Sobolevungleichung$eil < p < 3, G = R? oderG = 2 wobeid{ Lipschitz ist.

Seif € LP(GNBg),YR > 0,V f € L’(G)? und die Spurf|sc = 0. Dann existiert, € R, so dal

fo — ¢, € LP" (R3), wobeip* = 3p/(3 — p) der kritische Sobolevexponent ufidgegebenenfalls
die Fortsetzung vorf mit 0 auf ganzR? sind.

Insbesondere ist, = 0, falls f € L"(G) mitirgendeinem < r < oco.

Beweis Sobolevungleichungen finden sidlr £5° Funktionen in [Friedmann], [Adams, 5.11, S.:
104] und gelten damit offensichtlich auctirfiv, ”(G) (siehe z.B. [Galdi1, (2.6), S.: 31]). Ein
Beweis fir unsere Formulierung ist in [SiSo, Theorem 2.13, S.: 34] zu finden.

O



Kapitel 3
Oseen-Gleichung in beschankten Gebieten

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Oseen-Gleichung auf lEdden Grundgebieten
D c R3. Die Reynoldszahl vom bzw. B wird als echt kleiner 1 angenommen. Wie schon in
(1.0.3) eingéifihrt sei

> ={re v’ ReX + (ImA)* > 0}

Diese Menge entsprichfast* der Resolventenmenge des einfachen Oseen-Operators. Wie schon
in der Einfuhrung envidhnt, B3t die Hinzunahme vol zwar die Struktur vory |, im Wesentli-

chen unbdihrt, jedoch muB der Faktdw,, |*> vergioRert werden. & den vollen Oseen-Operator
fuhren wir die Menge

(Jvs] + C)°

2
| —TRes Re A+ (ImA)° > 0}

(3.0.1) ZD ={xeC

ein, wobei die Konsatnt€' = C'(v) eine noch aher zu bestimmende von der staticen Losung
v ablangende Abscitzungskonstante uitkeg die Reynoldszahl sind.

Schon im rachsten Satz wird deutlich, warum-, _ in der Resolventenmenge des Oseen-
opertors liegt, genauer werden wir sogar sehen,dmw,v U U.(0) in der Resolventenmenge
liegt, wenn wir nur besclankte Gebiete betrachten.

Rein formal definieren wiriir A\ € C den Operator
(3.0.2) Au = A=A+ (v - V) + B)

wobeiB(u) := V(Ev®@u+u®Ev) der in Definition 2.0.4 definierte Operator. Zur Untersuchung
der Resolventenmenge fassen wir diesen Operatdfifnktionen mit Werten i€ auf.

Es qgilt:

Satz 3.0.13Sei D C R? ein beschiinktes Gebiet, die Reynoldszdahly < 1,1 < p < oo,
0 < m € N Dann existierte = €(v., D) > 0, U (0) C C einee-Umgebung def) € C und

19
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Abbildungen

Lo = ) UU(0) x W™(D) x C— W™(D), (A, f,¢) — L(A, f.¢)

Voo

Towwp @ P UU)x W™ (D) x C— W™(D), (A f.c) — I(X, f.c)

Voo

die holomorph in\ und linear stetig inf und ¢ sind, so daf := L,_,p(A, f,c) undp :=
Z,.. ».0(A, f,c) die Gleichungen

Ow+Vp = f inD
V-u = 0 inD

(3.0.3) dop = 0

/p(x)dx _ .

eindeutig bsen. Sind Verwechselungen ausgeschlossen, lassen wir die Indizasdf auch
weg.

Seild <k €N, |ve| <opundK @ » UU(0) eine kompakte Menge. Dann giltrfiedes
feWmP(D),ce C, vl [vs’| < ooundA, XN € K

_|_

a k
(5) va,U,D(/\7 f: C)

8 k
H(a) P30

p,m+2,D p,m+1,D

(3.0.4) < C (Il fllpmax{m—-rop.p + lc])

H]Lvoo,v,D()\a fu C) - ]Lvoo’,v,D()‘lu f7 C)Hp,m+27D + HIUOO,U,D<)‘7 f7 C) - Ivoo’,v,D(/\l7 f7 C) Hp,m-‘rLD

(3.0.5) < C(lvee = vod | + A= N (£ lpam.0 + Icl)

mit KonstanterC' = C'(p,m, D, K, k, v, o).

Bemerkung: Der Sinn die Aléngigkeit der bsungsoperatoren in,, zu untersuchen liegt dar-

in die explizite GbRewv., implizit durch oy mit |v,| < o, betrachten zu &nen. Diese Un-
terscheidung war mit ein Grund, warum Kobayashi und Shibata viele in der Literatur existie-
renden Aussagen mit in ihre Arbeit [ShiKo] aufgenommen haben um diérAdigkeiten der
Abschatzungskonstanten von Parametrn wiezu Uberpiifen.

Beweis: Im besclémkten GebieD c R? existiert zum Stokes-Operatér= A, nach Satz 2.0.7
eine besctankte Inverse\ ! : W™+Lr(D) — W™32(D) N D,(A). Wenden wirP und dann
A~ auf Gleichung (3.0.3) an, so haben wir wegen'P(—A) =T



21

(I'+ Q(ves, A))u
= (I+A7'PA+ (v - V) + B)) u
(3.0.6) — (AP = A+ (v - V) + B)) u
= A 'POQ,wu
= A'Pf

wobei der Operatof (v, A) definiert ist durch

QVoo, A) := AT'P(\ + (Voo - V) + B) :
W™ H2P(DY N D(A) — W™ (D) N D(A) cc W™P(D) N D(A)

und kompakt ist.

Daher hf3t sich aul + Q(v., A) die Fredholmsche Alternativenwenden. Um zu zeigen, daf
Q(v, A) €ine besclankte Inverse hat, gégt es also Injektivit vonl+Q(v.,, A) nachzuweisen.

Angenommen esdbe eing € W™27(D) N D(A) mit
(I+ Q(voo, A)g =0
Wir zeigen, daR dang schon identisch O ist: Audl + Q(v., A))g = 0 folgt

0 = A+ Qv )y
= AI+AT'POA+ (veo - V) + B))g
= POA—A+ (vx-V)+B)g
= PO,g

Aus Satz 2.0.2 wissen wir, daB dann gig W™ 1?( D) existiert, so dal
Qg+Vp =0

in D gilt. Oder anders geschrieben
—Ag+Vp = f

mit f := —(\+ (vs - V) + B))g. Nach Definition 2.0.4 bzw. Satz 2.0.5 §tVp € W™»(D)n
D(A) fur zurachst = 1, dag € W™ 12(D) N D(A). Und daher nach Satz 2.0.7

g € WP (DY N D(A)

Nach dem Induktionsschriit — i 4+ 1 sieht man also, daf und p hinreichend glatt sind. Da
aullerdenD beschankt ist, haben wir daher

g € W*2(D)NW,*(D)N Hy(D), p e WH(D)
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g € Hy(D), weil divergenzfrei inL?(D) und divergenzfrei inL?(D) auf dem Durchschnitt das
selbe ist (Siehe auch Bemerkung zu Theorem 1).

Mit Hilfe partieller Integration und der Tatsache, daR die Helmholz-Zerlegurig iorthogonal
ist, ist< Vp, g >p=0, Re(< (v - V)g,9 >p) = 0 und es folgt

0 = <Qg+Vp,g>p
= <(A=A+ (veo-V)+B))g+Vp,g>p
= ReM|lgllzp +i(mN)lgll5p + [Vgll5p+ < (veo - V)g,9 >p + < Bg,g9 >p
= (ReNgl3p + IVgll3p + Re(< Bg, g >p)
+i ((mA)]gl3p + (< (v - V)g, 9 >p) + Im(< By, g >p))

also
(3.0.7) 0 = (ReMlgll3.0 +IVgll3.p + Re(< Bg, g >p)
(3.0.8) 0 = (ImA)|gll3p+Im(< (v - V)g,9 >p) 4+ Im(< By, g >p)

Da die Helmholz-Zerlegung ih? orthogonal ist und; divergenzfrei, haben wir zusammen mit
partieller Integration und der Definition der Reynoldszahl

Re<Bg,g>p = < BReg,Reg>p+ <Blmg,Img >p
—Reg ([[VRe g3 + |V Im g[|3)
—Reg [|Vgll3

v

Somit schreibt sich (3.0.7)

0 = (ReX)gll3.p + [IVgll5.5 + Re(< By, g >p)
> (ReM|gll3.p + IVll3.0 — Ree | Vg3
(ReM)|lgll3.p + (1 = Reg)|[Vgll3.0

WennRe A > 0 ist, folgt daraus, da¥’g = 0 in D ist und aufgrund der Nullrandbedingungen
von g impliziert das schomg = 0.

WennRe A < 0 ist, folgt aus (3.0.8), Satz 2.0.5 und Poincaregda H, (D) ist

[T A[[lgllsp = (< (vo - V)g, 9 >p) +Im(< By, g >p)]

IN

| < (Voo - V)g,9 >p | +| <Bg,g9 >p |

IA

oIVl 0llgll2.0 + 0]l Vall2pllgll2.0 + [[Vollollgllznllgll2p
[veo Vg ll2,nllgll2.0 + 10l Vg ll2.pllgll2.0 + Cool Vllsollgll2,0[[Vgll2,n

IN A

([voo] + Cp.pV]lo0 ) IV gll2,0ll9ll2.0
1— Ren ReEHQHQ,D

IN

(lvoo| + Gy pl[9]l01)
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also

Voo| + C
(12 real=LE Y g, <o

wobeiC' = €, pl|v]|«,1 ist. Das bedeutet auch in diesem Fak= 0, da wegem € > der
Faktor| Im A|* + Re A(Juso| + C)?/(1 — Reg) > 0 ist.

In jedem Fall also, isy = 0furA € > U{0} und daher besitZt+ Q(v., A) €ine besctankte
InverseR (vs., A) von und nachV™2r(D) N D(A).

Schreiben wir die Inverse mit Hilfe der Neumannschen Reihe etwas anders:

-1

R(Voo, \) " R(vs, N) = ( (Vo'y A 172(1)00,)\))
(I + Q(va, X)) R(vse, A)
= (T4 Q(vo0, A) + Quae’, A) = Q00, A)) R0, A)) ™
(Quse’s N) = Q0o0, X)) R0, A)) ™

(
— Z(_n (AP (0 = Vo) - V4 (X = X)) R(va0, A))’
Also
R(ow/ V) = Rlvm )Y (-1 ' = V) -Vt (N = ) R(ve0, V)’

furallex € 37, U{0}. Diese Reihe konvergiert in der Operatorennorm ¥oitV’ " +2#(D)),
vorausgesetzt die Summenden sind hinreichend klein. Es gibt daher-ei(v.., A), so daR éir
alle vy, N mit |vs,” — vao| + |V — A] < € die Reihe konvergiert und es gilt

(309) HR(UOOI, )\I) ‘|£(W77l+2,p(D)) - 2 HR</UOO7 >\) ’lﬁ(Wm+2’P(D))
Insbesondere ist zu einem fesiep € R? der OperatoR (vs., A) furalled € 3, Ul x—0)(0)
definiert.

Eine Funktionh = h(z) ist holomorph inz, falls eine inz stetige Funktion\(z, z’) existiert mit
|A(z,2")| — 0furz — zundh(z') = h(z) + (2 — 2)A(z, 2’). Die Darstellung vorR (v..’, ')
zeigt

(=17 (AR (X — 2) R(ve, )’

I

<
Il
o

R(Voo, A) = R(Voo, A)

= R, )+ (N =0 D (-1 (N =AY (ATPR (v, A))’

Jj=1

undA(z, 2') =372 (= 1)/ (N = A7 (ATPR(veo, )))’ ist die gesuchte in stetige Funktion.
Somit istR holomorph in\.
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Nach Definition vorQ ist A™'PQ, = Q + 1 < PQ, = A(Q + Id) (siehe auch (3.0.6)).(F
f e Wm»(D) folgt daraus
(3.0.10)

PO,\(RAT'Pf) = AQ+I)RA'PS

= Pf

DaK « ), ,UU(0) kompaktist, ist es auch” x U,,(0). Es existieren daher endlich viele
(A, Voj) € K X Uy (0), j=1,...,L,sodal

L
- U { s Usoj) € K X Uy (0) ¢ Vs — ooy | + A — Ay < E(Aj,vooj)}

=1

.

Setzen wir

Npm Koo = 21%22)2}}7% ooy ')H,C(WWHJJ(D))

so folgt wegen (3.0.9)

(3.0.11) IR (voe, Ml cupmsznipy < Npwmion ¥\ Us) € K X Uy (0)

Und wegen

R(Vso', N) = R(Voo, ) = (]I R (Voo MR (v, N) ™ 1) R(vs', N)
(R (Voo AYR(Vos, A) " = R(Voo, )R (0", N) 1) R(vsd, X)
= R(Voo, A) ( (Voos A)H = R(vse, N) ™ )R(voo', )
= R(vs,A) (Q (Uom A) = Qu’, X)) R(ves', V)
= R(Voo, VAP (V00 — Vs0)) - V 4+ (A = X)) R(vso', \)

impliziert (3.0.11)
(3012) R, N) = Rlv: Ml cwmsnnipy < C (o = v 41X = A)
fur alle (\, v, (N, vs') € K x U,,(0) mit einer Konstanted' = C(p, m, K, o).
Nun sind wir in der Lagé. undZ mit Hilfe von R zu definieren: Mit

u:=Lf := RAT'Pf
folgt aus (3.0.10)

POu = Pf

Nach Satz 2.0.2 existiert epne W™ +1P(D), so dafy

Qu+Vp = f
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Zu einem gegebeneme C setzen wird := (¢ — [, p(x) dz)/|D|, wobei|D| das Volumen von
D ist.

If=p+d
undw erfullen somit alle Gleichungen von (3.0.3).

Zur Eindeutigkeit: Wegen der Lineaiitder Gleichungen (3.0.3) gégt es zuf = 0 undc = 0
auchu und p als 0 zu erkennen.tF f = 0 folgt aber aus Gleichung (3.0.6), zusammen mit der
Injektivitat vonl+Q schonu = 0. Damit muf3 auch schop = 0 sein, d.hp ist eine Konstante.
Gleichung (3.0.3) mit = 0 impliziert p = 0.

Zum zweiten Teil des SatzeA:~! und P sind jeweils besclimkte Operatoren. Wegen (3.0.11)
und der Definition voriL folgt

1L follpmran < Cpmp ool fllom V(A veo) € K X U, (0)

und wegerVZ (A, f,c) = V(p+d) = Vp = f — Q,\L(], f, ¢) folgt daraus

||VI(/\7 f? C)Hp,m,D < Op,m,D,K,JOHf”p,m v<>‘7 UOO) € K x uffo (0)

Anwendung von Satz 2.0.9, Gleichung (2.0.16) ergibt

”I()\» / C)”meD < Cump.Doo (||VI(/\, 1 C)”p,m,D +cf)
< Cupoo I fllpm + Iel)

Diese 3 Ungleichungen zusammen ergeben (3.04) & 0.

Seiu =L, _(\ f,¢) =L, (N, f,c)undp :=T7, (A, f,¢) — L, (N, f,c), dann

Qv b+ Vp
= QLo f,0) + VI (A f ¢) = Qxue Lo (N, f )
— VI, (N, f.c)
= [ = QLo (X, f,0) = VI (X, f.0)
= [+ QvparLu (N, f6) = Qn oL (N, £ €) = Qs L (X', £ €)
— VI, (N, f e
= [+ Qv = Qe Lot (N, fr0) = [+ VI (N, f,0) = VI (X, f )
= (v’ — Do) Ly (N, f,c)
= (N =N+ (Voo = Vso) - V)L i (N, [ 0)
=: h

Ersetzt man also in den Gleichungen (3.0f3Jurchi undc durch 0, so eidfllen v und p diese
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Gleichungen und Gleichung (3.0.4)rfk = 0 und (3.0.12) ergibt (3.0.5):

Lo (A, £ €) = Lo (N, £, ) |lpamtzp + 1 Zowe (N fr €) = Lo (X, f, O)llpamsr.0

= lullpmsz.p + IPllpmsr.0

= [[Loee (N 2 0)|[pmt2.D + ([ Zow (A5 By O) [ pmgr,p

CllAllp.m.p

= Ol (v = vs0) - V4 (X' = ) Lo (N, f, ) llpam,0

< Clvee” = oo + [N = Al (Lot (X, llpmeta,n

C (Jvos” = Voo| + 1N = A [(R(0s6"s X') = R(vs0, A)) AT RS + Ly (A, f, 0|

pm~+2,D
(3.0.12)

< C(Jta’ = ool + 1N = AN AT PS |lpme2.p
+ C (Jvas” = voo| + [N = A (I fllpsm,0 + )
(2.0.15)

< C(lose’ = oo + IN = A f lpm. + C (Jss” = Vool + (X = Al) (1 f llpm.0 + le])

< CJvse" = o] + [N = AD (£ llpm.0 + l€])

undC = C(m,p, D, K, 0y).

Bleibt noch Gleichung (3.0.4)if £ > 1 zu zeigen. Dazu setzen wif, := L(\, f,¢), py =
Z(A, f,c¢) und leiten die Gleichungen (3.0.3) natlab:

0 0 .
QAaU)\—FVap)\ = —uy, InD
0 .
A aU)\ = 0 InD
0
EUA!aD =0

0
/5]),\(35) de = 0
D

Daraus folgt

0 0
al(/\,f,C) = 5711)\ = L()\, —U)\,O) = L(/\,—]L<)\,f,C),0)
0 0
52(}\,]‘10) - 5]))\ - I<>\7 _ux\ao) - I(}\, —I(/\,f,C),O)

Unterdiicken wir fr ein Augenblick die Abangigkeit in\, so kbnnen wir nach Induktion schrei-
ben:

((%) L\ fie) = L)oo LO)oL(e)f
k mal
(%) Z(A f,c) = \I(O)O;OI(O)IOI(C)f
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und erhalten wieder mit Induktion und (3.0.4y#% = 0

H (&) 10ns0

= [IL(L(0) o...oL(0) oL(c) f,0)|lpm+2,p
p,m+2,D k—1 mal
o ..

< CJIL(0) 0. .. 0 L(0) oL(e)fllpm.p + 0

~
k—1 mal

IA

C[[L(A, f,c) ||p,max{m—2k+2,0},D
C ([I.f lp.max{m—2,01,0 + |c)

IA

Analog
o k
H(a) T(M. f.0) < C (Ifllpmastm-rono + el

Beide Ungleichungen zusammen zeigen (3.0 pfle & > 0. O

p,m~+1,D
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Kapitel 4

Oseen-Gleichung inR?

4.1 Erste Eigenschaften

Wurde in Kapitel 3 die Existenz eine®kungsoperators im Ganzraum gezeigt, werden hier wei-
ter Absclatzungen erstellt, insbesondere um das Verhalten dsurigsoperatoren in deraNe

um A = 0 in den Griff zu bekommen. Wie schon in der Bemerkung zu Satz 3.0.18herty
zielten die Untersuchungen der Operatoren auf diedgigkeit inv., lediglich darauf ab, die
Anstromgeschwindigkeit., auf den Betragr, > |v.| zu reduzieren. Jetzt jedoch degt es
nicht mehro, zu betrachten, sondefn, | tritt explizitim Nenner von Konstanten auf. Der Grund
hierfur sind die Integralabsétzungen wie sie zur Ungleichung (4.1.1@hfen werden. Der Term
Uso - & im Nenner vony reduziert die Singuladt in der Tat. Es ist also ein echter Sprung zwi-
schenjv,| N\, 0 undv,, = 0 festzustellen. Auch wenn es nicht Gegenstand der Untersuchung
dieser Arbeit ist, fihren wir die Abkangigkeit der Konstanten im.,|~! ausdiicklich mit, da sie
phanomenologisch interessant erscheint.

Definition 4.1.1 Seip?(¢) € C5°(R?) eine Abschneidefunktion mit

0 _ 1 [¢f <1
v (&) = {0 € >2

undp™>(€) := 1 — ¢°(&). Dann definieren wir

(&) —E€E-1©)
fir jeweilsN = 0 oderN = oo, wobeif := £/|¢|. Offensichtlichist, _ (\) = E) (M)+EX (N).
Gelegentlich lassen wir den untenstehenden Index oder diangjidikeit in\ unbeficksichtigt,
wenn es darauf nicht ankommt.

(4.1.1) EY Nf = F! (wN(g)

Beachte, daf®, _(\)f trotzdem keinen endlichen dger hat. Grob gesprochen wird durch das
Abschneiden der Funktion vor der Fouriertransformation nur die Regatlaribht.

29
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Der rachste Satz befal3t sich miP-Abschatzungen von Fourier-Multiplikatoren und ist ein
nutzliches Werkzeug uniber diep < 2 Grenze der Fouriertheorie hinauszugehen; was aber
natirlich an der speziellen Wahl deaBme liegt.

Satz 4.1.2Seil < p < oo und seik(§) € L (R3) NS’ mit der Eigenschaft

loc
€1 [08R(€)|] < Ck < 00 Va: |a] <2,0#£E R’
Dann existiert eine von;, unabl&ngige Konstant,, so dal3

(4.1.2) |7 k)| < Chllull, Vue LP(R?)

p

Beweis Aus

€1 ]08k(E)] < Crp < 00 Va i |a| <2,6#0

folgt
1 o Y 2
ﬁz ‘Ragk(f)’ d < Cp < oo VR>0
lol<2 " piocie|<2r
Und mitn = 3, k stattk folgt der Satz aus [Brmander, Theorem 7.9.5., S. 243] O

Satz 4.1.3Seil < p < oo, r > 0, Re(\) > 0 und seie > hinreichend klein. Dann gelten die
folgenden Ungleichungen

(4.1.3) 1B, (M) fllsoz < cpll fllise Vf e L' (R?)
< Gl flly vf € LY(R)
(4.1.4) IV EL, (N llp < ool flln Vf € LP(R?)

1
(4.1.5) [[E, (Nf = By (N fllsoz < 65 (e = vo' T+ [A = X)) T ([ flliee VF € LT(RY)

BemerkungDie in [ShiKo] analog zu (4.1.4) gemachte Aussage mit nur 2ten Ableitungen und
A = 0 konnten wir an dieser Stelle nicht nachvollziehen. Diese Aussage folgt nicht, wie angege-
ben, aus Satz 4.1.2 bzw. ausgirhander, Theorem 7.9.5., S. 243]. Als Konsequenz verliert man
ohne Weieteres die Eindeutigkeit der Oseen-Gleichiing = 0. Mit Ungleichung (4.1.4) kann

man das zumindestif p > 4/3 retten. Siehe auch Eingangsbemerkung zu Kapitel 5.1.

Das Besondere an den 3 Ungleichungen liegt darin, dal3 die Konstanterangagpton\ sind.
Das Verhalten der Differenz der Operatotgfy_(\) in v, habe ich nur deshalb mit aufgenom-
men, weil der analoge Satz in [ShiKo] es haiflr kinsere Untersuchung spielt das keine Rolle.
Vergleiche auch Satz 4.1.6, bei dem Differenzen untersucht werden, \weinen Imagiarteil
hat.
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Beweis

Der Einfachheit halber sei ohne Einsahkung der Allgemeinhejt,®(¢)| < 1. Sei weitery :=

Fl (f —£(&- f)) Dann ist

F(V-u) = Ziﬁj}"(uj)

= i (b—%(—mv f)))
= FV-N+2 PG FV )
= F(V-f)—F(V :)1

=0

Also auchV -« = 0, d.h.u ist divergenzfrei. Andererseits ist

w = f-F (46 D)

£ .
G
wobeiP der Projektor auf den divergenzfreien Teil udder Projektor auf den Gradientenanteil
sind. Daraus folgt wegen der Direktheit der Helmholz-Zerlegung, daf3

= Pf+Qf +grad Fl(

(4.1.6) w = FI-EED) = Pr

Zunachst Ungleichung (4.1.3)E) _(A) f|loo2 < || f]lp: Seia € N? ein Multiindex mit|a| <

2. DafurRe(\) > 0 gilt

(4.1.7) |00 (M (E)] = [6]F YRe(A) >0

ek = |7 (SE0-ae )|

£°
q
£°

(f —€E-F) Hausdorff-Young

SC‘

1

IN

c [@] (140, HOIder
1+e

c|l ]5\'°‘|*2900(f)||1+€ |Pf|li+c Hausdorff-Youngind (4.1.7)
cl[ fll11e

IAINA
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Die zweite Zeile von (4.1.3) folgt offensichtlich ntitdlder, da dannf nach Voraussetzung kom-
pakten Tager mit Durchmesset r hat.

Um nun Ungleichung (4.1.4) zu zeigenpohte ich Satz 4.1.2 anwenden: Sei mit einem Multiin-
dexg mit || =4
£7°(¢)
k = =T
A OG

Dann geifigt es

€17 [08kA(E)] < C < o0 Vo : |a| <2,0#EeR?
mit einer von\ unabl&ngigen Konstanté’ = C'(r) zu zeigen.

la] = 0:

£7¢°(8)
Qoo (M) (E)
ik

GE |©°(¢)| nach (4.1.7)

< 2

[€1°kA(€) =

IA

la| = 1: Wegendg'q(§) = 26* + ivw™ haben wir
0pEP°() | €P08°(§) 265+ (&) iR (€)
q(§) q(§) ¢*(8) ¢*(8)

ek (§)
und mit (4.1.5) folgt

@] EToEO] | 2AO] | eellel )

ok
HEROL < =g P @

< 16 4 2|vso|

|a| = 2: Die kritischen Terme sind die, in denen deitder gro3 oder in denen der Nenner klein
werden kann:

IEPLO(€) 2%, 2P0 (€)

9%k = 5N

ER(S) 4© £

Mit (4.1.7) folgt mit |v| < o9
S 3] 2|vso €112 ()]
2|92k
HECANGIES i + P
< Oy,

SchlieRlich ist also

e, = 7 (SEE 0 -€E))

|7 (kaa) ||,

< Cyyllull, nach Satz 4.1.2
= Coo|[Pfll,

< Coollflly

p
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Nun zur Ungleichung (4.1.5): Sei:= g, (A\)(§) — qu../(X)(&). Dann ist

[Goo (M) (€) = oo () (€]
[Goe ()] + |Guer (A (€]
2max {|qu,. (\) ()], [quo (A)(€)]}

lal

VAN VAN

und fur [¢| < 2ist

= o (N(§) = Qo () ()]
A= N 4+ (Voo — Uso)]
A =N+ [€][vee — ve0'|
2(]A = N[ + |vos — vs])

El
!

<
<

Fur |¢] < 2 gilt dann wegen (4.1.7) und 0.B:| < 2|g,_ (M) (§)]

Guoe’ (A )(E) = Guos (V) (§)
Gooo (A) (§) quner (X)) (&)
|a|
|Gooe (V) ()] Guaer (V) ()]

|a|3/4|a|1/4

Qoo (M ()P4 o (V) (S)]
23/4|CL|1/4

[Gooe (A ()] quer () ()]
23/421/4 (l)‘ o /\/| + |Uoo i UOO/|)1/4

1 1 ‘_
Qo (M) () Guar(V)(E)

IA

< 1

- |€|2+21

(L e et
- NES

Daraus folgt &rr |«| < 2

|92 (B2 (\) — ES_(\)) £l
_1 1 _ 1 o 0 : zr g
d (<qvw<x><g> qvwm(f)) () (4 f<f / >>)
. |u|la+ey  HOIder

1
< C - Gl
|5 - o s ener]
< C(A=N|=+|vse — v/ DY |Pf|lise  Hausdorff-Young

o0

O

Die kommenden &ze sind technischer Natur und haben in erster Linie die Befreiung von dem
ParameteA zum Ziel. Als erstes schreiben wir den Operalig)r etwas anders:
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Definition 4.1.4 Sei mitd;, = 1 fur j = kundd;, = 0 5 # k formal

Ok — €j§k|€|2)900(€)>
Gone (N)(E)

(4.1.8) (A = F! ((
Dann ist offensichtlich
3
(B V), = D oxwNxfe  Vi=1,23
k=1

Der Kiirze halber definieren wir die Matrix(\) := (x;x())) k=12, und schreiberE) (\)f =
X(A) * f.

Zusatzlich zu [ShiKo, Lemma 3.5] gilt der folgende Hilfssatz:

Hilfssatz 4.1.5 Seiy; () wie in Definition 4.1.4. Dann gilt mit,, # 0, fallsd # 0
346

4.1.9 sup ||F (08xk(N))]], < — fallsp> ————fur 0 <6 <1
( ) Re(A)ZOH (% (V) P Vo |® 7 1+ |a|+0
1 1
(4.1.10)  sup (Re(X)2 [F Oy, + sup (Re(N)? [|F (Oxiu(M)y,, < Cm
Re(A\)>0 Re(A\)>0
1
(4.1.11) sup (Re()\))qHF(ﬁga,\Xjk()\)) . < Cﬁ
Re(A)>0 [Voo |
wobeil = 1/p+ 1/p' und
3+0
- =0 falls0 <§ <1 >1
1 —1+tla|+6 —1+tla|+0 3+
S bt L = — < <
p> 510 q 5 + 5 falls0 <t,0<1

3

Vermdge derHausdorff-YoungJngleichung|| f||, < (27r)g || f]l, kdnnte man die obigen For-
meln auch ohne die Fouriertransformierte ynstattp’ bzw. oo statt1 formulieren. Nur nii3te
man dann auch die Grenge> 2 in Kauf nehmen. Da die linken Seiten aber zumeif3t in der Form
Xk * f auftauchen, ergglicht dieYoungUngleichung die angegebenen Bereiche in bestimmten
Fallen auch unter dem Wewt= 2 zu benutzen.

BeweisFormel (4.1.10) ist Teil des Beweises von [ShiKo, Lemma 3.5]. Beachte, dal? die Funktion
¢ unter der Fouriertransformierten in (4.1.8) kompakteager in{|¢| < 2} hat.

Zunachst eine kleine Rechnung: $ek s < 1 unda, b nicht negative reelle Zahlen.

e
/ o “

a<[g|<b

. gl .
R s i rrer

a<[|¢|<b
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Ist & der Winkel zwischen., und¢ # 0, r = |¢| so ergibt die Umrechnung auf die Polarkoordi-
naten(r, v, #) wegen der Kugelsymmetrie:

N / / / (2 + Re( 2+(::1<?; f)lvoo\rcos(e))Q)Sdedwdr

TCL’L/)OQO

2+|o¢\2s
_ 27r// sin(0) __ dbdr
(r2 + Re(A))” + (Im(A) + v |r cos(6))”)

r=a =0

Seit := cos(f). Dannistt; = 1,t, = —1 unddf = —dt/ sin(0)

b

24| |25
= ¢ / / (2 + Re(\) + (Im() + r[vec]t)?)’ dudr

r=at=-—1

Substitution := Im(\) /7 + |vs|t

Im()\) ‘H

24|25
= dxdr
|Uoo| / / ((T2 + Re(N))* + r22?)

=a . Im()\) ‘

Der Integrand hat sein einziges Maximum belrch = in 0. Wir kdbnnen daher den Integrations-
bereich in Richtung des Maximums verschieben. Oder anders: in dem man das innere Integral
nachlm(\)/r ableitet, sieht man, dafif positivesIm(\)/r der Ausdruck monoton fallend in
m(\)/r und fur negativedm(\)/r der Ausdruck monoton steigend ist. Also

b ‘Uoo|

2—Ha|25
|v | / / 5 3 dxdr
o0 (r2 + Re(\)* + r222)”

r=a z=—uo|

und aus Symmetriegnden

T=|voo|

2+|o¢\2s
dxdr
|Uoo|/ / ((r2 + Re(\))? + r222)°

und mit der FormeR (a® + b?) > (a + b)?, fUr a,b > 0. Beachte, dal? nach Voraussetzung
Re(A) > Oist.

z=[vog|

24|25
/ 5 55 dxdr
‘Uoo| (r2 4+ Re(\) + rx)

r=a x=0
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Substituieren wir nun wieder ziick z = |v |t und sclitzenrt|v.| > rt5|v.| beziehungsweise
rtlvs| > 0 ab.

2+|a\25
= / / dtdr
(r2 + Re(\) + rt|veo])*

r=a t=0

b t=1 -
r2+|al23

= dtdr furo<d <1
C r=at=0 <T2+Re()\)+rt3|vm|>
b t=1

2-Hoz|29 .
rlat;fomdtdr fur5:0

*)

IN

Sctatzen wir nun doctRe()) > 0 ab und substituieren wir alsiohstes mit: = ¢5 d.h.

dt = dxéx’~1/|vs |’ undzy = 0, 29 = |vao|.

=|veo]|
C 5f f %dl'dr furo < s <1
ek AR
o0 f 2+|a\25—4s dtdr firs =0
\r=a t=0
(b 2=|veo] ot a2
e i <
_ C - Til;a =0 z1767,45(1+%>28 de'dT fUI’O < (5 ~ ]_
|Uoo| f T2+|a\2§f43 frs = 0
\r=a

Merken wir uns das Ergebnisify = 0 und betrachten jetzt nur noch den Rak § < 1. Dann
ergibt die Substitutioy = = /r im inneren Integral

b a=lveo|/r

F2H|a|25—4s— (1-6)+1
= dyd
Voo |° / / Y=o (1 +1)* var

b 00
< c / 2+|a|25—45+5 d?“/ 1 5 dy
T sl y' = (1+y)”
r=a y=0
c b 1 00
1 1
— / 2+|a|25—4s+6 dr / - dy+/ - dy
[vsel® J. J oyt (1+y) J oy (1+y)
b 1 00
< ¢ / 2+||25—45+4 dr 1 dy+ / 1 . dy
R ye L+y' = 2+y)”
r=a =0 y=0
c b
2+|a|25—4s+6 0 6—2s
< g [ e (W a7



4.1. ERSTE EIGENSCHAFTEN 37

Also zusammen mit dem Fall= 0 folgt
b
/ p2tlel2s—ds+o g, furo <6 < 2s
Halten wir fur spater das allgemeine Ergebnis
b

|r|25 B
(4112) / ﬂi’gw df < |UC‘§ /r2+|0¢284s+6 dr fur 0 <6< 17 5 < 2s

a<[g|<b r=a
fest und setzen nun= 0 undb = 2 ein. Dann haben wir

|a|25
@119 [ \|q£(|£)\ =
|£]<2

Vermbge einer ganahnlichen Rechnungdnnen wir den Bereichuf s erweitern indem wir gegen
Potenzen voiRe(A\) ! absckatzen. Setzen wir z0< 6 < 1, 5,5 > 0
4s —3 — 0 — 2|5

C

B ‘UOOP

G falls0 < 3 —4s+25la| +6, 0<5 <1, 6 <2s
Voo

q = 5 furo <6 <1
Mit obiger Rechnung (*) haben wir
R ()\)qs ’£||a‘2§ dg
($
|a(§)[*
le|<2
2 =l Re()\)qsr2+\al2§ .
[ [ - = dtdr fur0 <6 <1
(2 C r=0t=0 (7‘2+Re()\)+rt3|voo\)
f f —Rgﬁgj PO dtdr furo = o
Substitutionr = /Re(A\)7, t/9 = /Re(\)t/° bei0 < ¢ < 1 und Substitution von =
Re(\)7 beid =0
2/\/Re 1/4/R - .
J ne (*’q”l/2”/2721””‘“'5!2““'25 didi fur0 <o <1
_C 7=0 i—0 <F2+1+f£$|voo|>
2/ Re(A) 1 R« (A)qs+l/2—2s+1+\a|§~2+\a|2§ "
[ [ = I - dtdr furo=¢
\ 7=0 t=0

Nach Definition von; verschwinden die Exponeneten vBa(\) gerade und mit einer weiteren
Substitution mitr = ¢3 = 025 /|uo|® undzy = 0, 25 = |vso] gilt

o (5 fo fo e *'+1‘+ = dzdr furo<d<1
= ogl® ) T r2tlazs .
| ’ I (r2+1)% dr furé =0
(T T 2+ | |25 .

- s dxdr furo <6 <1
< ¢ rlo 22 2100412 (14 g ) =
> |Uoo|5 0o (r41)2+el23 . B

\rlo (r+1)* dr furo =0
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Seiy := rx/(r? + 1). Dann

2+\a|25+(1 6)—1 .
O fo f yl 5( 2+1)23+(1 5) 1(1+ P dl’d?“ foO < 5 S 1
= —6 r=0y= ]
|Uoo’ (?" + 1)3+|a|2s—4s’0 firs = 0

Fur o = 0 folgt also< C, falls 3 + |«|25 — 4s < 0 ist. Betrachten wir jetzt nur noch den Fall
0<o6<1

8. 7’ 2Hof25-5 7
= dr - d
|Uoo|6 ( 25 ) yl 6 ]__|_y Yy
r=0 y=0

Das rechte Integral haben wir schon bei der Herleitung zu Formel (4.1.13) ahggsés exi-
stiert fur 0 < & < 2s. Das linke schtzen wir vernbge (a + b)? > a® + b%, fallsa,b > 0 ab
zu

C /(T’—i— 1)2+\a|2§—6—2(25—6) dr

<
T Jusl®
r=0
¢ 3+|a|25+5—4s
S |Uoo|6 (7’"’—1) {7’ 0
C . .
< ol fur3+ |af254+60 —4s <0
Voo

Also haben wir

|§||a‘2S < C . 3+ |al254+0—-4s<0

d far
@ = T ando <5< 1

(41 14) Re( ) (3+|c|25+5—4s)/

Nun kbnnen wir die Aussagen des Hilfssatzes zeigen

7 = | (@ (55 E9))

\a|§a( Jjk fagk‘ﬂ 2) ( )
o (M) (€)

p—1

|7 (@8 e0) |

p

p
p—1

P

bS]
| s
-

0
= / |§|'“16jk—§j£k|§|—2|% dg

R3 <2

<cf (\f(“sn) “

€1<2

/ |q|§|

l§1<2
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Mit (4.1.13) fur2s = p/(p — 1) > 1 > 6 und2|al|$ = |a|p/(p — 1) folgt

C )
< — falls3—2—2 4+ P g +s>0firo<s<1
p—1 " p-

- ’UOOP

C 3+0 ..
< — fallsp> ——fur0<6 <1
el Y T Txalre 07

Das zeigt (4.1.9). & (4.1.11) fihren wir eine ganahnliche Rechnung durch:

fe% %1 le% — (519 _§§k|§|_2)§00(§) #
| (98 0nxs (V) ||27T = Hf (agaﬁ 1( J qv;(A)(g) )
— \oa|€aa ( gjfk’ﬂ ) ( ) r
TN
0 v
o — 5
R3 <2
€]l >pp1
§0/< €
|a(§)I?
l€]<2
lalp
< C / %df
Sl
Schlief3lich folgt fir Re(\) # 0
AN
|7 (@2onxaW)]], < € / - d€
iy 10
e o 1) Loty 0
< C /|§ dé furo <t <1
£|<2 [4(&)
1
|voo|5‘° - Re(A)e
wobei
3406
- — <5< > .
D> Tt lal50 q=0 fallsO <6 <1, |o| >1 nach (4.1.13)
1 =1+t +9 —1+tla|+6 3+6
s S THENTE <t 6 < A
p> C q 5 + o fallsO0 <t 0 <1 nach (4.1.14)

O

BemerkungDas Ergebnis ist vor allem dadurch verénd, als dasv..| im Nenner vorkommen
kann ¢ # 0), wahrend in allen anderen Absiiaungenv. | stets durcley, nach oben abgesatrt
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werden konnte (jedoch nicht immer direkt linear). Ohne diesen Fakiigsen entwederdhere
Ableitungen («| groRRer) oder kleinere Bereiche jirin Kauf genommen werden.

Die Absclatzungen sind in dem Sinn optimal, als daR sich in einig@tef von(|al, d, ¢) alle
Abschatzungsschritte im Wesentlichen auch nach unten mit einer entsprechend kleineren Kon-
stantere stattC' durchiihren lassen (ohne Beweis).

In der Arbeit von [ShiKo] berechnen die Autoren nicht gi&lormen vony, bzw. dy x ;. sondern
die Bet&ge|x;x(£)| bzw. |0xx;x(£)| mit Hilfe von Fouriertheorie, jedoch nuiif A = 0 (siehe
[ShiKo, Lemma 3.8]).

Im folgenden Hilfssatz untersuchen wir das Verhalten ygp(\) fir rein imagiraresA = is.

Ein Blick in Kapitel 5.2 verat warum: Der Integrationsweg des Integrals zur Darstellung der
Oseenhalbgruppe soll auf die imagie Achse verschoben werden. Dazu sindriah Aussagen
uber die Integrierbarkeiiber die Singularét A = 0 hinweg notwendig.

Hilfssatz 4.1.6 Seix;;(\) wie in Definition 4.1.4 und = 1/p + 1/p’. Dann gilt mitv,, # 0,
fallsé # 0,9 > 1unde >0

h
(4.1.15) || F (8¢ (xju(is + ih) — x;n(is))) VIl C, V0O<d6<1l,p> 810

A= a[+9
a . P'q /
00 , 5
o . paq
(4.1.17) /||f(6583xjk(w)) y ds < Cy<oo Vp> 5_4q+qa|
(4.1.18) /||f(ag (s + i) — xix(is)) |11 ds < V/IB['C,
Vo> > g > 1
p= 5—3q+q|al’ pd

! P a(l—e)
i/q dS S |h’ Cp

(4.1.19) / |7 (9805 (xju(is +ih) — x;i(is)))

Vp> >
b= 5—5q + qla| + g€’

e>0

wobeip = 1/0 alsp = oo zu verstehen ist.

BemerkungDie Formulierung des Hilfssatzes durgh. . ||, anstatt| (. . .)||,, wirde die Berei-
che vonp wegen deHausdorff-YoundJngleichung ohne Weiteres apf> 2 beschénken. Siehe
auch Bemerkung zu Hilfssatz 4.1.5.
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Beweis

Zu (4.1.15): Die wesentliche Idee, inshesondere die Adizeimgen der Integrale stammt aus
Hilfssatz 4.1.5.

3+90
> <~ J|alp+dp—3—-5>0
PZ 155 latp + 0p >
< 3(p-1)—-2p+lalp+i(p—1)-p=>0
— 33— +|alp)+6>)p
— 34+ +alp —4p'+0>p
Sei 0. B.|h| < 4.

/

/

|7 (88 (xjulis + ih) — x;n(is))) :Z

/

0p’ : —2|P' ! - ! p
< / ) N e GROIG
|evlp’ — L ’
- Opmi I T me e ©
|elp’ 1 — ! ’
<o [ 6| e e
gl</1hl
|eelp’ 1 — ! '
+C, / [3 q(is +1ih)(&)  q(is)(€) %
VIhl<lgl<2

Es ist|q(is + th)(&)q(is) ()| = |q(is + ih)(&)||q(is)(£)|. Nach Definition vong(\)(&) = A +
|7 + ivee - S ist |q(is + ih)(§) — q(is) () = |A].

< G, / €]’

lel<+/1hl

L S
Vinl<lg<2

Gleichung (4.1.12) angewendet

V Ikl
< Cy /r22p’+|ap/+6 dr

|U00|6
0

, ol
hiP C —
TG, / G
Vinl<lg<2

lg(is+ih)(£)|=]q(is) ()]

P

v
q(is +ih)(£)

1

4 |ae|p’
L T Te

dg

/

P

1 "

|q(is + ih)(E)llq(is) ()]
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, |§|Ia|p’
hiP C d
TG, / qlis + i@ ©
Vinl<lgl<2

lq(is+ih)(£)|<|q(is)(E)]

Cp |h|372p’+|a\p’+(5
N
93—4p'+lalp'+5 falls3 —4p' + |alp’+d > 0
| |5|h|p log2 —log+/|h| falls3 —4p' + |a|p’ +5=0

— A+l +5
VIR talls 3~y 4 Jalp +6 < 0

Es istlog 2 — log \/|h| = log ﬁ < C|h|P'/?. Mit der obigen Abschtzung fir p gilt

C, ST c, |Vl falls 3 — 4p' + |alp’ +8 >0
= Josl® [vsc® ) TRPE T falls 3 — a4 Jalp + 6 < 0

Wieder mit obigen Abschitzung fir p in beiden Rllen

S

T |usel?
Zu (4.1.16):
! o , p |£|\Oc|pq
/H]:(angk(lS)) o ds < pq/ / wi@F %%
- —oo [¢]<2
|£|Ia\p’q
< C / / i ' Sz d€ ds
% [¢[<2 |§| voo €+3))
‘§|Ia|pq 2p'q
< pq/ / e\ d¢ ds
—o0 [¢]<2 L+ €[4 )

Substitutiont = (va - € + s)/|€[2. D.h.ds = |¢|2dt

i ’5‘ |alp’q—2p" q+2

[€]<2 —o0

lalp’qg—2p'q+2
<G [ I df/ 1+tmpd

l§l<2

J/

<00, V p'g>1

2
VS, Y
— qu/rcvlpq W'q+4 g,
0
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falls |a|p'g — 2p'g+5 >0 <= p>5/(5+ |alg — 2q) undp'q > 1.

Zu (4.1.17): Fast wortartlich wie (4.1.16)

/ |7 (G2aan(is) |12 ds

|§|Ia\pq
<6 | | o
—o0 [¢]<2
|eelp’q
< / / g _ d¢ ds
|f|4 Uoo '§+S)2)pq
o [¢]<2
’§|Ia\pq 4p'q
< pq/ / (vt s) )pq d¢ ds
—oo [¢]<2 GR
Substitutiont = (ve, - € + s)/|€]2. D.h.ds = |¢|*dt
|§|Ia\pq 4pq+2
< Chg / / +12) Y'q dtd§
|€|<2 —o0
< lalp’a—4p'q+2 g / dt
<G [ I e
l€§1<2 _,
<00, quZl
2
= Cpq/ralp’q4p’q+4 dr
0
< o0
falls |a|p'g —4p'q+5 >0 <= p>5/(5+ |alqg — 4q).
Zu (4.1.18):Ahnlich wie (4.1.15):
>; < b5p—3pg+|ajpg—5>0
P2 5 8 ol p — 3pq pg—>5=>
< 5(p—1)—3pg+|alpg =0
— 5-3q+]alp'¢>0
< 5-2'q+ |alp'g > g
Das Integral wird wie folgt abgesatrt: Sei wider 0.B.d.Alh| < 4
/ ||]: (Xjk(is +ih) — Xjk(z's)))Hpq
< / J AT A ] N U S
- ’ q(is +ih)(&)  q(is)(§)

—00 R3

43
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[e.9]

Cp/ / ‘gy\alp’q

—o0[¢|<2

P'q

1 1
d¢ ds

q(is +1h)(€)  q(is)()

IN

[e.9]

o] [

 lg1<+/1n]

+C, / / |§|\a|pq

—o /Irl<lel<2

< C/ / |§’\alpq

“lel<y/In]

cie, [ g

—0 /hl<lé|<2

< 0/ / |£|\alpq

T le1</Inl

|§|Ia|p’q
BV — dfd
IR, / / qGs)@prn %
- \/\7<|s\<2

lq(is+ih)(£)|=]q(is)(E)]

b ‘§|Ialp’q
G / / qGs i@

Vhl<lg[<2
lq(is+ih)(§)|<[q(is)(E)]

lalp’'q lalp’q
<o f | £ . £ e ds
4 . 2\ 2 4 . 2\ 2
“o0 g /T ([€]* + (veo - €+ 5+ h)?) (€1* + (voo - €+ 5)2)

+|h|’“10/ / € — d¢ ds
Vnl 1€]* + (voo - € + 5)2[P'
X \V/hl<lE1<2

+\h\mc/ / el _de ds
i E1* + (Voo - € + 5+ h)?[P'a
T /Inl<¢l<2

Weiter gehts wie in (4.1.16) und (4.1.17). Substitution it (v., - € + 5)/|€|? bzw.t = (vs -
£+ s+ h)/|€|* ergibt

|§’\a|pq 2p'q+2 |§|Ia|pq 4p' q+2
/ / d€ ds + |h|p qC’ / / d¢ ds
1+ t2 % 1 + t2 P'q
T/ IR T V/Ih<lgl<2

1 1 p'q

q(is +1h)(€)  q(is)(€)

IA

d¢ ds

P'q

de ds

1
q(is + zh)(f) q(is)({)

P'q

mla\pq

de ds

1
q(is + Zh)(f) q(is)(€)

P'q

1
d¢ ds

lq(is +ih)(§)]]a(is)(E)]

P'q

1

lalp’q
LR TS

d¢ ds

q(is + zh)(f)
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< Cp / ‘fy\alpq 2pq+2 d{/ ds
(1+12)%

€</ IR N
<00, qu>1
! |lee|p’q—4p’q+2 -
e, [ fgleraw df/ i
Vinl<lgl<2 ,
<oo,Vp’q21

VI :
< G, / plolp'a=2p'a+4 g | |h|p’qcp / rlalp’a—4p'a+4 7.
Ih|
2lalp'q—4p'q+5 falls |a|p'q — 4p'q+ 5 > 0
C’p\/mlalplq_w(fr5 + [1[P1C, { Tog 2 — log VIn| falls|alp'q — 4p'g +5 =0

|a|p’q—4p’ q+5
Al

IA

falls |a|p'q — 4p'¢+5 < 0
Analog zu den Abschtizungen zu (4.1.15) folgt
Dq \/|h|p/q falls |a|p'qg — 4p'g+5> 0
< Cp V |h| + Op |a|p’q—2p’ q+5
/ /
VR falls |a|p'q — 4p'g +5 < 0
und mit der obigen Umformung der Parametergretize bzw.p’ gilt
P'q
< Cpv/[1]

in den angegebenen Bereichen yomndg.

Zu (4.1.19): Die Idee, insbesondere die Unterteilung des Integrals die 5 Bereiche stammt von
[ShiKo, Lemma 3.6, S.: 19]. Zuthst ein paar Umformungen: Sei= s + v, - £ und 0.B.d.A
|h| <4

1 1
Plis+ih)  @s)
B 1 1
(P +it+m)? (g2 + i)
(S ) M (e
(el + (t+m2)? (et + )
(€2 = it + R (&l + )% = (€ = it)* (gl + (¢ + h))?

(1€]* + (t + h)2)* (J&f* + 12)°
(I€]* + ) (J€2 = i(t + h)* (J€]* + (t + h)? — 2th — h?)
(€1* + (¢ +n)2)* (€]t + ¢2)°
() (8P = i) (J)* + 2 + 2th + B?)
(1€1* + (¢ +n)2)* (€]t +¢2)°
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=h(—t—h+2il¢]?)

Ve

(g + (¢ + )2 (Iel* +22) (1812 = it +h)* = (Igf* - it)z)\

(Igl*+ (£ + n)2)? (Jel* + 22’
P2t ) (1614 +12) (€2 = it + 1) + (1] + (¢ + W) (€ = it)°)

(€1 + (t+h)2)" (€] +2)°

Daraus folgt

it + h — 24|&%] + |2t + A

=1 =1

IR =i+ JIe — it
RO

1 _ 1 < ||
@(is+1ih)  q¢*(is)| —

< |n|

(I€1* + (& + h)?) (I€]* + )

it + h — 2i|E%] + 2|2t + A

(€1t + (@ + h)2) (I€]* + )

5[t| + 3|h| + 2|¢|?

NN oy (e Ty

2] (]

+ |hl + [€]*)

= CUer+ (t+ ) (el + 1)

Aus der Definition vony ;; folgt

[ 17 @20, (antis + i) = xontis)) " ds

o

< ] [

—00 [¢]<2

1 1 p'q

@(is +1ih)  ¢2(is) dt ds

<o [ [hrmeps g
(€ + (t+ WP (€ + 2"

|€]<2 —o0

[e.e]

—. Cj§:5/

7777 _ .
0 Wy

WObeinzl W = {’6‘ < 2} und

.....

wr = {1l < VIR 18 < |hl/2 ]
wy = {lgl < VIR, [t] = 2Ihl}
ws = {16 = VIAL, [t] 2 2Ih] |

Betrachten wir jeden Fall einzeln:

¢ de

BP9 ([t] + ] + [€]2)7 |¢|lele's

, _d¢ di
(€% + (& + 2P (g]* +¢2)P7

wy 1= {I€l < VI, [nl/2 < 1) < 2lnl}
wii= {lél 2 VAL It < 2nl}
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FOrw, gilt [¢] + [h] + [£]> < C|Al, |t + k| > |h| — |t| > |h]/2 und daher([¢]* + (¢t + h)?) >
(Ig/* + 22 > /4

p'q P'q Ialpq p'a|p|p'a|¢|lelp’a
//w (1t + 1h] + €1 I¢ C/ / A
(& + (£ R e+ 27 e e+ )

~lgl</Ihl

Substitutionz = ¢ /|¢|?

IN

’§|Ia\pq 4p'q+2
o / dz de
(1+ x2)p a
[€1</|h

plelp’a=4p'a+4 4.

\a

IA

1)
Cp\/Tl

falls
5

< >
b= 5 —5q + qla| + ge

lalp'q —4p'q+5>p'q(l —¢)

FUrw, gilt [t] + k] + |€]* < C|A], [t| > |]/2 und dahe(|¢]* + %) > (|£|4 + %) > |hf? /4

TPt + 1k 2yr'a \alpq RIP'a|p P a|g|lelr'a
[ [ s e ccf / |h|||| 4 e

g (|€|4+(t+h)2)p'q(|§|4+t2)pq 2 (JEJ4 + (¢ + h)2)"

~lg[</Inl

Substitutionz = (¢ + k) /|¢|?

yg‘la\zﬂq 4pq+2
<c / / dx d
(14 22) '
S
\/_
< C / lalp’q—4p'q+4 g,
1—e)
< Gy h!

falls
5

< >
b= 5 —5q + qla| + ge

lalp'q —4p'q+5>p'q(l —e)
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Firws Git |8+ [A] +€[2 < Cel, ¢+ ) = (4] = [B])? = (t1/2+ [tl/2 = b])? = (tl/2+ |h] -
h)? = |t2/4 und daher|¢[* + (¢t + b)) > (I¢f* + ) = (¢t + ) /4

//wpq 1+ 1A+ €Y jelee
(1 + (¢ + R (€l + 2

p'a|tpa|¢|lalp’q
il
|§|4—|—t2 2p'q
20l je|<\/1nl
Substitution auf Polarkoordinaten € |¢|)

h|P'a|¢|P 9y lalp’q+2
/ / e
T4+t2 p'q
2/h| <

Substitutionr = r/+/|t], d.h.z; = 0, 25 = \/[h]/\/|t] < /Ihl/\/2]R] = 1/v2

%) \/5/2
|h|P'a|t|P at1/2=4p atlelya/ 241 | | ledp'a+2
< C / 5 dx dt
t=2h =0 (2t + 17"
V2/2

< C ;/ dr |h|p’q|t|3/2—3p’q+|a|p’q/2 dt
P (2% + 1)2p q
=0

t=2h
p'q(1—¢)
Cp/ |1

IN

falls

5
5/2—3p'q+ lalp'q/2 > —pq(l+€)/2 < p>
/2=3p'q+ lelp'q/2 = —p'q(1 +¢€)/ i Y

Fr w, gilt [#] + (] + [€[2 < CIE2, (¢4 h) = 0

/ B0 (8] + B+ 67) gl / / B[+

(I (- R)2) (€N + t2)” |€|4” €]t + 82)"

d¢ dt
oo 2>\§|>

Substitutionz = ¢/

|h|pq|§|\a|pq 6p’q+2
o [ U
|h|<|g|<2 ~°

Substitution auf Polarkoordinaten und Integratidoerx

2

’ /S-S

< C\h\pq / rlolp’'a—=6p'q+4 g,
||

'q(1—e¢)
Cp/|h]

IN
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falls
5

alp’q—6p'q+5> —p'g(l +¢€) <= p>
alp'q = 6p'q +5 > —p'q(1 +¢) ey

Fr ws it [¢] -+ Bl + € < C (€2 +¢]), (£ + 1) > (1t] = [BI)? = (112 + [¢1/2 ~ n)?
(1#1/2 + |h] — h])? = [¢/4 und dahex|¢l* + (¢ + 1)*) > (|&f* + 1) > (&} +2) /4

7 B[P (Jt] + |h] + |€[2)7? [¢]lelv'a
(6l + -+ R (€1 + 2

|79 (€% + [¢])" J€]lolr'a
C/ / de di

(11t + 1)
02> [¢[>4/1h

dg dt

Substitutionz = ¢ /|¢|?

o / |h\M|§|*a'pq T fa])

+ 332)1’ q
JTisle<2 —>

Substitution auf Polarkoordinaten und Integratidoerx

2
/ ! !
< C|h|pq / rlalp’a=6p'q+4 4.

Ihl
q(1—¢)

i

falls
5

alp’q—6p'q+5> —p'qg(l+¢€) <= p>
alp'q = 6p'q +5 > —p'q(1 +¢) iy
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4.2 Existenz und Eindeutigkeit

Zu einer statioaren Losung von Navier-Stokes, d.h. eineddung von (1.0.1) sollendsungen

des vollen Oseen-Operators mit Hilfe der Fouriertransformation und den Aussagen von [ShiKo]
zu dem, einfachen Oseen-Operator im Ganzraum berechnet werden. Sei \eder V (u ®
v+v®u),u € [P(R3); v € C"OHW&’THWQ’S, r> 2,5 >4/3 undg < p < 2. Fur die
genau Definition vor siehe Kapitel 2, insbesondere die Aussagen von Satz 2.0.1 und [Galdi2,
Definition 1.1, S. 63]. ZW # v, € R3 sind Losungen von

Q.- Nu+Bu+Vp = f
V-u = 0inR?

wobei Q. (AN)u = A — A+ (vy - V), f € LP(R?) ist, gesucht. Ndfrlich ist Q) = Q.(\) + B. DaR

wir in diesem Kapitel die Ab&ngigkeit von\ in der Notation von der Parameterschreibweise zu
der Variablenschreibweisadern, soll verdeutlichen, daf3 es im Ganzraum stark darauf ankommit,
wie sich der Operator in der Umgebung von 0 it

Zu Q. (N\)istq(N) := A +]€|* +ivs - € das charakteristische Polynom (dA(.Q.(u)) = q- F(u),
F die Fouriertransformierte).

Sei
va = {) € C: |ve?Re(N) + (Im(N))? > 0}
Fir A € -, und¢ € R? gilt dann
[g(A)(€)[ >0
Denn ware iir A € 3", und¢ € R* g = 0, so auchg|* = 0 also0 = |g|> = (Re(\) + [¢[?)? +

(Im(A) + € - veg )
& Re(N)=—[¢(]% Im(\) = —€ vs

Wegen) € > muB aber gelten

Im?(\)
Re(A -
e(A) > P
12 _|§'UOO|2
= -l el
5’71002 52' Uo<32
— |€|2 < | ’v ’2‘ < ‘ ”v‘P ‘ — |€|2 V56R3

Widerspruch. Dag(1)(0)| =1>0;1 € >, istlq| > 0.

Es gilt der folgende

Hilfssatz 4.2.1 Sei zue > 0, v, # 0
(Im(A))?

3|vso|?

o= ey = - e expl—(um()?)
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Dann gibt es eir = ¢(¢) € R, so dafl

M) >¢  Yre M., EeR3

Beweis Statt|q| geriigt es|q|?(A\)(€) = (Re(\) + [£]*)? + (Im()\) + € - v )? zU untersuchen.

Zunachst sei festgestellt, dafy im Inneren von), x R3, d.h. in M, xR3 wegenM, C va
kein lokales Minimum annehmen kann:

Hatte|q(A)(€)[in >, x R® ein lokales Minimum, so

0 = WVailgl?
= (Re(A) + [¢]%, Im(\) + € - v)”

Wie oben fir |¢| > 0 argumentiert ist das schon hinreichefid X = £ = 0, im Widerspruch zu

0>, -
Sei

f iR X [~|va), vo]] X RE — R
(z,y,2,t) — (+)°+(y+t-2)°

Seiy := Im(\), x := Re()), dann ist

PO = aP (2. €) = f o p(2,4.€) = f(z,0, 5|T|°O €)

wobei

e R — R*X [~|va], [Uof] x RE C R
5 * Voo
(1'7 Y, f) I (I7y7 W? |§|)
surjektiv ist. Daher ist
(inf(lg|)* = inf |q|* = inf(f o ) = inf f
und es geigt das Minimum bzw. eine untere Schranke f zu finden. Dabei bleibt die Neben-
bedingung aus der Definition vay,

2

)
+ -
T 3ol

—eexp(—y®) > 0

im wesentlichen erhalten. Eliminiert man= Re(\), ergibt sich

2

2
—W + eexp(—y°) + tQ) + (y + t2)?

(.2 1) > (

Sei0.B.e < ——

Vool
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Ist (y +t2)* > e'”;g' , SO hat mary (y, z,t) > ‘”“' und die Schranke := e'”“' ist gefunden.

Im folgenden Wnnen wir uns also auf den F&l} + tz)* < e% beschanken.

Vs
= |y +tz] ::u<\/g%

) K
= Z_4F
/ t—l—z
2 2
(4.2.1) - (g) :<zj:H); 0< < eltel o 1ol
t t 5) 4
Sei zurichstt > “©. Wegen (4.2.1)
t € 2
Nach Voraussetzung ist| < |vy|
= 2% < v |?
Lo, )2 2 vl 5
—j:—><2 _)<002 = 2o |?
¢2< t—l—z _Z+t < Voo 1 4\1}\
H 2_9 2 D 2
= (:I:?qu) §§|voo| §§|UOO] (I1+7) Vr >0
Nun ist
f(y,2,1)

(4.2.1) t 2
= Ol —<Zi;> |Uoo|2 <1+ exp(— ?/)) —\Uoo|2 <1+ exp(— y2)>

-~ -~

>1 >1
>0
t4
> L
- 9.4
62 62
> <
- 36 -24 576
Istim anderen Fall < ¥°
= |2t] < \/E@
- 1yl < Dlvslve wegenly + 12] < v/ !
& W? < 155 Voo ?€ < §]vso|?

= |y]* < §|vs)® = e\;ﬁ' < 1;':;)"0‘0'2 dao.B.e <
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AulRerdem ist

0 < 1+ ol + vl
< (1 + €|vae|?) + €|vse]?® + €|va|? (exp(—y?) — 1+ 4/%)

i

g

>0

= " + €elvs|® exp(—y?)

und somit
[y, z,t)
—y2 2 2 ?
> (W+eexp(—y )+t )
[o¢]
2
1 2 2 2 2 2 2,2
= 1|~V vl Peexp(—y7) + 2Jvo] e exp(—y~) + 3lveo|*t
9|Uoo| N -— 7\ - N——
>0 >fuoo2eexp(~Elvool?) 20
4 |vso A
> §:v :462 exp(—€|ves|?)
2¢\ 2
— (§> exp(—€|veo|?)
> 0

Insgesamt also bildet

2 2 2
4PN min{e'?gl 53 (%) eXp<—e|voo|2>}

I
o

V) € M, ¢ € R? eine untere Schranke. O

Die wesentlichen Aussagen zu dem einfachen Oseen-Operdésind

Satz 4.2.2Seil < p < oo und sei z« € R3 ¢

£/1€|. Weiter sei

E.(Nf = F (f (52(;)5((5'”) f € I/(®)
Inf = rF (i_f{) [ € LP(R?)

wobeiF die Fouriertransformierte { = F(f)) ist.

DannistE,__ f undIlf wohldefiniert und es gilt:

Q(NE. N f+VIIf = f
V-E, Nf = 0
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Darliberhinaus ist, _(\) f holomoroh in). Ist v, | < oo und f € LP(R?), so gilt

(4.2.2)(Eps M) f = 5Eo (X)) fllp2 S Cpeo (1= + (1A = N[+ voe = 0s")) [[ £ ]Iy

fur alle (v, A), (vao', N') € Uy, (0) X M., wobeir € {0,1}.

M.aW.u = E,_f undp = IIf losen die Oseen-Gleichun@.u + Vp = f. Geht aus dem
Zusammenhang eindeutig hervor um welchgsund welches\ es sich handelt, unteridcken
wir gelegentlich die Ab&ingigkeit von diesen Parametern in der Notation.

Beweisund BemerkungBeachte, daf . ||, » die Norm im Sobolevraurfi’?* ist. Ohne weiteres
lat sich die Fouriertransformierte nicht gute L?; p > 2 anwenden. Jedoch kann ma&hauf
den genaRigten Distributioners’ betrachten. MitF~! kommt man dann wieder z{i* zuriick.
Ein weiteres Hilfsmittel alle Werte voh < p < oo zu erhalten ist [ShiKo, Proposition 3.2] oder
[Hormander, Theorem 7.9.5, S. 243]JrF-‘;z < p < 2 ist jedoch die Fouriertransformierte auf
jeden Fall im klassischen Sinn definiert und es gitt L WObei% + é = 1.

Die Aussagen des Satzes entsprechen wintiwh denen von Lemma 3.1 und Lemma 3.11 aus
[ShiKo]. Lediglich M, ist dort durch ein beliebiges KompaktuusnC ) ersetzt. Der Beweis
geht jedoch wrtlich durch, wenn mark durch A, ersetzt und beachtet, d&fi\)(&)| auf M.
global (inA und¢ ) nach unten bescénkt ist, was aber gerade die Aussage von Hilssatz 4.2.1 ist.

Zunachst wird Satz 4.2.2 auf den vollen Oseen-Operator erweitert, jedoch unter der Vorausset-
zung, daf®» und Vv in geeigneten Rumen hinreichend klein sind. Diese Kleinheitsbedingung

ist zudem noch aléngig vone (A € M, ). Von dieser AbAngigkeit soll der darauffolgende Satz
befreien. Auch die explizite Kleinheitsbedingungenwaund Vv sollen durch die energetische
Reynoldzahl ersetzt werden.

Aber zurachst:

Hilfssatz 4.2.3 Seil < p < oo0; € > 0; v, 5, > 0 derart, daf’

Vpeoo * CpeooCp = 1

ist, wobeic, . ,, die Konstante aus Satz 4.2.2 ugddie Konstante aus Satz 2.0.5 (2.0.11) sind.
Seifir > 08,(g) := pBg

Dann ist
HBMEHL:(LP) = M”BEHE(LP) <1 VO < pu < Up.e.00

Insbesondere besitzt3E + 1 : LP(R3) — LP(R?) eine in ganzL?(R?) erklarte, beschénkte
InverseV0 < 11 < vy e g

Beweis Fiir g € L?(R?) gilt nach Satz 2.0.5 (2.0.11)if j = 0

1Bgll, < cllgllpn Vp>1
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Damit folgt
pllBEgll, < ucy|Egllpa
Satz 4.2.2
< HCpCp.e.oq ||9||p
< VP,E,UO CPCP,&UO ||g||P
\or.
= lglly
und somit
1BuEllcry = pllBE||g@ry <1

uBE.+1. : LP(R3) — LP(R) ist ein stetiger Operator, dessen Resolventenmenge, also diejenige
Menge der, fur die zBE. + 1. isomorph bleibt, wegep||BE||, < 1 und der Resolventenreihe
eine offene Umgebung dérenttilt, die[0, v,  ,,) umfafit. O

Bemerkung

1) Statt die Kleinheitsbedingung anund anVv zu stellen, wurde sie aus technischerii@ten
von ;. gefordert.

2) Die Voraussetzungen von Hilfssatz 4.2@nken &mtlich durch die Forderung||BE| < 1
ersetzt werden. Insoferrahgt die besclankte Invertierbarkeit vop,, = pBE + I kritisch von

1 ab, dal3 die Resolventenmenge eines basittten Operators stets offen ist, d.h. es existiert ein
p’ > 0undeinf € LP mit || f||, = 1, so dalu’||BEf|| = 1 abervu < u° gilt u||BE| < 1.

Wir erinnern hier noch einmal an die Definition der Reynoldszahtien OperatoB

< —Bw,w >
Vw3

Reg = sup
weD(A%)\{o}

Als Generalvoraussetzung nehmen wir im folgenden stets

R6E<1

an.

Hilfssatz 4.2.4 SeiRe(A\) > 0,6/5 < p < 2 und zuétzlichA # 0 fur6/5 < p < 2. Sei
¢, = uBE +1: [P(R*) — LP(R?)
und X, := ¢, (LP(R?)) C LP(R?). Seiyp, fur alle u < 1 injektiv, d.h. es existiere
ot X, o D(RY)
Dann gibt es einuiisch > 0, SO dald

Pu Lp(R3> - LP(RB)
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nur isomorph iir alle o mit 1 < ugiisen (d.h. linear, stetig undp,, ' stetig), ist, nicht aberir
[ = [kritisch- ES 1St sSchon

Hritisch > 1
Beweis Zunachst:E f ist divergenzfrei, denn
V- (Ef)=0 < F(V-(Ef)=0

und

F.P. Def.

F(V-Ef) = FO(Ef)) = i&F(Ef):) =& <T

q
1, .
= 5(@ —5zfi]:(v f))
=F(V-f) =1
= 0

Die Resolventenmend®es := {1 > 0 : ¢, ist Isomorphismug enttalt nach Hilfssatz 4.2.3 eine
Umgebung def und ist wegen der Resolventenreihe offerRin. Ist Res # R, So existiert ein
Liitisch > 0, SO dafd0, fuitisch) C Res, aberugiisch ¢ Res. Angenommeryp,, ist injektiv Vy < 1,
aberu’ := puidscn < 1, dannistp,0 nicht surjektiv, d.hX 0 # LP(R?) oder<p;01 : X, — LP(R?)
ist nicht stetig.

Zunachst der Fall, da&;ol nicht stetig ist:
Es ist dannp,,c nicht nach unten besdimkt, d.h.

e > 03 (2)nen € LP(R?) : |2, > €

aber
o(n) = p0(z,) = u'’BEx, + 2, — 0 (n — o0)in LP
O.B. sei(z,) ebenfalls nach oben beséhikt, etwa durch|z,||, < 1. Sonst betrachte, :=
zn/||zn]p- ESistdann|z,||, =1 > eund
1
1Zn ]l

Weiter sei nach Auswahl einer Teilfolge(n)||, < 1/n

- ~ 1
W’ BET, + |, = 1 BEz, + xally < [l BE, + 2ull, — 0

Esist mity := Ez, Q.y + Vp = Q.Ex + Vp = x und wegen der OrthogonalitderHelmholtz
Zerlegung isk y, Vp >= 0, day divergenzfrei ist.
Re< Ex,x > +ilm < Fx,x > = < Er,z>=<y,Q.y>+<y,Vp>
= <y, —Ay+ Ay + (v - V)y >
= [IVylz + Mylz+ <y, (v - V)y >
= ||[VEz|3+ M|Ez||2 +iIm < y, (vos - V)y >
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Also

Re < Ex,z > = |VEz|35+Re(\)|Ex|;
Im < Bv,x > = —Im(\)||Ex|5 +Im <y, (v - V)y >

Andererseits ist nach Definition der ReynoldszRhj;

Re < Ez,, x, >
= Re < Ex,, —u’BEx, + ¢(n) >
= —Re< Ex,, )’BEx, > +Re < Ex,,¢(n) >
= — <ReFEz,,u’’BReEz, > — < Im Ex,, )’BIm Ex, >
+Re < Exp,0(n) >
< u’Reg |V Re Ex,|j3 + 1’ Reg ||V Im Ex,||3 + Re < Ex,, o(n) >
= u’Reg||VEz,|5 + Re < Ex,, p(n) >

und somit

IVEz,|3 + Re(\)||Ex,]l5 < p’Reg ||[VEz,|3 + Re < Ex,, p(n) >

(1 — p’ Reg) |[VEx,||5+Re(\)||Ez,ll3 < Re < Ex,,p(n) >
—_——

>0
< Bzl - e,
(1~ 4 Reg) [VEzJ + Re(W|Eaal} < 1Bzl
< | VEz,|3- || Beals
< ~(a|VEz ]2 + (1 = )| Eza.)

| =

wobeil = %+% unda = 3 (% — ) nach Theorem 9.3 [Friedmann], S. 24 ist. Zum Beispiel ist

3

]
(Sl e
\)

'E\
o
N

IS
—_
(@)

Ist nunRe(\) > 0, so gilt:

Re(\)

Ex, |5+ ——r—
||V Zz H2+(1_N0R6E>

C _
1Bl < —IVE5 - [|Enll™

Sein hinreichend groR, aber fest. Da- ;" Reg > 0 folgt

Re())

Er, |3 + ———2—
Hv Z ”2+<1_M0R6E)

c
[Ezall; < —(allVEz|l2 + (1= a)[[ Ezall)
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(IVEzallo — o) + Re()) (IIEa:nlb Ce(l—a)(1— O ReE))2

(1 — u°Reg) 2Re(A\)n
c2a? N (1 —a)*(1 = p°Reg) _ ¢
~ 4n? 4 Re(A)n? - n?

mit einem geeigneten= c(1°, Reg, Re(\)) > 0. Daraus folgt

c(1—=pu"Reg) c(l—a)(1—p’Reg) C
E < = Zund
IEenlle = = Ry " 3 Re(n an
C
IVEz s < ~+ 5 ==
n n n

Also folgt
[Eznll2; [VEzyl2 =0 (n—o0)

Ist Re(\) = 0, aberp = 6/5, so ista = 1 und es folgt{1 — 1° Reg)||VEz,|l2 < ¢/n — 0

Ist dagegerRe(A) = 0 und6/5 < p < 2, so ist nach Voraussetzuig: A # 0, und wir haben

IIm(\)||Ex|l; = |Im< Ez,2>+Im < Ez, (vy - V)Ex > |

= |<Ezr,z2>|+|<Ezr,(v-V)Ex > |

S.U. _ 1 1

< lEzlyllzlly + foclll Bzl VB2 wobei 1 =247

= [ImN[IEzl; < c|VE|5|Exlly 2], + [vool| Exl2[|V Exl2
= Bzl < c(IVEz|3l|Ez]y 2], + | Bzl VEz].)

IN

nach Theorem 9.3, [Friedmann] mit= 3 ( 5 — -; ), wobei die Konstante von und vonu,,
abrangt. Ohne Einsclnkung konnten wifiz||, < 1 annehmen. Zwei Kglichkeiten gibt es:

Entweder es ist Bz ||V Ex |y < ||Ex|3 ||V Ez|4, dann ist

|Ez|5 < ¢|VEz|ls- || Ex|y
|Ez|5™* < ¢|[VEz|3
1-a
IEz|3™ < c|VEz,"™
und somit
C
(1 -1’ Rep)||[VEz, |5 < AV Eza|3 - | B,y
c l-a
< CIVEz3 - [VEz[;™
= EHVEanQ

wobei0 < £% € [0,1], so daB|VEz,|l; — 0 (n — oco) folgt.
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Oder es ist| Ex||s||VEz||y > ||Ex|y ||V Ex||%, dann ist

|Ez|l; < c|[VEz|,- | Ex|;
Bzl < c||VEzD|;

und somit

c

(1= p°Reg) | VEz, |3 —[VEza|l3 - [ Exalls™

IN

IN

C a —a
—[VEza|l5 - [VEn|3

C
—[IVEz,|2
n
so dafR auch in diesem Fall und soniit &lle A
IVEz,lla =0 (n—o00) VYA : Re(A)>0

folgt.

Fur6/5 < p < 2 gilt wieder nach Theorem 9.3, [Friedmann]

1Bzll, < cllvll 2 - [Vallz + e[ Vol e - |zl
P P

IN

¢ (o)l 2o + V0] 22 ) V2l
P p

Beachte, daR < [3,3] fur6/5 < p < 2und 2 € (2,00] fur1 < p < 2. Diese Werte sind
somit zubssig, dav € L™ Vp > 2undVv € LPY  Vp > 4/3 nach Satz 2.0.1. Insbesondere
also

IBEzy|p < ¢ [[VEzp[l; =0 (n— o0
Nach Voraussetzung gilt schlie3lictrfhinreichend grol3es

€ €
> |10 BEz, — (~2a)lp > el = 60BEzly| > e~ £ = £

A~ m

Widerspruch!

Nun zum Fall, daf§,,0 nicht surjektiv ist, d.h.X 0 # LP(R3?), wobei
X0 = pu(LP(R?)) = (u°BE + I)(LP(R%))
Da natirlich LP(R?) > X0
Jy e LP(R?) : (WBE +D)x £y Va € LP(R?)

Sei (p1n)nen C R eine Folge mi0) < u,, die monoton von unten gegen konvergiert. Dap,,;
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Vu < u° surjektiv ist, also insbesondege,, surjektiv ist, gilt

3 (Zp)nen C LP(R3) : p,BEz, +x, =y

0 0
= BE(u’z,) + 'u—xn = H—y
n Mn
10 10
= X0 > 1’BEx, +x, = —y + <1——) Tn
injektiv 0 0
AL Tp =4 (M—y + (1 — M—) xn) und
a n [on
0 0
M—y+ ( _,U_) anXuo
Hn n
— -1 (sl 1—
= [ llp = Cuo \w Y + e )
go;olstetig

0
< eyl +en - llzall

. 0 .
wobeie,, ;=1 — f/j— und somit

110
(1 —e)llznll, < c—lylly
Hn
0
]
[zl < c——=Ilyll
b ,U/n(l - Gn) b
< e lyll
furn hinreichend grof3. Sei
0 0
Yn = ,u_y+ (1—#—> T € X0
0
= Lytem,
Hn

(y,) ist eine Cauchy-Folge, défvorgegebenes> 0

0 0
I K
Hyn - ym”p = H( - ) Y+ €nln — EnTm
Hn  Hm
0 0
K= Hn K= Hm
( - )y + enl|@nllp + €mllzmllp
Hn Hm p

< enllylly +emllylly +cenllylly + cemllylly

p

< €

fur n, m hinreichend grol3. Der erste Teil des Beweises hat gezeigt,pngtetig ist. Daher ist
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X0 abgeschlossen (if*(R?) ) und somit
Jy e Xy —y"
— Tn = 80,:01 (Yn) — ‘:0;01 (y*)
! !
WBEps(v') + ¢y =y

= ouleel)) =y

Da g, injektivist, gilt mitz := ¢ ;
Puo = (,UOBE. + ]I)I =9y € XHO

Widerspruch! Also ist auch,,o surjektiv.

Damit ist p,0 ebenfalls ein Isomorphismus im Widerspruch zur Annahme und es folgt wie ge-
winscht

,u0>1

O
Beachte, dal3 die Surjektigit zwar mit Hilfe der Stetigkeit und der Injektigit gezeigt wurde,

ansonsten aber keine Bedingungematellt. M.a.W.p,,0 ist mindestensifr diesep surjektiv, fur
die ¢, injektiv und stetig ist.

Hilfssatz 4.2.5Seil < p < oo und f eine aufR* meBbare Funktion. Sei® = E; , der
in Definition 4.1.1 bzw. Definition 4.1.4 eingéfte Operator und wiedeB der Operator aus
Definition 2.0.4. Dann gelten folgende Aussagen:

< e < mi 1475 14136
O_e_mm{l, =5 113

(4.2.3) IBE®fll, < Cpllflli+e -

P 0 <46 <min{l/3,p—1}
(424)  BEf]ls_; < Cucoplvecl 2| f ]2 V0 < € < 6e << 1, vy # 0
(4.2.5) IBE flla—e < Cyellflloe Vo<e<<1

wobei die Konstanten auf den rechten Seiten uaalig von\ sind.

Beweis Seil > § > 0. Wir werden im Laufe des Beweisédzw. § weiter einschiinken. Sei
die Matrix x := (X;jk)jr=123, daNnistE’f = x * f := (22:1 Xk * fk)j:1 ,.5- Nach Definition
vonB =V (E(v) ®.+.®E(v)) ist

IBEfllves < [0l axo IVE fllg + IVl aar [| E°f |,

q—1-46

= loll s 1(95) * Fll + [ V0l s [
= ol sy 17 (FOV) - F O Ny + [ 90 e | (F GO - F ) s
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mit Hausdorff-YoungJngleichung @ir ¢, » > 2

< Clollasa [F(Vx) - F(Hlle + 1VUll axor 1700 - F ()l
mit Holder-Ungleichung

< Clollasa [FVOla NIF (Dl arer + VOl azor [|FOO Ny IF ()l aver

mit Hausdorff-YoungJngleichung fire < 1

< Cllollwsag I+ 19 i 1F OO e T

und mit Satz 2.0.1 und Hilfssatz 4.1.5 folgt mit einer vgpunablangigen Konstante@’

< Cllflhe
WObqu = (11j_§6), xXr = 2_14‘%_136 Und?” = il—g?, Yy = ﬁ m|t e|nem0 S 5 < 0
Die Ungleichungskette ist erlaubt falls die folgenden Bedlngungeﬂite;fnd
1 1 1 1 1 1
1+-=—+4+ 1+-= -+ Young
q r 1+e r y l+e
(14 6)q (14 d)r 4
2 _— > = Satz2.0.1
g—1-0_ r—1-5_ 3
q> 2 r> 2 Hausdorff-Young
x> g y> 3 Satz4.1.5
1476 14130
O§e<5t5,e§1 0 <ex< J_(S,egl gefordert
Beweisdazu: Zuerst der linke Teil:
(14 4)q 2(1+0)
- 2
o — > 2 <<= q < 5
Offensichtlich ist abey > 2 und es folgt
1 1 1
1+-= -+
r 1+e
1-6 1 1
= 1+ — = —+
2(1+9) r l+4e
— 1 20+0)(1+e+(1-8(1+e) —2(1+0)
x 2(140)(1+¢€)
A+t e +2(1+€) —2(1+0)
2(1+6)(1+¢)
2
= x = 5 5
L+ m T 14e
3




4.2. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT 63

Die rechte Seite ist unabhgig vone > 0 groRer als 0, fall$ < 4/3 ist, was nach Voraussetzung
stets ertillt ist. Andererseits ist

1 3 3 1+ 76
—_ 4+ — - <0 <<= €< _
2 140 l+e 5—06
und somit
- 3
l‘ J—
2
Nun zum rechten Teil:
(14 0)r - 4 — - 4(1+9)
— = r
r—1—9 3 1—-36
Also istr > 4 > 3 und
ety 1
r y l4e€
1—30 1 1
= 1 -
41+6) y l+e
— 1 4(1+0)(1+€) + (1 —30)(1+€) —4(1 +9)
y 4(1+6)(1+¢)
1+0)(1 4(1 —4(1 46
. 09+ A1+ - 4(1+))
41+0)(1+e€)
4
< Yy = 7 1
1+m—1—+6
_ 3
- 1 3 3
=i+ 55~ o=
und da ~
1 3 3 14130
S — 0 < ¢ _
4 146 1+e 11-96
folgt
y> 3
Somit hat man
1 1+70 .
IBE fll1ss < CIlfl1se ‘v’0<5§§,0§6§11+ S 0<i<h <]
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Fur gro3ew, etwap > 3 folgt

IBE®f[l, < Cp |E° flloc.n nach (2.0.10)
= GplIx * flloc
= Gl FTHFX) - F()) lloon
< Gl F() - F(H)llia Hausdorff-Young
< G H}—(X)H(lje)”l ”f”(ue)/ Holder
< GollZ 00l ey o I ve Hausdorff-Youngiir 0 < e < %

Fire < § ist < > 3, also nach (4.1.9)

< CollFllave

Kombiniert man beide Ungleichungen @tthman fir die noch nicht untersuchten Weite- § <
p < t, wobeit > 3 gewahlt ist

. t(p —
IBEfI, < |BESILIBESS; wobeil < s < p < tunda = b =)
p\t — S
< Ol
< Cllf e
Insgesamt also
l<p<oo
IBEf, < Colf e v 0 <e<min {1, 1273, 1155

0 <6 < min{l1/3,p—1}

Sei0 < ¢ < ¢/6. Nach Definition von3. = V(£(v) ® . + . ® E(v)) ist

IBE°flls_c < Ivll wysaq IVEfllg+ V]| /-2

€ —(/3-9 T—(@/3-9

E° £

wobeiq := {75¢ undr := 1 sind. Mit so geviahlteng, r ist (4/3 — €)q/(q — (4/3 — €)) > 2 bzw.

(4/3 —¢€)r/(r—(4/3 — €); > 4/3. Also

= Cuell(VX) * fllg + Coellx = fll»
= CodlFHFVX) - F(H) g + Co e FH(F OO - F () Il»

mit Hausdorff-YoungJngleichung day, r > 2

< CoellF (V) - FD)lly + Coel FOO - F )
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mit Holder-Ungleichung, wobel + 1/¢=1/24+1/(2—¢€), 1+ 1/r=1/y+1/(2 —¢)

< Coed FVXOlla IF (D ll@-ey + Coell FOO My IF ()l 2o

mit Hausdorff-YoungJngleichung

< Coed F(VX)llar 1 fll2-c + Co el F O [ 12
Wegené < €/6 istz = (8 — 4e — 6¢ + 3é€) /(6 — He + é + é€) > (8 — 5e) /(6 — 29¢/6) > 4/3
undy = (2 —¢€)/(1 —e+ 3¢ —e€€) > (2 —¢€)/(1 — 3¢/2) > 2 fur hinreichend kleines > 0. Sei
d:=y/(2(y—1)) < d(y—1)/y=1/2.Dannisty < 1, day > 2 und mit dem so ged@hlten
g istaulRerdeny > (3 +0)/(1 + ¢). Nach Hilfssatz 4.1.5 (4.1.9) folgt mit diesein

< Coclvool T 1 fllame + Coclvae ™5 | fll2-c

S Cv,e,o'oyvooliéHf”2fe
Also (4.2.4).

Analog berechnet man

IBE® fllo—c < |lvllzec [VE® flls + [ V0|l E”f ||

wobei(12 — 6¢)/(4 4 €) > 5/2 > 2 fur hinreichend kleines

= Cull(Vx) * flle + Collx * fll

= CIFHFNVX) - F()) llo + CollFH(F ) - F ) Nlr
mit Hausdorff-YoungdJngleichung day, r > 2

< CFV) - F(Plle + ClFC) - F (Pl

mit Holder-Ungleichung, wobei + 1/6 = (8 — 7¢)/(12 — 6¢) + 1/(2 —¢), 1 + 1/o0 = (1 —
/2—¢+1/(2—¢)

< Cv”.}t(VX)H(m—se)’

8—Te

F(Dll-or + Coll FOON 2ey IF (Dl 2-ey

mit Hausdorff-YoungJngleichung

< CvH}—(VX)H(%)’

o+ ColFOOl ey 1z

Wegeni=5 > 3/2 fur hinreichend kleines > 0 und 2=¢ > 3/2 > 4/3 folgt nach Hilfssatz

4.1.5 (4.1.9) mi = 0

< Cv,EHfH?—e + CvaHQ—e
< Cuel[ fll2-e

Das zeigt (4.2.5).
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Hilfssatz 4.2.6 (Injektivitat) Sei0 < ¢ < ¢ mitey < p — 1 hinreichend kleinRe(\) > 0,
Voo # 0,9 € LP(R?) mit1 < p < 2 oderg € LP(R?*) N L'¢(R?), 1 < p < oo oder\ # 0. Sei

eulg) == g+ uBE\g
der in Hilfssatz 4.2.4 eingéhrte Operator. Dann isp,, injektiv fur alle 0 < p < 1.

Beweis Angenommen esdbe eing € LP(R?) mit
pulg) =0 <= g=—uBE\g

dannwareg € LY(R?),V1 < ¢ < 2imFalll < p < 2,dennweget’, = EY+E°, EY(g) = x*g
und Definition voni ist:

19]l1+e < ClIBEN(G) |1+
< C(IBEX(9)l1+e + I1BE(9)|l1+c)
C (gl + IS (9) ) nach (4.2.3)ir ky — 1 undp < 2

<||B'E0 ||1+k1 + [|[BE*(g )HHk1 + |g| ) nach Voraussetzung= —uBE(g)

C (IBE*(9),, 24 + lgll)

Nach (4.2.3) lassen sich die obigen Schritte iterativ kit= ¢ wiederholen, bis die Grenze
k;/11 < min{4/3 — ¢,p} < k;y1/11 mit einem hinreichend kleinem erreicht ist. In einem
letzten Schritt, wieder mit (4.2.3) ist dann

< C (lgllyings—cpp + lgll)
< Collgllp nach (4.2.4) una, # 0
Also g € L'T¢(R3).

lgll2 = ClIBEx(9) 2
< Cue (1B20) 11 + 1B () 2.
B (@)l v

< Ce <p<2

ol O

< Cuellglly
fur 6/5 < p < 2 nachSobolevEinbettung und [ShiKo, Lemma 3.3] bzw. Satz 4.2.10. Falls
1 <p<6/5,ist
lgll2 < Cruellglls

= CucIBEA(9)l3

< Cue (IB8@)loa + 1B (9.1

< Cuellxllrallglly + 15 (9)lp2 mit einemr = r(p) > 3

< Cuellglly
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Damit ist mit einem beliebigen > 0 und einer Funktiorvs(1) mit os(1) — 0, falls 6 — 0,
05(1) > 0undos(l) =0 <= 6=0

IEA(9)ll2+5 < Cs (IIXll2+05 )19 114051) + I1ER(9)ll246) < Cs (glli405) + llgll2) < 00
IVEx(9)]l2 < C (IIVxll2=05 19 ll14050) + 1EZ(9)]12) < C (llgll1o51) + llgll2) < 00

alsoVE\(g) € L*(R3) und E\(g) € LY(R3?),Vq > 2.
Der Fallg € LP(R3) N L'*¢(R?) ist ein Spezialfall vory € L?(R?) mit p < 2.
Ist A # 0 und 0.B.p > 2 (sonst betrachte den ersten Fall), so ist nach Satz 4.2.2 (4.2.2)

lgll2 < ClIBEX(9)ll2 < Coll Ex(9)llp < Cllglly
19ll1+e = CIBEX9)l14e < CIIEX(9)]l3.1 < Cllglls = CIIBEA(9)ll3 < Cl[EA(9)]l2.
< Cllgll

alsog € L'<(R3) N L?(R3), damit nach Satz 4.2.2,(g) € W>*L(R3) N W?22(R?) und analog
wie im ersten FalFE),(g) € LY(R3) furqg > 2.

In jedem Fall isty € L'*¢(R3) N L?(R?), VE\(g) € L*(R?), Ex(g) € LY(R?), furq > 2 und
Ex(g) € L2(R?), fr A # 0.

Nach Definition der Reynoldszahl ergibt sich deshalb:

Re < Fhg,g> = Re< FE\g,—uBE,g >
= —Re< E\g,uBE\g >
= — < ReFE,g,uBReEy\g > — <Im E\g, uBIm E)g >
< wuReg ||[VReE\gl3 + pReg ||VIm Exgll3
= uRep|[VE\g|3

Andererseits ist miy = E)g, alsoQ.y + Vp = Q. Ehg+Vp =g

Re< Fyg,g> = Re<y,Quy>+Re<y,Vp>
=0
Re <y, —Ay+ Ay + (v - V)y >

IV Exgllz + Re(N) | Exgll3
0

Vv

daRe(\) > 0. Es folgt

IVE\gll; < pRer [[VEA|3 — Re(V)][Exgl3
(1-pRer)|[VEN[; < 0

Nach Voraussetzung igt< 1, Reg < 1, alsol — u Reg > 0 und somit

|VEx\g|l2 =0
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Also muBE) g konstant sein.Und wegél,g € L4(IR?) fir eing > 2 muR die Konstante schan
gewesen sein und es folgt= —uBE,g = 0.

O

Satz 4.2.7 (Existenz vor,) Seil < p < oo, Re(\) > 0 und A = 0 nur dann, wenmp = 6/5.
Sei auRerdert < i < 1 und die Reynoldszaliler, der statioraren Lbsungﬁ von Navier-Stokes
echt kleiner 1.

Dann existiert zu jedeni € LP(R?) genau eiry = g,(f) € W'?(R?), daB der Darstellung

(426) g)x,#(f) = _/’L<:LLBE’UOO,)\ + ]I)il‘BEvoo,)Xf)
(4.2.7) () = —uBE, _\(f + aru(f))

geriigt und dafd mit
uo = B oru(f) = E(f+9) po = IL(f) == II(f + g(f))

die Gleichung

(“A+vo - V+ A+ puB)ug+ Vpo =
Veu = 0

in ganzR3 lost.g = g, (f) ist a priori stetig in f fir 6/5 < p < 2 und holomorph im\ fur alle
0 < pu < 1. Meinen wir den Fall. = 1, lassen wir den Index auch weg.

Beweis Fur A # 0, Re(\) > 0isty, = I + puBE injektiv Vi < 1und6/5 < p < 2 nach Satz
4.2.6. Zusammen mit Hilfssatz 4.2.3 sind nun die Voraussetzungen an Hilfssatz 4ift4diad
es folgt

ot O

¢, isteinIsomorphismus/y <1, - <p <2
Ist f € LP(R?), p > 2, soist
IBE(f)llz < CollE()llpa < Coxllfl

Ist f € LP(R?), 1 < p < 6/5, so ist mitSobolevUngleichung @ir jedes beliebige € (6/5,3/2)
nach Satz 4.2.2

IBE(f)lg < CllE(fllgr < CollE()lp2 < Copall fllp
und fur f € LP(R?), 6/5 < p < 2 haben wir wegen (4.2.3)
IBE(f)llp < CollE(f)llpr < Conllfllp

Fur A = 0 fordern wirp = 6/5 und in dem Fall ist

1BE(Nlls < Co (IBES(HIs + IBEF(Nlg) < o (Il + 1B (Nllg) < Collfllg
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wobei der unten stehende Index die Ablgigkeit des Operators, in A bedeutet. Also insgesamt
furRe(A) >0

(428) Vf = Lp(Rg)al <p< 007/\ 7é 04 qc (2,2] : BE(f) c LQ(RB)
e Lg(]Rii),)\:O: BE(f) € Lg(RS)

Nach Hilfssatz 4.2.4 istiir 0 < p < 1 daher
9= gau(f) = (uBE. + 1) o (~uBEf) € L'(R?)
wohldefinierty f € LP(R?), 1 < p < oo und Idst die Gleichung
g=—pBEf —uBEg

eindeutig (unter Bercksichtigung der jeweiligendfe in p und )\). Offensichtlich istg nach
Hilfssatz 4.2.4 und Satz 4.2.2 stetig /5 < p < 2.

Die holomorphe Struktur béglich A erbtuBE f von E und E erbt sie aufgrund der Definition
von der Fouriertransformierten. Bleibt zu zeigen, daBE. + 1.)~! holomorph ist:

Betrachten wir fir einen Moment nur die Aldmgigkeit in), etwal'(\) = (uBE()). +1.)71. Da
E holomorph in\ ist, gibt es eine in\ stetige Funktio(\’, A), so daf¥ (A, ) — 0 far X' — A
und

EX) = EM\)+ N =)o\, \)
Mit Hilfe der Neumannschen Reihe erhalten wir:
r)7ITWN) = (TV)~'T() ™
I+ uBEX))T(A)

[+ pBEN) + uBE(X) — pBE(N)T(V) ™
L+ (uBE(N) = uBE(X)) T(Y)™

(
=
(
_ Z(‘”j (WB(E(X) — E(\))D(A)Y

Also

LN) = D) Y (1PN =N (uB3(N, L))

= TO)+ O =N DN = ) BN, T

]:

= TO) + (N = A3V, \)

Offensichtlich istd(X, \) stetig in A mit 6(X,\) — 0 fur ¥ — X, was zeigt, daf’(\) =
(uBE(N). + 1)~ und somit schog = g(\) holomorph in) ist.
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Sei
w = E(f+9(f) ; po=H(f+g(f) ;feL’(R?
Dann ist
Qcug + puBug+Vpy = Q.E(f+g)+pBE(f+g)+ VII(f +g(f))
Q.Ef + VIIf + Q.Eg + VII(g(f)) + uBE(f + g)
f+g+uBE(f+g)
f

Dalu, divergenzfrei ist, folgt wie im Hilfssatz 4.2.4 aus der Tatsache,da®(f) = 0Vf €
LP(R3) ist. O

Satz 4.2.2

=3
N

In Definition 4.1.1 haben wir

fl&) —€E- (5)))

f
Qoo (A (§)

fir jeweilsN = 0 oder N = oo, wobei¢ := ¢/|¢| definiert. Analog dazu formulieren wir

(4.1.1) EY N f=F" (M(g)

Definition 4.2.8 Seip?(¢) € C5°(R?) eine Abschneidefunktion mit
1ol <1
0 —
undp> (&) := 1 — ¢°(€). Dann definieren wir

By JNf = EL(N(f +9(f)
Offensichtlich ist

(4.2.9) Eve(N) = By (V) +EZ ()

Evow(N) = By (N + EX, ,(A)

Gelegentlich lassen wir den untenstehenden Index oder diangjidikeit in\ unbeficksichtigt,
wenn es darauf nicht ankommit.

Zum Schluf3 dieses Kapitels noch ein Satz zum Druck und anschliel3end ein SatzAdlls

Satz 4.2.9 (Druck) Seie > 0 hinreichend kleinf € LP(R?), ©° € C5° eine Abschneidefunktion
mit ©%(z) = 1 fur |z|] < 1undp’(x) = 0 fur |z| > 2 und seip™ = 1 — . Seill(f) =
~F 1 (ipN(€)€ - fl€17?), N € {0, 00}. Dann gilt

(4.2.10) [V (O], + 1T (Dln < ConallF [l Vm>1,1<p<oo
(4.2.11) [V, < Collfllise Vm >0, p=>2+o(l)
(4.2.12) IV (A, 5oy S Coorll Fllise Vm>0,p>1
(4.2.13) IV, 50 < CoorllFlls Vm>0,p<2

Insbesondere idfl(f) = II°(f) + II°(f) € W'»(R3).
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Beweis Seip’ definiert durchl = 1/p + 1/p’ und o € N? ein Multiindex. Es istll’(f) =
>0 I« f;, wobeill; = —F ! (ig%¢;|¢|7%). Daher ist)211°(f) = Y7, (9¢11;) * f;, wobei
O¢TL; = —F 1 (i°g;€°1¢] %) und

= Mp/ (la|=1)p’
R/’ S e < [ e

pHal=8 g < g dHlal- 2

17 (@) 7

l€1<2

< C,

T

g\w

< o0

falls3 + (|a| = 1)p' >0 <= p > 3/(2 + |a|). Damit folgt mitHolder, Youngund Hausdorff-
Youngungleichung

w

3
loeT (A, < D 10T llpo | Filliee < Z F O oy | Fill 14
j=1

A

3

LT, 5, 0y < Cp,{;\|agnj*fjr|m < 2;||agnjuogl)||fj|rl+e
J= J=
3 3

HOET (N, 5, 00) < Cowr DN * filloo < D N0l llf51l,
=1 =1

Beachte, dal diblausdorff-YounangIeichung||f||p/ < Copllfll, nur furp < 2 gilt (siehe z.B.
[ReSi, Table 1X.1, S.: 32]). Das zeigt (4.2.11) - (4.2.13).

Fur (4.2.10) benutzen wir [Bkmander, Theorem 7.9.5; S.: 243] in der Version von Satz 4.1.2
von Seite 30: Sekf(x) := 27 /|z> mit [3] > 2 und kF(z) = ¢>zf/|z|> mit [5] < 2.
Dann gefigt es offensichtlichz|*l |02k (x)|
|z|l*N|osky (x)| < Crpfuralles # 0, o] < 2,1 < || < 2 fur eine vonz unablangige
KonstanteCy, s zu zeigen.

Seila| < 2,|6| > 2 und seie; € N® deri-te Einheitsvektor, dann i$t(z)| < C; und

0,.0 0,.0—e; 0..8+e;
it YT YT
&-ko — L 7 2
) = L P
0,.0 0 B e; 0,.0—e;—e; 0,.0—e;t+e;
SOix 901, Yx ’ Y J
(pg) ﬂ+el © xﬁ—i—ez €; (pox,@—&-eﬁ-ej

+2-——+2(8+¢); B +8

[t [

Nun haty? = 9;° als Abschneidefunktion kompaktenagrer in{1 < |z| < 2}, d.h. daB alle
Summanden mip? in C5° liegen. Rir die restlichen Summanden gilt: Potenz:iim Zahler plus
|| ist groRer gleich der Potenz i:| im Nenner, woraus wegen dem besuikten Téger die
Behauptungiir £} folgt.
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Analoges fir k5°: Sei|a| < 2und1 < |3] < 2, dannist/k¥(z)| < C) und

@?Oxﬁ N ﬁ (poo.l‘ﬁ_ei N 2()000‘%.54—%

|2 |z[? |z|*
0 .0 0 .0—e; 00 ,.B—e;—e; 0 ,.B—e;+e;
(oratin (et P>z J YT J
0.0kT () = 05 (Lo ) + B2 4 BB — e); 2;
J"vB (.Z') ]( |x‘2 >+ﬁ ‘x|2 +ﬁ(6 e)] ’x|2 + ﬁ ‘SU|4

00 p.B+e; 00 .0+e;—e; 00 .B+e;+e;

P praltara | pxaltate

2 2 i) 8

PR PRI e S

Wieder hatp® = 0,0 als Abschneidefunktion kompaktenaber in{1 < |z| < 2}, d.h. alle
Summanden mip:* liegen inCge. Fur die restlichen Summanden gilt: Potenz:iim Zahler plus
|| ist kleiner gleich der Potenz ifx| im Nenner, woraus die Behauptunigy f3° folgt, da ™
gerade die Singulaét in 0 ausschneidet.

O

Satz 4.2.10Seil < p < 0o, Re(\) > 0, A € M,, f € L*(R?) und bezeichne = E,__ ,(\)f :=
E,_(\)(f + gx(f)) den Losungsoperator vo@,u + Vp = f, so istE,_,,(\) holomorph inX
und es gilt

(4.2.14)  [[(Bue oA f = KBy 0(X)) pr,Q < oo (L= +K(A=ND)If + (Dl

furalle \, N € M. n{\ € C: Re(\) > 0}, wobeix € {0, 1}.

BemerkungDie von [ShiKo, Lemma 3.1] nahegelegte Abtgigkeit injv.,'—v.| lieRe sich eben-

so zeigen wie daBquivalent in|v’ — v| bzw. in|Vv' — Vu|. Jedoch haben wir in verschiedenen
Konstanten eine Atingigkeit in|v,, |~ feststellen nilen, so daf} eine derartige Untersuchung
nicht mehr sinnvoll erscheint.

BeweisDalRE,_ ,(A) holomorph in) ist, ist Aussage von Satz 4.2.7. Die anderen Eigenschaften
erbtE,  ,(A\) vonE,_ () vermbge [ShiKo, Lemma 3.1]:

Fur x = 0 folgt

1B N ()]0 = [[Eosc N+ arx(F]], 2
< cpeoollf + 92 (H)llp

Nach (4.4.9) und der Darstellungf) = —BE(f) — BE(g(f)), wobei wir kurzEy\ = E,__ \
bezeichnen, gilt

(gv — gx)(f) =

—(BE\ + H)_IB(E/\’ — E\) (9v(f) + ()
~B(Ex — Ex) (9x (1) + (£)) = BEx(gx = 9) (/)
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Aus der unteren Darstellung folgif2 < ¢ < p

[(gx = a0,
< HB<EX — EA’) (g,\'(f) + f)Hq + HBEA(QX — g)\)(f)Hq
< Cop (1(Bx = Ex) (ox (D + D], + 1Exlow = 90) (D], )
)

< Coga (1B = B2) 00+ 1)+ 15503 = )P e .

< Cup (1B = B) 0 (1) + Dl + Now = ) )

31q ,2} > 2, so wiederhole man obere Schritte nocheinmalgsitatt mitq. O. B.
kdnnen wir also weiterschreiben

Istg = max{

< Copg (H (Ex — Ex)(9x (f) + f) Hp,l +1(gv - 9/\)(]0)”2>

Die obere Darstellung vofy,, — g»)(f) angewand ergibt

< Cupg (H (Ex — Ex) (9x(f) + f) Hm +|[(BEx + H)_IB(EA — ) (9x () + f) I, )

Da nach Voraussetzung+ 0 ist, gilt nach (4.3.1)

< Cupae (| (Bx = Ba) (o (£) + )|, + [BEx = B2 (ax (£) + 1))
< Cupae (1(Bx = E) (90 (5) + £, + By = ) (9x(H) + 1))
< Copael[(Bx = Bx) (gx (1) + 1),
< Copae N = Algn () + £,

Furl <p <6/5qilt

| (g —gA)(f)Hp

< [[B(Ex = Ex) (gn (£) + NI, + 1BEA(9x = 2) (D],
< Cup (| (Bx = Bx) (on (F) + )|, + | Ex (o = 92) (D], )
SQAM@—&Nwm+ﬁH+WA—WUM)

< Cop (”(E)\’ — Ev)(gn(f) + f)Hp,1 + H (BEA+1) B(Exv — E)\) (9v(f) + (f))Hg)

5

Nach (4.3.1) da # 0

< Cope (1B = Bx) (o (0) + 1), + BB~ B) oD + (D],

< Cupe (1 (Bx = ) (1) + 1)+ 1By = 2) ax (5) + (D) ,)

< Cope (1B = B) (00(1) + Dl + 1By = B) (1) + D)
)

)
S Cv,p,q,ep‘/ - )‘|||g>\ f + fH

p
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und fur6/5 < p < 2 folgt mit der oberen Darstellung vdg, — g,)(f) und (4.3.1)

I(gx =)D,
< H (BEX+T1) "

1

B(Bv — B)(ox(D + £)]|
< Cope |B(Ex = Bx) (gx(H) + 1),

< Cope|[[(Bx = Ex) (9x () + 1),

< Copel N = All[gn (f) + f||p

Also furallel < p < o0
”(QX - g/\)(f)”p < Cv,p,6|/\, - /\|||9>\’(f) + pr

Fur x = 1 folgt damit

H(Evoo,v()‘)f - Evoo’,v()‘/)) f”p,Q
= |(Boe M(f +9(f)) = KB (X)) (f + 9(N),.2
=[x = B (f + s, + v (9 = 92) (],

Mit [ShiKo, Lemma 3.1]

< X = MU+ r(H)l + | (o3 = 90) (D],
< Copel X = Allov (5 + £]],
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4.3 Weitere Eigenschaften der Oseen-Gleichung

Hilfssatz 4.3.1 Sei6/5 < p < 2und0 < Re(\). Dann gilt fur f € LP(R3)

IBELN)+D7 fI|, < CoReM) ™ |fll, %0 <Re(\) <1
|BE.)+D7 fls < Cullfls

(432)  [[(BELN)+D " flli . € Coclveel 2lIfls-e Vvmo #£0, VO<e<<1

(4.3.1)

mit von\ unabléangigen Konstantet, bzw.C, ..

Beweis Nicht die Abrangigkeit inRe()\), sondern der Fall/5 < p < 4/3 ist interessant, da hier
die Konstanten unafdimgig von\ sind. Das wird uns helfen iterativ diese Unablyigkeit auf
ganzl < p < 2 auszudehnen und ddverhinaus auch dendlsungsoperator der vollen Oseen-
gleichung auch in\ = 0 definieren zu knnen.

Fur |A\| > e haben wir die Aussagen im Wesentlichen, d.h. ohne deatzlichen Faktoriir den
Realteil von\ schon imBeweiszu Hilfssatz 4.2.4 gezeigt. Das liegt daran, daf3 in diesem Fall die
Abschatzungen bamlich £(\) unabfangig von\ sind. Genauer gesagt, dal3 das charakteristische
Polynomg()) von Q. im gesamten BereichRe(\) > 0} N {|A| > €} universell durchy > ¢; >

0 abgeschtzt werden kann. Insbesondere ist von dort her auch die Wohldefiniertheit, d.h. die
Invertierbarkeit und die Surjektidt von(BE,_(\) + I) bekannt.

Wir folgen im Wesentlichen der Argumentation von Beweis zu Hilfssatz 4.2.4.

Zu (4.3.1): SeiRe(A) > 0fur6/5 < p < 2undRe(A) > 0furp = 6/5und 0. B.Re(\) < 1.
Angenommen der Operat(ﬁ%e(A)Gszp (BE,_(\). + L) auf L ist nicht gleichnaf3ig in A nach
unten im Raunt.?(R?) beschankt, dann existiert eine Foldg,,) ¢ C mit (\,) — 0 furn — oo,
wobeiRe(A,,) > 0, falls2 > p > 6/5 und eine Folge:,, € L” mit ||z,||, = 1, so daR gilt

6—5p

o(n) = Re(\) ™ (BE(\,)z, +1Ix,) — 0 furn — coin LP(R?)

Ohne Besclankung0 # |\,| < e. Weiter sei nach Auswabhl einer Teilfoldie(n)|, < 1/n
Esistmity := Fx, Q.y+Vp = Q.Fx+Vp = z und day divergenzfreiist, folgk y, Vp >= 0.
Re< Fz,x > +ilm < Fx,x > = < FEr,z>=<y,Q.uy>+<y,Vp>
= <y, —Ay+ Ay + (v - V)y >
= [IVylls + Ayl + <y, (v - V)y >
= |IVEz|} + MEz|} +ilm < y, (v - V)y >
Also

Re < Ex,x > = ||VEz|5 + Re(\)|| Ez|3

(4.3.3)
Im < Ex,z>= —Im(\)||Ex||? +Im < y, (v - V)y >
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Andererseits ist nach Definition der ReynoldszRh},

Re < E(\y)xy, zp >
= Re < E(\y)xn, —BE(\,)z, + ¢(n) Re(/\n)szz)T;6 >
= —Re < E(\)an, BEO\)zn > +Re < E(\)an, o(n) Re(\,) 7 >
= — <ReE(\,)z,, BRe E(\ ):cn > — <ImE(\,)x,, Blm E(\,)z, >
+Re < E(A)@n, 0(n) Re(\,) 5 >
< Rep |[VRe Ez, |2 + Reg |V Im E(\) .| + Re < E(A)2n, o(n) Re(\y) 5 >
= Reg |[VE()2a|2 + Re < E(\y)zn, o(n) Re(\y) 7 >

und somit

IVE) 2,12+ Re(Aa) [ E(An) I3
< Rep [|[VE(A)2all2 + Re < E(A)2a, 9(n) Re(A,) 7 >

(1 = Reg) [[VE(A)2a[5 + Re(A) [ E(An) a3
0
>

< Re < E(O\)an, ¢(n) Re(\,) 5 >

5p—6

<
< [[EQw)znlly - le(n)ll, Re(An) o

5p

Re(\,) i
n

IN

IEAn)n |

5p—6

< ¢ Re(A,) #

IVEA)zalls EAn)2nll2

wobeia = 3 (
=56 Also
D

2
(4.3.4) [VEQ)zall} + (VROWIEA)zall )
l—a
< S|VEQ@alls (VRO Bzl

mit einer vonReg, abrangigen Konstanten Im Fallp = 6/5 ista = 1 und es folgt direkt

) nach [Friedmann, Theorem 9.3, S. 24] ist unét . + -7, also3(1 —a) =

B =

1
2

C
HVE()‘n)anQ < n

Fur jedesn gilt entweder

1—a
IVEQ2alls (VREODIEA)zalls) < IVE)2al}

oder

IA

IVEO)al (VRODIEOalk) < (VRODIEO)la)
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Im ersten Fall haben wegen (4.3.4) wir

Re(A)

E 24y
IVEQl3 + 7= oy

C
IEQwzall3 < —IVEG)zal:

-~

>0

Also wieder

| o

HVE(/\n)anQ

Im zweiten Fall ist wegen (4.3.4)

c\?2 c
IVE(A xn“Q <\/ )| E(A $n||2——> — <0

2n

-~

>0

woraus auch hier wieder und somit in jedem Fall folgt

C
IVEQ e, < €

n

Fur6/5 < p < 2 gilt wieder nach Theorem 9.3, [Friedmann]

1Bzll, < clvll 2 - [[Valla + Vo]l e - [lz]ls
p 6—p

IN

¢ (Ivll 2 + 1Voll e ) V22
D 6—p

Beachte, daf3 € [3,3] fir6/5 < p < 2und #£ € (2,00] fir 1 < p < 2. Diese Werte sind
somit zubssig, dav € LP™¢ Vp > 2undVu € LPY Vp > 4/3 nach Satz 2.0.1. Insbesondere
also

IBE(An)znllp < ¢ [[VEAn)znlz =0 (n — o0)

Nach Voraussetzung gilt schlieRlictrfhinreichend groRes und0 < Re(A,,) <1

v

Re(\,) " IBE(A,)n — <_xn>Hp
znlly = IBE(A) |

€
(<-3)

€
2

€
4

AVARNAY,

v

Widerspruch!

Zu (4.3.2): Auch hier werden wir nicht iae fast die gleiche Argumentation wie zu (4.3.1)
zu verwenden: Sep := 4/3 — ¢ mit hinreichend kleinen¥ > 0. Angenommen der Opera-
tor |vae| "2 (BE,_()\). + 1.) auf L? ist nicht gleichnaBig in A nach unten im Rauni?(R?) be-
schénkt, dann existiert eine Folde,,) € C mit (\,,) — 0 furn — oo und eine Folge:,, € L?
mit ||z,||, = 1, so daf3 gilt

p(n) = |voo|_% (BE(\,)xp +1z,) — 0 furn — ooin LP(R?)
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Ohne Bescliénkung0 # |\,| < e. Weiter sei nach Auswahl einer Teilfolge(n)|, < 1/n

Nach Definition der Reynoldszahl:

Re < E(\,)xp, x, >
= Re < E(A)n, —BEA)2n + o(n)|ve|2 >
= —Re < E(\)Zn, BEO)2n > + Re < E(A\)Zn, ¢(n)|vo]? >
= — <ReE(\)x,, BRe E(\,)x, > — <Im E(\,)z,, BIm E(\,)z, >
+Re < EOA) T, o(n)|va]2 >
< Reg ||V Re Ez,|% + Reg |V Im E(A\)2a|)? + Re < E(A)2n, ¢(n)|veo|2 >
= Reg [|[VE\)za|2 + Re < E(A)n, 0(n)|vse|? >

folgt

IVEw)zallz + Re(Aa) | E(n)2nlly
>0

< Reg |[VE)za|2 + Re < E(\)an, o(n)|va] 2 >
und daher

(1 - Rep) [VEO)Z.l2 < Re < E(A)an, 0(1n)[vs]? >
0
>

< Jvso 2 [En)@nlly - [lo(n)]l,

1
V00| 2

IN

E ,
n | ()‘n)xn”p

wobeil = 1/p + 1/p/, alsop’ = (4 — 3¢)/(1 — 2¢). Verwenden wir nun die Zerlegung (4.2.9),
d.h.E(\,) = E°(\,) + E>~()\,) und die Darstellung voi°(),,) aus Definition 4.1.4. Damit ist

3
|UOO|% o)
< ——\lIE (M)l + Y I * () gl

Jj=1

Linker Summand miSoboleeinbettung ([Adams, Theorem 5.4, S.:97]) und rechter Summand
mit YoungUngleichung ergibt wegeh+ 1/p" = (2 — 6¢)/(4 — 3¢) + 1/p

3
00|
< 2 B On)zallpa + D Ikl sz Il
j=1
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Seiq := (4—3¢)/(2—6¢) undd := q/(2(¢—1)) < (¢—1)/q=1/2.Dag > 2,istd < 1, s0
daR mit dem so geahltens gilt ¢ > (3+9)/(1+6). Nach Hilfssatz 4.1.5 (4.1.9) uridausdorff-
Youngist daher| x| s=s: < C|IF (x;jn) ||(4 ey < C. /oo |20V = O, /Jvs |12, falls vy # 0.
AulRerdem kann der erste Summand vége [ShiKo, Lemma 3.3, S.: 15] durch eine Konstante
C = Cy,.5, @bgeschtzt werden, fall$)| < A,.

1
< tho,Ao,E|UO<>|E

> Wﬂxnﬂp
0
< Cao,)\o,e
- n
Also
IVE(A\)xn|lz — 0 furn — oo

Die Forderung von [ShiKo, Lemma 3.3, S.: 15], daR < ), sein soll, ist, wie Eingangs schon
erwahnt, keine echte Bedingung, da die AussagenX| > )\, # 0 bereits bewiesen sind.

Nach Satz 2.0.1:
IBE(An)znll, < ¢ [[VEA)Zall2 =0 (n— 00)

und nach Voraussetzung gilt schlieRli¢hr hinreichend grol3es

v

IBE(An)an — (—za)ll,
l[znllp = IBEA)znlly]

. €)
E—_
2

=~ ™
AV

v

v
N ™

Widerspruch!

Satz 4.3.2 Sei die ReynolszaRler, echt kleiner als 1. Sej, der in Satz 4.2.7 eindeutig bestimmte
Operator fir A\ € C mit Re(\) > 0. Dann gilt ur f € LP(R?) und einem hinreichend kleinen
0 < e

(435 (Nl < Olflhie+ Cllflygrio iy Y1<p<oo, 0<e<q
C
@36) ol < —— oy, Vi<p<?

o0

mit einer von\ unabléngigen Konstante@’, , -
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Wir sind mit (4.3.6) auf die\-unablangige Stetigkeit aus. Die Eins@mkungp # 1 ist hier
der Fouriertheorie zuzuschreiben. Um hier apch 1 zu bekommen, muld man auf gafigte
Distributionen ausweichen oder die Funktionen direkt berechnen, d.h. ohne die Hilfe der
Fouriertransformiertetf ().

Beweis Wir benutzen Hilfssatz 4.2.5. Zeigen wir zichst die Aussagen des Satzes in dem
Spezialfallp = 6/5. Dazu verwenden wir die im Satz 4.2.2 ersichtliche Darstellufi) =
—(BE +1)"'BEf Einerseits ist

lg(Hlle = I(BE+D) ' BEf]s

= [IBEf|s nach (4.3.1)

— IBE'flls + |BE¥fls  daE=E0 1 B

< Cpllflhse +IE=fls 4 nach (4.2.3) und (2.0.11)

< Cllflhise + | E®flliscs  mit Sobolev-Einbettungiff 0 < ¢ < %

< Cpllfllr4e nach [ShiKo, Lemma 3.3] und Satz 4.2.10

und andererseits

lg(Hlly = I (BE +1)'BE,

= ||BEf||s nach (4.3.1)

= |BE*f|ls + |BE*f]|s daF = E' + E>

< Gpllflls +11E= flle 4 nach (4.2.3) und (2.0.10)

< Cpllflle nach [ShiKo, Lemma 3.3] und Satz 4.2.10
Also
(4.3.7) lg(Hlls < Collflls

Kommen wir nun zu (4.3.5). Séi < p < co und0 < § < p — 1. g besitzt nach Satz 4.2.7 die
Darstellungg = —BEg — BEf. Es ist

lg (Pl
< IBE°fll, + IBE*fl, + IBE°g(f)ll, + IBE<g(£)ll,

Mit (4.2.3) mit mglichst groRena , (2.0.11) folgt

1

< Gy (Il 1B lastrsara + 000 08} + B0 g1

Mit Soboleveinbettung. Siehe [Adams]

5:3+p S

< Gy (WMo VB Ml iy 2+ 19 )+ IE=00 e )



4.3. WEITERE EIGENSCHAFTEN DER OSEEN-GLEICHUNG 81

Nach [ShiKo, Lemma 3.3] und Satz 4.2.10, fallg 0 ist

< Cp (Mot W s + 190 g + 19 e, 25, )

+p

Iteration: Warl < p < 3/2, soistmax {1+ ¢€,3p/(3+p)} =1+ ¢ max{6/5,3p/(3+p)} =
6/5, aber es ist rdglicherweisel + 1”5 < 6/5 In diesem Fall wiederholen wir mit neuepn=
1+ }l”g die obigen Schritte |terat|v SO oft bis wiy'5 erreicht haben. Dazu sindbhstens endlich
viele Schritte notwendig, da der Normexponent in jedem Schritt um mindéstérerhbht wird.
War3/2 < p < 2, soistmax {1 +¢,3p/(3+p)} = 3p/(3 + p), max{6/5,3p/(3+p)} =6/5
undj kann so gewhlt werden, daf + ﬁf—fg = 6/5 ist. Kein weiterer Iterationsschritig. War

2 < p, soistmax {1+ ¢,3p/(3+p)} = 3p/(3 + p), 4 kann so gewhlt werden, daf + ﬁf—jg =

6/5, abemax {6/5,3p/(3 + p)} = 3p/(3+p) < 3. In diesem Fall wiederholen wir obige Schritte
mit neuemp := 3p/(3 + p) genau einmal unter der Beachtung, dafdin f € L't n L3P/(3+p)
gilt || fI| < max{||f|li+e, | fll3p/34p) }- ES liegt dann der zweite Falj2 < p < 2 vor. Wir kbnnen
also 0.B. weiterschreiben:

< Cp (I e+ 1 e e + 9Pl )
< G (I ate + 1 )
da wir (4.3.5) fir p = 6/5 schon gezeigt hatten.

Um (4.3.6) zu zeigen, benutzen wir (4.2.4) und (4.2.5) aus Hilfssatz 4.2.6h8geichend klein
undé < 6e. Dann ist

19(f)ll2-c
< IBE® fllz—c + 1 BE*||2—c + [ BE°g(f) 2= + BE<g(f)l|2—

< Co (Il + 1B e + lg(F)llge + 1E%g(Dlla-ci)  (425), (4:23), (2.0.12)

< Co (Iflbc U7l + l9(H) s + |E=a(f)]ls_:2)  Soboleveinbettung

[ShiKo, Lemma 3.3], Satz 4.2.10

IN

Co (I lle + 1l + gl 3—e + o (s

< Gy (Iflle-c + | (BE + D'BES )
< Co (Il + ol *IBEFI s (4.32)
< Co (I lame + [osc HIBEf |3 + ool *1BE>F]11_c)

< oo (Ifllae + ol 2 loc + ol 2B flocr)  (42.4), (20.00)

[ShiKo, Lemma 3.3], Satz 4.2.10

S Cv,e,o'o ”Uoo‘il HfHQ*G
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Zu einem beliebigenp € (1,2) existiert ein hinreichend kleines = ¢(p), so dalp € [1 +
€,2 — ¢]. Nach (4.3.5) isf|ga(f ) 1+¢ < Cpoll fll14e, nach (4.3.7) istiga(f)[ls < Cul|fls und da

wie eben gezeigfg(f)ll2—c < Co.eo0lvool | f]l2—c folgt (4.3.6) unmittelbar aus (2.0.11) bzw.
[Hormander, Theorem 7.1.14., S. 165} €lie beiden Bereiche € [1+¢,6/5] undp € [6/5,2—¢].

O

Satz 4.3.3Seiv,, # 0 undr > 0 eine reelle Zahl. Sdl < ¢ < ¢, mit einem hinreichend kleinen
€0 < p— 1. Zu jedem\ € C mit Re(\) > 0 existiert ein inf stetiger und in\ holomorpher
Losungsoperator
g : LP(R?) — LP(R?) Vi<p<2undl <p<oo fallsA#0
gr: LP(RP) N L'TE(R?) — LP(R?) N LMTY(R?) V1< p<o00,0<e<e

der die Differentialgleichung

(438) g)x(f) = _BEUOO,)\(f) - BEvoo,)\g)\<f)

fur f € LP(R3),1 < p < 2bzw.f € LP(R?),1 < p < oo, A # 0 bzw. tir f € LP(R?) N L}(R?),
1 < p < oo eindeutig erfillt. Dartiberhinaus existiert zit < p < 2 der Operatorl',(f) =
f+g\(f), sodaR

(4.3.9) gr = —D\BE,_A\(f) Ve LP(R}),1<p<?2

4310 Dl gl WD) 1<p<2

(4.3.11) [y=(BE, ,+D! A # 0 oderp = g

mit einer von\ unabliéingigen Konstantet, fur jedes hinreichend klein@ < 6 = §(p). Aul3er-

dem gilt(4.3.5)und (4.3.6)fur alle A € C mitRe(\) > 0.
Bemerkung

(i) Fur6/5 < p < 2und\ # 0 beziehungsweisg = 6/5, falls A = 0 ist das Ergebnis
nicht neu, es istémlich Aussage von Satz 4.2.7. In diesem Fall gilt alick= (BE,__ ) +
I)~!. Satz 4.3.2 legt nahe, diese Aussagen auf die in Satz 4.3.3 angegebenen Bereiche
auszudehnen.

(i) Vergleicht man (4.3.10) mit (4.3.5) so sieht man, daf3 hinsichtlich déf3&des Exponen-
ten von|u..| im Nenner der beiden Absalzungn das letzte Wort noch nicht gesprochen
ist. Tatsichlich BBt sich wegefiBE,__ »f|l, < C,| f|l, und der Verkiipfung (4.3.9) auch
Ungleichung (4.3.5) mit dem selben Exponentiéné..| schreiben. Da aber (4.3.5) bei der
Herleitung von (4.3.10) nicht benutzt wurde, kann man nicht iterativden Exponenten elimi-
nieren. Auch liegt der Grundif das Auftreten voiw,, | im Nenner bei den weiteren Theo-
remen nicht allein in diesen beiden Gleichungen, sondern in den Integrad&hsaen wie
sie fur Hilfssatz 4.1.10 gemacht wurden. Daher formulieren wir (4.3.5) auch nicht neu.
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BeweisSeil < p < 2und f € L?(R?). Definiere

(4.3.12) 9o(f) = lim g (/)

bzw. gA(f) = lim,_ gx(f.) falls 1 < p < 6/5 mit geeigneten Funktionefy,,)nen C C3°
und f, — fin LP(R?), wobei der Limes inL?(R?) zu verstehen ist. Nach (4.3.6) existigst f)

und ist stetig inL?(R?). Wegen (4.2.3), (4.2.5), Satz 2.0.11 und [ShiKo, Lemma 3.3] bzw. Satz
4.2.10 istBE,_ ,(f) wohldefiniert (in1 < p < 2) und stetig inf € L?(R*) und holomorph,
insbesondere stetig e C, Re(\) > 0. Esfolgtfur A — 0

a(f) = —BE, ()= BE, x9:(f)
l l I
9o(f) = —BE, o(f)— BEy,090(f)

Gabe es zwei bisungeny;(f), ¢ = 1,2 von g;(f) = —BE,_o(f) — BE,_ 09:(f), so ist mit
g := g1(f)—g2(f) die Gleichungy = —BE,__ og in L?(R?) erfullt. Satz 4.2.6 besagt dagn= 0.

Mit der selben Definition (4.3.12) gilt ganz analag ff € L?(R?) N L'T¢(R?), 1 < p < oo, daB
go(f) existiert, da wegen (4.3.5) utblder Ungleichungg, (f) stetiginf € LP(R3) N L'<(R3)
und holomorph, insbesondere stetighnst. Das selbe gilt wegen (4.2.3) und [ShiKo, Lemma
3.3] bzw. Satz 4.2.100f BE,_ .(f). Auch die Eindeutigkeit folgt wie im ersten Fall aus Satz
4.2.6.

Seinunf € LP(R?),1 < p < 2,Re(\) > 0undT\(f) := f+g.(f). DannistauclBE, _ .(f) €
L*(R?). Wegen der Darstellung (4.3.8) igt(f) = —BE,_A(f + g\(f)) = —BE,_ . I'x(f) und
mit f = BE,__»(f) folgt:

T\BEy, A(f) = BE, \(f) + 92 (BEvo A(f)) = BEw A(f) = BE, \DABE, A(f)

Ein Vergleich mit der Gleichung (4.3.8)\(f) = —BE,_.(f) — BE,_(g:A(f)) zeigt (4.3.9)
wegen der Eindeutigkeit.

Wir zeigen (4.3.10) iterativ: & py = 6/5 oder\ # 0 ist nach Hilfssatz 4.2.4, Satz 4.2.6 und Satz
4.2.2

f=(BEy A+ 1) (BEy \+1)(f)
= (BEyp + ) 7'BE, \(f) + (BEuox + D)7 (f)
= —\(f) + (BEoox +D7'(f)

also (4.3.11) und insbesondere

Da(f) = f+a(f) = (BE,_»+D)7'(f) istlsomorphismus irLg(R?’)
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Fur einp € (1,6/5) gilt:

ITACH) Iy

= [If + ax(H)ll
<N f s + lax(Hllp Definition vonT,

< fllp + 1BEwe AN + 1BEuc aga(f)ll,  Darstellung (4.3.8)
< £l + 1IBEG A(Hllp + IBES A(f)

Io
IBEL ar(Dll + IBE (Pl

< £l + UBES APy + Coll B ()l
HIBEL sn(Dll + CIES s (Dl

<C (Il + 1o+ l9(Nlls + loa(Hllg)  (4.2.3), [ShiKo, Lemma 3.3], Satz 4.2.10

< C(Ifllp + (BB + ' BEA(/)lls) Satz4.2.2

<C (Hfup + HBEUOO,A(f)Hg) Hilfssatz 4.2.4

<C|fll, (4.2.3), [ShiKo, Lemma 3.3], Satz 4.2.10

Damit haben wir (4.3.10)0 p € (1,6/5] gezeigt.

Angenommen wir htten (4.3.10) schoruf einp;_; > 6/5 gezeigt. Dann gilt nach Definition
von T, und Darstellung (4.3.8), (4.3.9)if ein hinreichend kleines > 0 undp; ; < p < 2

ITACH) Iy
= [If + gx(f)llp
< £y + llgr ()l
< 1Nl + IBEw (N lp + [1BEuc a2 ()l
< fllp + 1IBEG x(Dllp + IBES \(Nllp + 1BES xgx(Hllp + IBEX, sga(Hlly

Mit Definition von B(f) = V(v ® f + f ® v), zusammen miHolder und der Tatsache, daf}
v e L1, Vqg>2undVu € L1, Vg > 4/3 ist

< Cop (Il + IVEL A 225 + 1B APty + 1B 7 ()

FIVEL (Dl 2o 5+ 1B agr (D)l s 5+ 1B o (f >|rp,1)

Wegenp < 2, E°(f) = x* f, YoungUngleichung Soboley[ShiKo, Lemma 3.3] bzw. Satz 4.2.10
folgt mit geeigneterr > 2 — o5(1) undy > min{4,p'} — o0s(1)

= Cé,p(Hpr HIF V0 2-osy 1 1o + 1F O ninga,pry—os oy 1 o + [1F 1l
HIFVOMa 92 (D lpizs + TF OOy lgr (N llpizs + I1E 292(f) pi_l,z)
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Dap;_1 < p < 2 gilt far hinreichend kleineé nach (4.1.9)

C5,p
Pi—1

max{0,¥+05(1)}

(1171l + llga(F)

- Voo |
Darstellung (4.3.9)

Cs,
= fotizrroy (o + ITABE A1)

max{(],%—i—oa(l

pi*l)

Voo
Nach Voraussetzung it, unabtangig von) stetig in L7i—!
Csp

§ ’ |max{0 M+O5(1)} <Hpr+ HBEvOO’)\(f) pi71>
Voo T
Wie oben ist
(11 + IVEL Al 2y + 1ES ()]
T g o025 es 0} AP v Mg e T I e AV 2t o
+ 1B A 1)
< (Il + I I
T [rex{0 25 oM} T (min{ sty # f —os() 11

+ !If(x)!!<mm{ anmi_y LAl + Hpr)

Ty} os(D)
Csp

= ’Uoolmax{Q%-‘rog(l)

T l£1s

falls 6 hinreichend klein und

_ 2ppi_1 , 4 : 4ppi—1 /
i { 2(p — pi—1) +ppia P } ~ 3 i {4(17 — Pi—1) + ppi—1 P } =
wegen (4.1.9), wobei die Zahl in Klammer eine Abattung unabhngig von|uv,,|~! zulaRt.
Startet man mip; = 6/5 = 1.2 und setzt z.Bp, = 1.3, so sind die Bereiche zassig und es ist
ITA(F)llpe < Cpoll fllpe- INdem man in jedem Schritt jeweils um z.B.10 erhdht bis die Grenze

von2 — ¢ erreicht ist, zeigt man in endlich vielen Schritten (4.3.10), wobei dort ngdh formal
durché ersetzt wurde.

Bleibt noch die Existenz vom, (f) mit f € LP(R3) und2 < p < oo, wenn\ # 0 ist zu zeigen:
Seif € C5° N LP(R?), dann gilt (4.3.8y,(f) = —BE,_(f) — BE,_ »g,(f) und wir haben{ir
hinreichend kleineg > 0

197 (N lp < [1BEv (Pl + 1BEwc g2 ()l

< Co (1B () llpt + 1 Boae agn(F)lIp1) Satz 2.0.5
< Ca (1l + 1 Eoas p9r(Fllp1) [ShiKo, Lemma 3.1]
< CpA(Hpr + ||Evoo,xgx(f)||max{2,5,;fpp}72) SoboleEinbettung

< Cpan (1f1l + 193 lmagos.22. 1) [ShiKo, Lemma 3.1]
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, 3+p} > 2—0,sowarp > 6, also2 < ¢ < 3 und wir wenden die Identt fur
gx(f) nocheinmal an, d.Hlgr(f)lly < BEuca(F)llg + I1BEuwcrdr(Hllg < Colll Bown(Fllpa +

1B ndn(Flla1) < Cons(Iflp+HEowngn(F)ll2-s2) < Cons(I1fl,+192(f)ll2—s5). O.B. kbnne
wir also weiterschreiben

Istq := maX{Z )

< Cors (£l + lga(F)llo—s)

= Cyrs(Ifllp + |(BEuo x + 1) BE,_»(f)]|2-s) (4.3.9),(4.3.11)
< Cors(1fllp + I1BEs A (f)l2-s) Satz 4.2.7
< Cpm(Hpr A | Eoe a(F)lp,1) fir & = 6(p) hinreichend klein
< Cpall flly [ShiKo, Lemma 3.1]

Also [[gx ()l < Coallfll, fur f € Ce°NLP(R?). Zu f € LP(R?) existiert(f,).en C C5°, S0 dald
fn — fin LP(R®) fUrn — oo. Setze

ox(f) :== lim gx(fn) fur f € LP(R?)

n—oo

wobei der Limes inL?(R?) aufzufassen und wegéiw, (f)|l, < C,.|f|l, wohldefiniert ist. Of-
fensichtlich eriillt g, (f) auch Gleichung (4.3.8), daF,__ , stetig inLP(IR?) ist.

O

Hilfssatz 4.3.4 Fur den Losungsoperato, (A) der einfachen, beziehungsweiBg_,(\) =
E,_(A\)(I+ gx) der vollen Oseengleichung gelten die folgenden Aussagen

(4.3.13) 8‘1 (BE,_ (\) +1)7" = —(BEUOO()\)+]1)1B(6%\EUOO()\)) (BE,_ (\)+1)~"
9B () = —E_ (NP = —E2_())

(4.3.14) %A
S () = B (VB () = ~B (VEL (Y

(4315) DB 0) = <L) I+ 02) - Bue Vo () (T 03

(43.16) Slf) = ~pBas () + 1)

Beweis

(BE,.(X)+ 1) = (BE,.(\) + 1)~
= (I—(BE,.(\) + 1) (BE,_(\) + 1)) (BE, . (\) + 1)~
= ((BEy.(N) +1) " (BB, (\) +1) = (BE,,(A) + 1) (BE,,(\) + 1))
(BE,_ (X)+]1)‘1
= (BEy,(N) + 1) (BEu (A) +1) = (BE,,(\) + 1)) (BE, (X) + 1)
= —(BE,.(\)+ 1) ' B(Ey,(X) = Eo . (V) (BE, . (X) + 1)
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Dividieren durch\’ — X zeigt nach dentJbergang\’ — \| — 0 schon (4.3.13).

Seiy := E,_(\Pf. Dann ist

]Pf = Qey
— f=(f—Pf)= Qy— Qc(y — Py) day divergenzfrei
=0
— F(f=(f=Pf) = F(Qey) — F(Qcly — Py))
— f=F(f —Pf) = qj) — 0 Fly — Py) Definition vong,
= F=¢(&f) = o (5-¢(0)) nach (4.1.6)
- f-€(eh) i-€(9) e 20 1e Y
(%5 Voo

K,:)
L
&h
|
A
~
!
—
~
Il
S‘}
L
~
Nal¥
|
A
—~
Al
Neg
~——
N~ —

q (%5
< _%Evoo ()‘> - Evm (/\) (y)

0
< _5E7Joo ()\> = Evoo (/\)Evoo<>‘)Pf

Nach (4.1.6) folgt auBerdem, d&i3_ (\)Pf = E,_ () f. Zur zweite Gleichung sei bemerkt, daf3
F~1(°) wohldefiniert ist und daR daraus mit der bekannten Foime( fg) = F~(f)*F~1(g)
bzw. F~1(f x g) = F~Y(f)F~'(g) folgt

(%ngm) (F) = 2 (BN

= < (Bo. W (F ") = /) nach Definition vonE,_(\)(f)

= —Eue N B, \(F () % )
= —E, (NE_(N(f) zeigt den ersten Teil
= B (V) (F7H@) * Eue V()
= —E) (NE, (N(f) zeigt den zweiten Teil
also (4.3.14).
Zur vorletzten Gleichung: Aus der Darstellupg(f) = — (BE,.(\) +1)"' BE,_(\)f folgt

zusammen mit den beiden anderen Gleichungen (4.3.13) und (4.3.14)

0 0

St = = (F BEL+ D7) BEL ) — BB+ 17 B (5B )
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— (BE,.(\)+I)7'B (%Evm()\)> (BE,.(\) +1)"' BE, . (\)

-~

=—gx(f)
+ (BE,_(\)+ 1) "' BE,_(\)E,.(\)f
= (BE,..(\) + 1) BE,.(\) E,..(\) (f + x(/))

— (/)
= —Eo ., (N) (f +ax(f))
und schlief3lich
O B o) = 2 (B (N (f + (1))
oN et oX g

- (%EUW(A)) (f +9:(/f) + Eus (V) (%%(f))

= —E2_ (N (f+9(f) = B N Eore (V) (f + 95(f))

Wegen der Darstellung, = —(BE,_ +1)"'BE,_ gilt

0
ﬁgx(f)

= - (a% (BE,. + 11)—1) BE,.(f) = (BE,. +1)"" B% veo (f)

Nach (4.3.13) und (4.3.14) ist

— (BE,.+01)'B (%E%O) (BE, + 1) BE, (f) + (BE,. +1)"' BE,_ E, (/)

-~

=—9gx

— —(BE,, +1)"' BE,_E, (BE,, +1)" BE, () = ¢Ev.(f)

=—gx =—gx

= — Lo 9(f) — 9 Eu (f)
= Lo, (A(f) + f)
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4.4 A priori Abschatzungen

Kommen wir nun zum wichtigsten Satz in diesem Kapitel. Um die Halbgruppe des Oseen-
Operators veriiige der Integraldarstellung berechnen Zinken und geeignete Zeitab&th
ungen zu erhalten, ist es notwendig, Aussagar das Verhalten de®ksungsoperators der vollen
Oseengleichung ifik? beziglich der Resolventenparameteru besitzen.

Satz4.4.1Seil < p < o0, 1 < q¢g<p,v>0,r>0undf e LP(R?) N L'*(R?). Seiy €
C5°(R?) eine Abschneidefunktion miipp ¢ C B,.(0) undp € C5°(R) eine Abschneidefunktion
mit p(s) = 0 fur |s| > ~. Sei weiterE,__ , » der Losungsoperator der vollen Oseengleichung in
R3. Dann gilt zu einem hinreichend kleinen> 0

(4.4.1) sup _ [[9(@) B s V() < Cpwa (171 + 11 11)
0<Re(\)<
Cppw
(4.4.2) sup \/ M) [8(2)03 B s N (Nl < —25 (||f||p+||f“1+e)
0<Re(N)< Voo
(4.4.3) igﬂgIlp(S)w(w)Evm,v(iS)(f)Hq,g < Cp,w,v,p(HprJrHfH1+e)
(4.4.4)

) Cp,p,0
SefRug#omlﬁ 10(8)¥ (@) (Evuo(is +ih) — Eu o(is)) (f)ll,o < pwl = (L1l + 1 11e)

Cp o,
(4.4.5) / 10,p()() Bl i) Pl A5 < 222 (] + )

(4.4.6) sup b} / 10005V () (B (i + i) — B (i) (£l 5 s
< Cpywpeool Vool T ([ fllp + 1 fll1re)

Beweis Da i) beschénkten Tager hat, knnen wir wegerHolder 0.B. ¢ = p auf den linken
Seiten der Ungleichungen annehmen.

Um die Beweisstruktur etwagbersichtlicher zu gestallten, benutzen wir hier intensiv die Notation
vono(1) in dem Sinne, daB(1) — 0, fallse — 0. Zusatzlich fordern wiro(1) > 0.

Mit hinreichend kleinena meinen wir, dal3 noch weiterepbhstens endlich viele, voneinander
unablangige Bedingungen anim Beweis unten gelten sollen, die alle gleichzeitig durch eine
Minimalforderung are erfullt werden lonnen. Die Hauptbedingung amlirfte < p — 1 sein.

Es sei nochmal an die Darstelludg,_,(A\)(f) = E,..(\)(f + ga(f)) mit dem in Kapitel 4.2
definierten Operatay,, an die Zerlegung (4.2.9 = E° + E*, insbesondere an die Darstellung
in Definition 4.1.4E) (f) = x* [ = (Zizl Xjk * fr)j=123 und an die Definition (2.0.4) von
B(u) = V(E(v) @ u+u® E(v)) erinnert.
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Zu (4.4.1) und (4.4.3) : Sei< p — 1 hinreichend klein

[V B (M) (),
HwEvoo( )(f + ()2

< |[wEL_(N)(f + 9r(f)) Hp2+ |wE /\)(f+9A HpQ
< [[¢llp2 H N+ oa(f Hoo2+ [¥llos,2 || Ego (N (f + ga( ))Hpg
< Gy || B ||oo,2+0wH o (M) (92 (f HOO,Q

+Cy HESEL(A)(J”)H,,,2 + Oy [ (N aa (M),

Nach Definition 4.1.4 und [ShiKo, Lemma 3.3] bzw. Satz 4.2.10 ist

< Cy XN * (Nllsoz + Co lIxAN) * 92 (Nl + Co 1, + Co llga (I,

YoungUngleichung und (4.3.5) angwendet

< Gy lxO s 2 1 ie + Gy XNl 2 l9a(Flls
+Cy ||f||p + Cdup,vye ||f||1+e + Cypoe ||f||max{1+e,3%

Damax {1+ ¢€,3p/(3+ p)} < p folgt mit Holder

< Cypoc (1 fllp + 11 f11146)

Da die Konstante unaiingig vonRe(\) und | Im())| ist, folgt die Behauptungifr (4.4.1). Zu
(4.4.3) beachte man noch, dal? die Abschneidefunktiendliches Supremum hat.

Zu (4.4.2): Seil < p < cound 0.B.Re()\) > 0. Lassen wir einedibersichtlicheren Schreibweise
wegen, die AbAngigkeit der Operatoren ikin der Notation weg.

Zunachst ein allgemeines Resultat: 8atine Zahl mitd < 6 < 2, s, > 2 und wir nehmen an,
daBp=(4—0)/(3—6),also4/3 < p < 2ist. Ausl/p =1/sy + 1/s folgt

So(4 — 0)
so(3—60)—4+46

S =
Mit diesen Zahlen, Darstellung (4.3.14) und (4.3.10) haben wir folgende Ungleichung

Voo Vo

lorEo (NI, = [PBEEL ()],

C
< oy BB EL (D,
C,
= i [BAEL D,
Voo
Cp

=7 (101, 1107030 = £1L, + IVl 1030 = £1l..)

- ’Uoo ‘max{O
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Cpu
< iy (0700 + 1O ) W
= e IVl + 110 1z< ) 1 £]
T ’max{O ip=6y AX M s(1-0(1)) WO 1t Lte
Voo b p
Also
C@,U
@4.7) (| 9nEL (D) g < —— e (900l s1ogay) + 190l 22 ) 1
B ‘/UOO’ 7 4-0 €
4 -0
§= sl ) s0>2,0<6<2

_50(3—9)—4+97

Etwas allgemeiner wollen wir mit Iteration dieses Ergebnis aiichy £> 2 herleiten. Sed eine
reelle Zahl mit4/3 < 6 < 3/2 und seip > t > 4/3. Wegen der Gleichung,f = —BE,_f —
BEvoog)\f ist

HQAESOO(f)Hp
< |BELE) (N, + |BE.ar B ()]

Voo Vo

p

Nach Definition von5 gibt es eins, > 2 und eins > 4, so dafdl/p = 1/so + 1/s, dap > 4/3.
Zusammen mit der Darstellung (4.3.14) gilt

< Jvllg, IVOAX) = I + [V, 1(0x3x) * fll
+||BE, 2B, (D), + [|BEZ oz Ev (],

< Cop (V) * fII, + 103x) * fll0)
+ Cop [|(VX) * (n B, (D) ||, + Cos [+ (0B (N)]]
+Cop || B 0B (P,

NachYoungbzw. Hausdorff-Youngind Holder gibt es eing € (2,4) und einl € (3,4), so dal

< Co (IVOX) * flls + 10ax) * flloo)
+ Cop IF(VX) ¢ |9 B (Dl + Co XM 9 Er, (),
+ Cv,p HET?:og/\Egoo(f)HmaX{;Tpp,t},Q

Nach (4.1.9) und [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

< G, (I1(VOX) * fll, + 103x) * fl.)
+ Cop [|[9EL (D], + Cop | n B ()|

max{;’Tpp,t}
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Istmax {3p/(3 + p),t} > t, so wiederholen wir mit dem letzten Term und neyee 3p/(3+p)
obige Schritte iterativ so oft, bis wir naclothstens 2 weiteren Schritten die Gremzgreicht
haben. O. B. gibt es eine endliche Indexmengmd endlich vieles; > 4,7 € I, so dal3 :

< O (1070 * Fll, + 1030 * Fll) + Co [|9nES (£,

el

= C, > (I(VOAx) * Fll,, + 1103x) * flloo) + Cup |[TBE..ES_(f)]],

iel

Gleichung (4.3.10) angewendet

< G ) (Vo) * f

i€l

o T1OWX) * flloo) + Cop || BEEY ()],

Fur ein allgemeine® > ¢, insbesonderelf p = ¢ hatten wir letzteren Term am Anfang der
Ungleichungskette schon einmal abgesezh

< G, Z ([[(VOax) * f

iel

s T * fll.)

Young

< &Y (Vo)

el

s [ F e+ @30l 1512

Si 1+etes;

Da nach Voraussetzung > 4, ist siHl;; = 4 — o(1) und es folgt mit (4.1.11) (@&hle z.B.

o= (3—trz)/(7‘z— 1) Undt:?)/’f’i)

/UOO 1+e

_1 G, _1
S Ct’L),p]':{eA 2 ||f||1+e+ | I;s Re)\ 2 ||f||1+6

Cy 1
< — 5 ReA™ || fllp

— 3e

|UOO 1+e

Nachdenme hinreichend klein ge@ahlt wurde, sind alleiljefw > 4. Nach Neubenennung von

s; und Unterdiéickung der AbRngigkeit der Konstante imhaben wir

(4.4.8)
C _1
I B (N, = G D2 (1700, + 1@ e ) 1 e < — e R e
SZZ‘€>I4 >
4
\vé _
D> 3

Nach Hilfssatz 4.3.4 (4.3.15) ist

VN o(f) = =1 (OrEuo) (f + 92(f)) = VEucgr B (f 4 92(f))
= T1 + T2
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Schatzen wir jeden Term einzeln ab:

IT1llp2 = [|% (OzEuy) (f + 92 (f))lp2
< 9 (OnEx.) (f + 9x()llp2 + 19 (O0E) (f + 95()llpe2
< N llp2llon(x) * (f + grx(F)llsoz + 1 llco2ll (ONEZS) (f + ga())lp.2

Mit Youngund [ShiKo, Lemma 3,1, 3.3]

< Cplloa0O e ol f + 92 (P)llse + Copllf + 9r(H)lp

Nach (4.1.11) und (4.3.5)

<

Re(N) 2| f + g2 (F)ll1se + Cupll fl»

|UOO|1+

+ Cupllflhve + Copl fllmafrve, 22y
Damax {1+ ¢€,3p/(3 + p)} < p folgt mit Holder und (4.3.5)

< prv

Re(A) "2 (Il £llp + Il fll1+<)

|Voo| T+ =
Sei wiedem eine reelle Zahl mit /3 < 6§ < 3/2

1Tollp2 = 1V B gr o (f + g2 ()]0
< | WEs B3 (f + ga( f))||p2 + VB By (f + ()],
+ [ WEX pZ B2 (f + 9r(f)) Hp2+ |E AESOQ(fJFQA(f))Hpg
< Coll@lla I (0B (f + aa(f
+ Gy [0, [| EZS a0 (f + 9a(f
+ Cp [0l [| B2 90 ER2 (f + 95
+Cp [0ll,2 [[x * (92 B0, (f + 9

Doz

\/\—/

) Hmax{9 p},2

I,

(
(D)0

wobeir =60 =60/(0 — 1) falls p < 6 undr = oo sonst. Mit (4.1.9)Youngund [ShiKo, Lemma
3.1, 3.3]

< pr Hg)\ f + 9x f) Hg + Cpll) ||g/\E f +g)\(f))HmaX{97p}
+ Cpu [|nESS (f + 9r(f) H + Co | E (f + 9x(D),

Nun noch zweimal (4.3.5) und zweimal (4.4.8) angewendet ergibt

< Cpu [[EZL U + UM+ Cow B+ 00U g 22 140}

+ Cpoy Re )‘75 If+ gA(f)HHe
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[ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] und (4.3.5)

_1
< o I llee + ot Il 1y + Cras REXTF £

Damax{33f 1+ e} < p folgt mit Holder

< Cpow ReAZ([£llp + 1 ll1+)
Zu (4.4.4): Sei wiedel < p < oo. Zunachst ist wegeny, = —I\BE, () und ;! =
BE,_(\) +id
(g —9x) (f) = TABE, (A\)(f) = TwBE, (N)(f)
= - (FA’ - FA) BE’UOO()\/)(f> + F)\B (Evoo<)‘> - Evoo()‘/)) (f)

Werfen wir einen kurzen Blick ziick auf den Beweis zu Satz 4.3.4 und verwenden die erste
Gleichungskette untl;* = BE,_()\) + id.

= DB (Eu (V) = v (A) TvBE,,(\)(f)

S

-~

=—gx (f)
+ F)\B (Evoo ()‘) - Evoo (/\/>> (f)
Also

(4.4.9) (g = 92) () = —DaB(E, (N) = Eore (V) (gn (f) + 1)
Benutzen wir wieder die Idenéitsgleichungiir g, namlichg(f) = —BE,_(f) — BE,_(g(f)).
So ist

(Gistin — Gis) (f)

= —BE,(is +ih)(f) — BE,,(is + ih)gissin(f) + BE, (is)(f) + BE,.(is)gis(f)
— B(E? (is +ih) — E° (is)) (f + gis([f)) — BE,_(is +ih) (gis4in — 9is) (f)

Damit ist zu eineny > 6 mit4/3 < 6 < 3/2

||gis+ih - gis”q

< ||B(EY_(is +ih) = BY_(is)) (f + gis (D), + [|BEZ (i + ih) (gisrn — 9:5) ()],

+||B (B (is +ih) — B (i) (f + gis(F)], + | BEG., (is + ih) (gissin — is) (F),

Nach Definition von3 (s. auch 2.0.5) und 4.1.4 gibt esgw> 0 einr > 4 undt > 3 — o(1), so
daf

CU<HV (x(is + th) = x(is)) = (f + gis(F)l, + [[(x(is + ih) = x(is)) = (f + 9is(f) |l
+ HE;?:O (is +ih) (Gistrin — Gis) (f)Hq’l

([ Gis + k) = B2 (i9)) (f + gis (D)., + 1V x(s +B) # (Gissin — i) (£)]],)
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Young, (4.1.9), (4.1.15)|(x(is +ih) — x(is)) = (f + gis(f))|| . < [|(x(is +ih) — (zs))Hlej

1(f + 9is(FD)]l1y. < CogeVR||f + gis(f) |use| 72 und Soboleveinbettung ergibt

Hl—s—e

vqe \/_||f+918( )||1+5

|Uoo| 1+e
+ Cy || B2 (is + ih) (gisvin — Yis) (f)HmaX{;’qu’g},g

+ Co | (B (s + i) = B3 (i9)) (F + 9is 0D g 2. 13,2 F Cona [ Gisin = g35) (Dl

[ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] und (4.3.5)

que
< L R e+ 1) + Coa IGistin = ) (F) s 22 )

|Uoo| 1+€

+ Colbl 17 + 050 e 14} + Coa | (G150 = 950) (Dl

Wieder (4.3.5) und die Tatsache angewendet,|ddl3 < C|| f|, + || f||- firp < ¢ < rist, ergibt

que
< VR (15 1 1)) + o i = 95 (Dl

+ Cy,g ||<gis+ih - gis) ( )Hmax{ }

Ist rna><;{3+ ,6} > 6, so wiederholen wir die Ungleichungskette mit mit neugm= 3?fq <

q bis 0 erreicht ist. Dazu sind maximal noch weitere 3 Schrittéigh O. B. kbnnen wir also
weiterschreiben:

que
< SV (It + 1 e 22 113 ) + Coa 1 (Gissin = 955) (P

Wenden wir nun (4.4.9) an

que
< =V (I e+ U e 2153

|Uoo| Tte
+ Cog [TisB (Eu (is + ih) — E, (i) (gis+in(f) + g
Mit (4.3.10) folgt

O’U ,€
e L VT

+ Cyq |B(Ey, (is + ih) — By (i5)) (Gis+in(f) + )l
que
S —6\/_ (||f||1+e + ||f||max{ 3¢ 1+e}>

|UC><>|1+

<

+ Coq ||B (B2 (is+ih) = BY_(is)) (gissin(f) + P,
+CU‘ZHB( 30 ZS—i—Z'h)—ESO( )) gwﬂhf ||9
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Letztere beiden Terme werden analog zu den Termen zu Beginn der Ungleichungskette ab-
gesclatz. Es folgt

IN

C’U €
< 2V (I e+ Ul 22153 )

Also
Cv q €

44.20)  Ngirin = giclly € VR (1F e 1l 2 1y) V> 4/3

AulRerdem ist

pU (Ey(is +ih) — By o(is)) (f)
= p¥ (Eu (is +ih) — B, (is)) (f) + ptb (Eu (is + ih) gisvin — Eu (i5)gis) (f)
= o (Eo(is +ih) — By (is)) (f)
+ pY (ng (is + ih)Gisyin — Evoo (i5)gis + Ly (5 + 1h) gisvin — Eypo (z‘s)gis) (f)
= p¥ (Bu (is +ih) — By (is)) (f)
+p ((Bo, (is + ih) — Ey_(i5)) gis + B, (is + ih) (gisrin — Gis)
+ (ES:O(ZS +ih) — B}, (7/3)) is + Eyo (is +ih) (gisyin — gis)) (f)
=N +T+T5+ T+ 15

Wenden wir uns jedem Term einzeln zu:

ITillp2 < lolloclltollpe || B2, Gis +ih) — By (is)()]] .
< Coullx(is +ih) — x(@s)][1ze o | /114 Def. 4.1.4, Young Ungleichung

“‘: VIR Flhe (4.1.15)

IN

ITollpe < llelloollllpe || By, Gis +ih) — By (is)gis(£)]]

Darstellung in Definition 4.1.4 und Young’sche Ungleichung

< Cow lx(is +ih) = x(@s) || e 5 19is ()14

Der erste Faktor wird mit (4.1.15) abge&ttt, der zweite mit (4.3.5)

Cove 5= VR lle
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Soahnlich schtzen wirT, ab:

1Tallpo < llpllsollttlloon || (B (is +ih) — EX (is)) gis(f)]|,,, [ShiKo, L. 3.3], Satz 4.2.10
< Coulhl lgis(HII, (4.3.5)
< Ol (I e ey + 11 )
< Coul b (11l + 11 fll+e)

Weiter gehts mifl;: Wieder seit/3 < 0 < 3/2
1 Tsllpe < llpllocll®llp2 || Er, (is + i) (gisein — gis) ()| .2

Darstellung in Definition 4.1.4Youn¢sche Ungleichung und (4.1.9)

< Cpy (Gistin — gis) (f )He
< | vjpf\/_HfHHe (4.4.10)
(2

und schlief3lich gilt@ir T5: NachHdlder existiert einr € [p, oo] so dald

17512
< lplloollWllna | B2 (is 4 ih) (gisin — is) (f)”max{g’p},g
Cp, [1(Gistin — Gis) ()l maxio.p} [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

A (N TPy (4.4.10)

’le e

Conpy \/_(||f||p I lhe)

[V | 17

IN

IN

IN

Zu (4.4.5):
Nach (4.3.15) ist

OspE, o(is)(f)

= PO By (is) (f + gis(])) + (Bsp) Y Evey o (i) (f)

= —p ((0s B0, (i5)) (f + 9is([f)) + v (i8)gis B, (i5) (f + 9is(f)))
+ (0sp) VB0 0 (15)(f)

= —pp ((0:E_(is)) (f + gis(f)) + (0B (is)) (f + gis(f))
+E,_(is)gisEys (is) (f + gis(f)) + E,_(is)gis Ey._(is) (f + gis(f)))
B2 (i8)gis B (i) (f + 9is(f)) + B2 (i5)gis B, (i5) (f + gis(£)))

+ (0up) Y Euy w(i5)(f)
= Ti+...+7T%
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Es sei bemerkt, daf3 sowaghhls auchd,p kompakten Tager beiglich s haben.

Bis auf den Faktod,p haben wirT; schon bei (4.4.1) betrachtet.

1Tllp2 < 10splloo2 19 Evme o (i8) ()2 < Cowp (1F1lp + 11£l11¢)

/ 1Tl ds < / [ollcall e || (BEL (i) (f + gisl D] ., ds
Mit Darstellung in Definition 4.1.4 un¥ounggilt
< G [ 105Ny 17 + 9Pl ds

Nach (4.1.17) und (4.3.5)

< Opﬂl}&m,v ||f||1+e

1 Tallpz < llpllco2ll¥lloos [ (05222 (i5)) (f + gis(F))]]
< Cppu If +a9is(Dl,, [ShiKo, L. 3.3], Satz 4.2.10
< Gy (I1fllp + 11 fl114¢) (4.3.5),Holder

Mit Holder, Definition 4.1.4 und (4.1.9) gilt

1T5llp2 < Cou||gisEos (is) (f + gis(f H
< Copepo |B (1) (f + gis(f H1+e (4.3.5)
< Cp,w,e,p,v ||f+gzs(f)H1+e [Sh|K0, Lemma 3.1, 33]
< Copepw 1 f114c (4.3.5)
Ahnlich gilt
/ Tz ds < Gy / 9B (i) (F + gl ds

Nach (4.4.8) gibt es ein > 4 und einr > 12, so dal3

o0

Cosope
- u/(u(vam” 1y 10—

+ ||(vaAX)H3—o(1) + H(aAX)Hm—oa)) 1 +9i8(f>||1+e ds
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Nach (4.3.5), (4.1.16) und (4.1.17) ist

Coyp,
< =P e

Mit Holderund [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

IT5llpe < Cow

9is B2 (is) (f + gis([f))]

.

Anwendung von (4.3.5)

< prspv <HE (f+gzs ))H1+e
#6540 e} )

[ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

< Cpapo (1 + g5+ 10 + 9D e })

Und mit (4.3.5) undHolder
< Coupepw (Ifllp +11fll1+e)

Wieder mitHolder und [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]
/||T6||p2ds < cw/ng ) (f + gD, ds

Nach (4.4.8) gibt es ein > 4 und einr > 12, so dal3

[e.e]
C 7w’67 7U
< =2epe [ (Vo) oy + 1O oy
|Uoo Tte

#1700 oy + 1O i3 o)) I + () s

Nach (4.3.5), (4.1.16) und (4.1.17) ist

Coyp,
< ’: |if”||f||1+e

Da in allen Rllene in Abhangigkeit vorp > 1 gewahlt wurde, folgt die Behauptung.

Nun zu (4.4.6):

Der Ubersichtlicheren Schreibweise wegen sgiden Rest dieses Beweises folgende Notation
eingefihrt
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E = E,_(is)

E, = Evoo(z'8+z'h)
gn = gis-‘rih(f)

o

ds

Etwas schlampig geschrieben splindg;, aber auchiir die Operatorep;, und fur g;,;, Stehen,
wenn in der Notation unmittelbar danach noch ein Operator oder eine Funktion folgt.

Es ist nach (4.3.15) und (4.3.14)

Ospp (Ep,w (is +ih) — By (is))
= P (En(f+90) —E(f+9)
+ i (B, (f + gn) — EngnBn (f + 1) — E'(f + 9) + EgE (f +9))
= P (En(f+gn) = E(f+9)+ (B, — E)(f+9)+ E, (90— 9)
— (BEn — E) gnEn (f + g1) — EgE (g — 9) — E (gnEn — 9E) (f + gn))
= PV (Bu(f +90) = E(f +9) + 00
(E;?' - EO’) (f+9)+Ep (9n— 9)
+ (B = E¥) (f+9) + EX (9n — 9)
— (Eh = E°) gnER (f + gn)
— (Bl = E°) gn B (f + gn)
— (E° — E®) gy (f + gn)
— (B = E*) gnE3° (f + gn)
— E°9E° (gn — 9)
— E°9E* (gr — g)
— E*gE® (g1 — 9)
— E*gE™ (gn — 9)
— E°(gnEn — 9E) (f + gn)
— E* (gnEn — gE) (f + gh)>

:ZT1+...+T15

Betrachten wir uns wieder jeden Term einzeln. Bis@uflas mitHolderwegen des beschankten

Trager herausgezogen werden kann||#&t|,.» < C/|v.o| T /[B] (|l £]l + || fll1c) gerade Aus-
sage von (4.4.4).

Mit Holder, Youngund Darstellung in Definition 4.1.4 ist
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/ Tl ds < kel | B0t +8) Ol + g s
-
Ungleichung (4.3.5) angewendet
:
< Gl [ Noutis +ih) = Ox(i)] 1z ds

Anwendung von (4.1.19) liefert

< Opﬂﬁ,emp V |h|||f||1+€

00 Y
[ Tallads < olclla [ 10 + i) acaallmesn(5) = g0 ). do

Ungleichung (4.4.10) und (4.1.18) ergibt

|”¢6'”’\/|h 1 fllre

T, folgt unmittelbar aus [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] und (4.3.5):

N

ITillna < Nelloolllloos | (B2 (is + ih) = B (i) (f + gis(O)],
Counll If + 9(£)]],

CoasaPl (17 s+ 1 e 23 )

ComolPI (1o + 117111+

IN A

IA

Fur T5 gilt mit [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] : Es gibt ein€ (4, o] so daf}
1Tsllp2 < Mlollooll®ollr2 | gistin(F) = Gis(F) | mae{ 31}

Und mit (4.4.10) folgt

IN

C
S (T T

IA

c,
‘”if AL 1l + 11 lse)
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Mit der Darstellung aus Definition 4.1.4 folgt zusammen midlder und einem nochamer zu
bestimmendeg > 6 > 0

/ 1 Tollpz ds
< lplol®llna / s + ) = X(0) o Igissin EC (i + i8) (id +giasin) (] s ds

Nach Abschtzung (4.4.7) gibtes eih< s = %, s > 2, so daf3

P,8,v .
<. / IxCis + ih) = (i) 1oz (IIVONl oy + 1011 ) 11l s

max{0, % 20— 2}
Voo

Nach Holder ist H lazs < Il-I20-152 1+5 mit A\ = X(0,6) = W und nach (4.1.15) ist

[x(is + ih) — x(is)|,, < v o |34, Weder beb noch beis kommt es auf Kleinheit
an. Es gilt mit nﬂ')glicherweise verschiedenén J, und A, Ao

Y

A1
0776\/E . - )\2
< flhee | e I+ ) e 10
v

: 20—2
1A +max{0, 47}
[e.e]

Cp,d),(s\/ﬁ)Q

%)\2 +max{0, % }
oo

Chos
< ||fH1+E 3 s 20—2 (

- ’ 1 max{A1,\2 }+max{0, G

. . 1-A
[x(is +ih) — x(is)][,_ 12+52)9,2 ||va$X||s(1—o(1)) ds

A1 . . 1
Vh /HX(ZS-FZh) (ZS)||41 i\+)51)92 ds /Ha X||1+e

Y a/
/ HvasXH?(po(l)) ds >
N~

Die 4 Integrale sollen veriige (4.1.17) und (4.1.18) von Seite 40 abgészhwerden. Der Expo-
nent im 2. Integral ist gerade so gét, dald das Integralif hinreichend kleines > 0 endlich
ist. Die anderen Integraledkinen passend abgegtit werden, falls

V2]

Y
A2 R . by
VA / (s + ih) — x(is) [$ 22z d
Y

(4= (14504 — (146)8) < (1— M)y < g 1. Integral, geréiR (4.1.18)
(1 JEF 6), <y < g 2. Integral, geraB (4.1.17)

(4—(1+6)0) <(1—N)x< g 3. Integral, geral (4.1.18)

s <2< > 4. Integral, geraR3 (4.1.17)
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Ist Ao > 2/3, dann gibt es stets ein> 0 und ein5 < y < (1 +¢)/emit (1 — A\;)y < 5/3. Die 4
Bedingungen sind sométquivalent zu

4—(1+6)0 5 2
5 +61)0< und/\2>3
4— (14 62)0 5

max{( (1+§2) )(1_)\2) 2}<x<m1n{ ﬁ}

Wahlt man z.Bsy = 2.5,6; = 0.5,0, = 1.5,0 = 0.5s0ist(4—(1+6,)0) = 1.4, \; = 0.38, Xy =

0.686, (4 — (1+d2)0)" = 1.57, max = 2.5, s = 3.15, min = 2.69. Diese Zahlenbeispiele éifen

offensichtlich die Erfordernise. @hlt mantuebrdies hinausin Abhangigkeit vone hinreichend
nah an(4 —6)/(2 + 0), etwa durchi, = (4 — 6)/(2 + ) + o(1), so BBt sich\, in Abhangigkeit
von e beliebig nah ar2/3 einstellen. Also ist

(4—(1+0)0) =

T & .8 A1+(1-X1) A2+(1-X2)
[ 1l S S (VA Vs
Voo
sVh
Cos VR g,

" o2 o0

Wieder mit der Darstellung aus Definition 4.1.4 zusammenHulter

[ Tl ds

v
= HPHooWHp,z/HX(Z’S+W—X(iS)\logl),zng-sHhEﬁfo(iSHh)(f+gis+z'h(f))Hl+e ds

(4.3.5), [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] und nochmal (4.3.5) zeigt

i
< Cppnll e / Ix(is + i) — x(is)] ., ds

0(1)
(4.1.18) ergibt schlieflich

< Cﬂﬂb,pry\/ ’h’Hle‘i-E

Mit [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] folgt: Es gibt ein € [6, oc], so daf}

/ 1 Tallpz ds

Y
< lolloall®llslh /
-

gis—i-ihEz(;)oo (is +ih)(f + gisrin(f)) Hmax{gﬁ,p} ds
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Nun gehts weiter wie béis: Abschatzung (4.4.8) und (4.1.15): Es gibt endl. vigle> 4, so dal3

el

N
< Cp,¢,e|h|2/||f+gism(f)llwe(llvasx(is+ih)llsi+ 10sx(is + ih)]| 1+:) ds
v
Gisrin Mit (4.3.5) abgescitzt undHolder

v
< Chupdtllf e / (I99x(is + i) s, + 10 (is + b)) 2. ds

el
1€ —

Nun ist (4.1.17) anwendbar, also
< Copel Al fll1+e

Wieder [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] zusammen iitlder. Es gibt einr € [6, oc], so daf’
1 ollp.2 < Mlpllooll®llr2lhlllgis+in B2, (is + iR)(f + Gistin(F))max{o )

(4.3.5), [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] und nochmal (4.3.5) zeigt
< Coupl Pl (If1lp + 1 fll1+e)

Um die Absclatzung vorl}, vorzunehmen, zeigen wir zaohst das Folgende: Wegen der Dar-
stellung vory (f) = —BE,.,(\)(f) — BE,.(\)g(f) ist

gh—9 = —B(Ey—E)(f+9) —BE (91— 9)
und daher nach Definition vafi und (4.2.9)

lgn = 9ll1 4
< G (IIV (80 = E°) (7 4+ 9)layaqy + 1B E°) (7 4+ )1
HICER = E2) (f + Dllien + IET (9n = 9)lla e

HIVER 0= Dy + 18 @ = D)1y

Darstellung aus Definition 4.1.¥pungUngleichung, (4.3.5), [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

< o (I9 (xcCis + i) = X0l oqry 1 o
o+ 10is + i) = XD oty 1oty + B e + llon = gl

HIF(T0) 5+ ) oy 19— 914wy + 1G5 + i)yl = 9l 5401
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Ungleichungen (4.1.15) und (4.1.9) sind anwendbar

_3 _1
< Cue (1osel VIR Nisoy + ool llgn = gl )

Mit (4.4.10) folgt

(4.4.10) gissin(F) = Gis(Nl1se < CooV/lloael 73 (1f 1001y + 1f 1)

Somit kbnnen wir nunl;, angehen: Verwenden wir wieder Darstellung aus Definition 4.1.4
e8] v
/ ITiollp2 ds < lpllocllé 2 / IXC8) oy 19650 (i5) (Gissin = 936) ()]s, ds
o 2y

Als nachstes (4.1.9) und wieder Darstellung aus Definition 4.1.4. Nach Formel (4.4.8) existieren
endl. vieles; > 4, so dalR

< Coyn Y / (IVa,x(is)

i€l Zy

o 100x(i3) 122 ) | (Gissin — 935) (£l ds

Nun (4.4.10’) und (4.1.17). AuRerdesrso klein wahlen, da®(1) < p — 1

_3
< Cowpon VMoo "5 ([f 10y + 1 fll1+)

ITiillpe < llpllooll¥ o2 X091y —oy 2 l|9is B2, (i5) (istin — 9is) (f)||%+6

Formel (4.1.9), (4.3.6) und [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

< Cowp 1(Gisrin = gis) ()lla

Nach (4.4.10) folgt

Cop,
< —LEE 1R f oy + I1f 1l1e)

‘UOO‘ 1+e€
Nach [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] gibt es €in=t(p) € (4, oc], so dafl}

o0 Y
[ el ds < Mollel@lhs [ 0B 69) (v = 5 (s ey
J J

Nach Formel (4.4.8) existieren endl. viele> 4, so dal3

s F10:x(i5)lloo) [|(Gistin = gis) ()l 4c ds

< G Y. [ (IV0.Gs)

el
1€ —
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Nun (4.4.10’) und (4.1.17). AuRerdesrso klein wahlen, da®(1) < p — 1
< o VIHllscl 73 (1 oy + 1 fl1140)
Nach [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] gibt es €in= ¢(p) € (4, ], so daf’
1T3llp2 < [lollooll®lle2 ng'sEvofo (@) (Gist+in — Gis) (f)||max{§+e,p}
Formel (4.3.5) und [ShiKo, Lemma 3.1,3.3]

< Cowp [ Giswin — Gis) (f) |14

Nach (4.4.10") und hinreichend klein folgt
< Coyppv |hHUOO|;Z(”fH1+o(1) + HleJre)

Wegen der Darstellung,(f) = —BE,_(A\)(f + gx(f)) =: —=BE(f + g) ist

gy — gb = —BE,E, + BEE — BEhghEh + BEgE
= —B(EwE, — EE) — BE (gnE — gE) — B(Ep — E) gn
Somitistfur einp > 4/3 + ¢

I(gnBn — 9E) (£)]],
< C, <||B (£, = E) (DN, + 1B(Ew— E) gnEn(H)Il,,
+||BE (91 — gB) (f)|, + I1BE (9nEx — 9E) (£)]],)

Nach Definition vons gibt es ein- > 4, so dal3

< G, (I1B(E, — B) (1), + 1B (B~ B) g En( D, + | VE (9B — 9B) (D], 1o

HIE @~ 9B) (D], + 1B (B~ 9B) (1))
NachYoungUngleichung, Dartsellung in Definition 4.1.4 und (4.1.9) und Soboleveinbettung folgt
< G, (IB(B, = B) (), + IB(Ey = E) nEn(f)]],
H1gnEn = 9E) (lla4e + 1E% (gnEn = 9E) ()l a3, 22 ,2>
Nach [ShiKo, Lemma 3.3] bzw. Satz 4.2.10 folgt
< G (IB(B, = B) (D), + IB(Ex - E) nEn(f)]],

1B~ 9B) (Pl + N0nBn ~ 9B) (Dl 10,2} )
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, 3+p} > 4/3 + ¢, so wiederhole man obige Schritte mit dem dritten Summand
iterativ so oft, bis die Grenz&/3 + ¢ erreicht ist. Dazu sinddthstens noch zwei weitere Schritte
notwendig. Es gibt daher endlich vieledghstens dreip; € [4/3 + €, p] so dald

Ist max{— +e€

< G0 ) (IB (B = BY (D, + 1B (B = B) guBa(Dl,, + 90 B — 9B) (D)

Wegen der Darstellung (4.3.9)= —I'BE und mit (4.3.14) isyy,E, — gF = —TyWBELE), +
I'BEE = TI'B(E; — E') — (I, — ') BE,E;, und wegenl'~! = BE + id ist ahnlich der ersten
Umformung in Beweis zu Hilfssatz 4.314, — I' = I'B(E, — E)[';, also

< C, Z(HB (B, — E') (), + 1B (Ey — E) gnEu(f)]l,,

B (B, — ) (/g + [TB(EY — BYTBE Eu(f)...)

=—0n

< O3 (1B (2 = B (Dl + 18 By — B) uBa( 1)1,

+ LB (B = B') (F)ll 3.+ [TBEL — EYpnEn(F)][ )
(4.3.10) und Darstellung = E° + E= liefern mit veénderterp;’s
< e (IB(E, = BY (D, + 1B (En — E) ()],

Also
(4.4.11)
[(gnEn — gE) (),

< Coe Y (IBE = EYD, +IBE = E)guBu(£)l,) ¥p=g+e
dl.4
piee[n%+e,p]

Nun zu den letzten beiden Termen:

0 Y
[ Tl ds < Molellhe | IGroq

H (giS-l-ihEvoo (is + Zh) — GisEu,, (ZS>) (f + gis+ih(f>> H 41 ds

Nach (4.1.9) und (4.4.11) ist

< Copue / 52185~ S + s,

+ B (Ey = B) gnBn(f + gissin(F),, ) ds
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Analog gilt fur T35: Es gibt einr = r(p) € [4, o] so daf3 nach [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3]

o0 Y
/ ITisllpe ds < lpllocllttlle /

-

H (gis+ihEvoo (ZS + Zh) - gisE’Uoo (ZS>) (f + gi8+ih(f)) ||max{§+6,10} ds

Nach (4.4.11) ist

< Coppee / Z(HB (B, — E') (f + gistin(f)) i
+ 1B (Bw — B) gnBn(f + gissin( £, ) ds

Betrachten wir die jeweiligen Summanden einzeln: Zu eipem 4/3 + € gibts nach Definition
von B und Aufteilung vonE = E° + E* einr > 4, so daR

JIBE, =B+ gval ], ds

[e.e]

<af <|| (B! = B (f + gisrn(), + | (BY = B) (f + giosan (1)

ds)
r+o(1)

Den ersten Term mit [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] und (4.3.5); die beiden anderen Ternveumi
Ungleichung, (4.3.5) und (4.1.19) ergibt schon wedgéh+ ¢ < p; <p

< Coe VI ll1ve

Der letzte Summand wirdhnlich zu den Termel, . . . , Ty aufgespaltet und abgesatht, genau-
er gesagt gibt es zu > 4/3 + e nach Definition vor3 einr; > 4, so dal}

+ HV (E,?’ — E0/> (f + gisrin(f))

;
1B B = BY Bl + g D,
-

5
< Cvﬁ/ HV (El? - EO) ghE}?(f + gis+ih(f))}|m+o(1) ds

-
Y

ey / 1V (B2 — E°) uE2(f + ginran(£) ds

rz-—i—o(l)

-
Y

4 Cu [ 9 (B = B 0B + g ()] oy
-



4.4. A PRIORI ABSCHATZUNGEN

ds

ey / IV (B = B%) guE2(f + gissin(f))

-

ri+o(1)
7
+ Cu [ I1ER = E) 9807 + g D],

-

7
= Coe [ (B = B) 27 + gD,
-
v
+C,U,E/||(E,§° _Eoo)ghE}?(f‘i'gis-i-ih(f))Hﬁ ds
-

4
e / 1 = B™) o5 + gDy ds

-

v
< Cv,s/ IV (x(is +ih) — X(is))“t-s-o(l) thEg(f + gis+ih(f>>“%+o(1) ds t2>2
—y
.
+Ov,e/ IV (x(is + th) = X (@), 4o001) |90 B (f + Gisin(f) 14 ds
-y
.
+Cv,€,’¥’h’/thEl?(f+gis+ih(f))”ri+o(1) ds

-

ds

ri+o(1)

,7
+ Cyeqlhl / |gnEr° (f + Gisin(f))
-
N
+Co [ NOxtis i) = XD o 0B + gicsin () 5
-y

+Cu,e/!|(><(i8+ih) = XC) o MgnBy™ (f + Gisin ()14 ds

-

Y
+Cv,e,v’h’/thE;?(fﬂLgisHh(f))H(11) ds
-
h 3
+Coe [ WEE = E®)9uB2(7 + gsn(1)l,2 ds 4 <5 Soboleveinbetiung

-

o4
< vaevlhllvool_“)(”z||f||1+s/(IIVX(iS+ih)||si+

el
1€ —

+|Ix(is +ih)||.) ds s; > 4, (4.1.15),(4.4.8),(4.3.5)

109
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+ Coe/1]| flse  (4.1.15),(4.3.5),[ShiKo, L. 3.3], Satz 4.2.10,(4.3.5)

Y
 CoerlBlIflee S / (IVx(is + i)l +

el “y
+llxis +iR)|L) ds s; > 4, (4.4.8),(4.3.5)
+Cy /1] <||f||1+6 + ||f||max{1+€733Tpp}) (4.3.5),[ShiKo, L. 3.3], Satz 4.2.10,(4.3.5)

;
_1_, . .
T Coe/ Tl FoO fll1e 3 / (IVx(is +in)),

i€l 7,
+|Ix(is +ih)|| ) ds s; >4, (4.1.15),(4.4.8),(4.3.5)
+ Coe V1MV " °D|| fll1se  (4.1.15),(4.3.5),[ShiKo, L. 3.3], Satz 4.2.10,(4.3.5)

Y
 Coenlhllf e S / (19 x(is + in)]l,

el “y
+lIx(is +ih)|l) ds s; >4, (4.4.8),(4.3.5)
+ Cpenlb|l| fll14e (4.3.5), [ShiKo, Lemma 3.1, 3.3] , (4.3.5)

Und mit (4.1.17) undHolder folgt schlielich
< CoerrpVIP0oo 27O f 14

Insgesamt folgt alsdif 774 undTi5:

o0

_1_,
/(!\T14||p,z+!\T15Hp,z) ds < CopyeV/ [P [0oo] 27| fll14c

Insgesamt giltiir (4.4.6)

o0

15

_3
/ D I Tillpe ds < Coppase VEIvoo) ™3 (ILf 1 + 1 ll1e + 1 fll140(1))
Y=l

[e.e]

wobeio(1) eine Landaufunktion ist mib(1) — 0 fure > 0 undo(1) > 0. Setzen wire :=
min{e, o(1)} fur hinreichend kleines, so gilt (4.4.6) mit¢ statte. Erneute Umbenennung ven
in e zeigt die Behauptung. O



Kapitel 5

Oseen-Gleichung im Auf3enraunt)

5.1 Parametrix und Resolventenabsditzung

Mit diesem Kapitel halten wir uns béglich der Beweisstruktur dicht an die Vorlage von [ShiKo].
Von Kapitel 4.2 her ist die Existenz einedsung der vollen Oseengleichung bekannt. Diedie
Resolventenabséltzung fehlenden Eindeutigkeitsaussagen unter gewissen a priorigibsie-

en werden in denachsten &tzen behandelt. Im Gegensatz zu [ShiKo] betrachten wir hier die
RaumeLr(Q) N L'*¢(Q), statt L?(Q2). Der kleine Unterschied ist wichtig, da die Projektibn

auf den divergenzfreien Teil zwar besg&hkt ist, nicht aber besclnkte Tager erflt.

Fur das weitere Vorgehen, insbesondere um das Zeitverhalten der Oseenhalbgruppe mit Hilfe
der Integraldarstellung zu berechnen, ist das Verhalten dsurigsoperatoren bgi™, 0 wich-

tig. Zu einer gleichraf3igen Integralabsétzung vermge eines Kompaktuumsschlufthft kein

Weg an dem Fal\ = 0 vorbei. Um zuf € LP(R3) oder zuf € L*(Q2) N L'*T(Q) tatsachlich
V2EY(f) € LP(R®) zu zeigen, virden wir geme|V2ES(f)[, < CIV>xIilIfl, < Clfll»
vermbge (4.1.9) abséizen. Leider bekommen wir dabei Probleme mit Heausdorff-Young
Ungleichung, die nur Normexponenten von2 auf der linken Seite zal3t. Ein Ausweg \&re
\6;“;((95)\ direkt zu berechnen und nicht wie in Satz 4.1.5 mit der Fouriertransformierten. In
[ShiKo, Lemma 3.8] wurde genau das getan, allerdings duid| < 1, so da? sowohl die
Abschatzung ||[V2E°(f)|l, < CJfll, als auchV2E’(f) € L?(R*) im Fall A\ = 0 noch zu
beweisen sind. Diese Aussagen folgen auch nicht wie in [ShiKo, Lemma 3.4] behauptet aus
[Hormander, Theorem 7.9.5] oder der Variante [ShiKo, Proposition 3.2]. Jedoch bleiben alle wei-
teren Aussagen bis auf den FalE 0 gultig. Mochte man jedoch darauf bestehen auch den Fall

A = 0 unter Kontrolle zu bringen, so kann man wenigstéirgf> 4/3 vermdge (4.1.4), (4.1.9)

und [Friedmann, Theorem 9.3, S. 24] berechnen:

1 1
[92E°0se < CAVEADIE g 1220 s

1 1 1
< C. ||f||12+0(1) HX||22+0(1) ||fH12+0(1)
< Cellf oy

111
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Wir mochten die Ibsung der Oseengleichung als Kombination von eirdsuing auf beschnkten
Gebieten und einer auf gai®? angeben. Dazu ist es notwendig Funktionen einerseits divergenz-
frei abzuschneiden und andererseits divergenzfrei fortzusetzen. Eine elegante Methode, die auch
schon in [ShiKo] verwendet wurde, ist die mit Hilfe des Lemmas Bogovskii

Satz 5.1.1 (Bogovskii)Seil < p < co, m > 0 eine ganze Zahl und c R? ein beschanktes
Gebiet. SelV;"*(D) = {f € W;""(D)| [, f(z) dz = 0} die Menge der mittelwertfreien
Sobolevfunktionen. Dann gibt es ein Operdtor W7 (D) — Wé”“”’(D)3 so daf

(5.1.1) divB(f) = f inD und IB( ) pm+1,0 < Cpm,p |l fllpm,p

Beweis Siehe [Bog1l], [Bogl] oder [GiSo, Lemma 2.1] oder [Galdil, 11l.3] oder [Iwa, Proposition
2.6]. O

Der eigentliche Clou bei der Verwendung von Abschneidetechniken ist die folgende Folgerung
aus Satz 5.1.1, die schon in [ShiKo] verwendet wurde, dort bewiesen wurde und die ich hier nur
Zitiere.

Folgerung 5.1.2Seil < p < oo undG = Q,92 N B,(0) oderR?, wobeir mindestens so grof3
ist, daBOQ N dB,_1(0) = (). Seim > 1 eine ganze Zahly € C5°(R?) eine Abschneidefunktion
mit p(z) = 1far |z| < r —1unde(z) = 0 fur [z] > r. Istu € WP(G)?, divu = 0in G
undu = 0 aufdG, dannist(Vy) - u € Wy?(B,(0) \ B,_1(0)). Insbesondere i€ ((Vy) - u) €
W (BL(0) \ B._1(0))", divB((Ve) - u) = (Vi) - u und

(5.1.2) IB(Ve) - w)llpmires < Comerllullpm s o050

Istu € WP(Q)°, divu = 0in Q undu = 0 aufds?, dann existiert ein € W,"-"(R?)” mitu = w
in Q und divw = 0 in R3. Ist dariiberhinaus. € W™ (Q)?, dann ist auchv € W™?(R?)’ und
es ist||wllymrs < Cpmllullpm.e

Beweis Siehe [ShiKo, Proposition 2.4]. Dort verwend@poinca Ungleichung, Lemma von
Bogovskii und Divergenztheorem. O

Kommen wir nun zur Konstruktion einerdsung von Oseen alf. Es sei hier noch einmal an die
Bezeichnungen in Kapitel 3 und 4.2 erinnert, insbesondere an die beidamdgsoperatoren auf
beschénkten Gebietef(\, f, ¢) fur die GeschwindigkeitZ(, f, ¢) fur den Druck und an die
beiden losungsoperatoren auf unbesatkten Gebietelt’, ., bzw. E,__ , fur die Geschwin-
digkeit , IT bzw.II, fur den Druck.

Satz 5.1.3 (Parametrix) Seil < p < oo, € > 0 hinreichend kleiny., # 0, f € LP(Q)NL'*T(Q),
Re(A) > 0und K C {\ € C: Re(\) > 0,\ # 0} eine kompakte Menge. Bezeichfyedie
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Fortsetzung auf ganR?® von f mit 0. Seip € C3° wieder eine Abschneidefunktion mpitr) = 1
fur |z| <r —2undp(z) =0flr|z| >r—1lundc = c(f) := fBT(O) I1,(fo)(z) dz. Definiere

Dy A(f) = (1 =) Eugwn(fo) + ¢L(A, fla,, )

(5.1.3) +B((V9) - Evcwn(fo)) =B((Ve) - LA, fla,.c))
Pooea(f) = (1 = )L(fo) + ¥Z(A, fla,.c)

Danngiltfurl < ¢ <p

(5.1.4)

120 Aoz < Copripaic (11l + 1 llie 4 €)s IVPuc Al llg < Copr (1l + 111
(5.1.5) (A4 (Vo0 - V) + XA+ B) Py A(f) + VPun(f) = f+ Vu a(f) INQ
(5.1.6) div®, ,(f) =0 inQund®, ,(f)=0aufoQ
(5.1.7) Z(A, fla,,c)(x) de = IL,(fo)(x) de = ¢

/ J
wobei

(5.1.8) ¥, a(f) =
2(Vep) - VEu wa(fo) + (A@) By v (fo) = (Voo - V@) Eu won(fo)
= 2(9¢) - VLA, flo,. ©) = (APLA, fla, &) + (v - DIP)LIA, o, )
+ (~A+ (v V) + A+ B) (B((V9) - Bvc (o) = B((V9) - LA, fla,. )
— (VOL(fo) + (VH)T(A, fla, )
+ (Vo) - (v® Euwn(fo) = v @L(A, fla,, ¢) + Eopwn(fo) @ v —L(A, f

und ¥, \(f) € Wy (B,-1(0) \ B,_»(0)) ist ein kompakter Operator vok¥ (Q2) N L*+(Q) —
LP(Q) N L*(Q) fur A € K.

Qr>s C) ® U)

BemerkungBeachte, dal3 sowohl die Darstellungen (5.1.5)(5.1.8), als auch die Aussage zum
Druck in (5.1.4) fir A\ = 0 guiltig bleiben. Nur die Regulaét®,__ ,(f) € W?%(Q) gehtfir A = 0
verloren.

Der Operato,, _ ,(f) istin der Tat nicht geradébersichtlich, aber da stets Ableitungen von
vor den Summanden stehen, hat er kompakté&gdi. Wir wollen spter die losung der vollen
Oseen-Gleichung al&d + \)(f) = @, (I + ¥,)~*(f) schreiben. Dazu wird es notwendig sein
die Invertierbarkeit vori + W, zu zeigen.

Beweis Verzichten wir fir die Dauer dieses Beweises auf ahge Indizes; so sei kurgz = F,__,
alsoE,_ ,(fo) = E(f +g(f)) und der Operator gibt vor, ob es sich um eine Eindokung oder
eine Fortsetzung handelt.

DaR¥(f) € Wy?(B,-1(0) \ B,_2(0)) auch fir A = 0 ist, folgt offensichtlich aus (4.1.9), Satz
5.1.2, (4.2.12), Satz 3.0.13 und (4.3.5). M beschanktesD C R3 nach dem Theorem von
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Rellich-KondrachofyAdams, Theorem 6.2, S.: 144] die Einbettung* (D) cc L?(D) kompakt
ist, ist der OperatoWw : LP(Q) N L1T¢(Q) — LP(Q) N L1*<(Q) kompakt.

Machen wir weiter mit (5.1.7): Nach Definition vdih (siehe Satz 4.2.2 und [ShiKo, (3.4) S.: 13]
) ist nach Satz 4.2.9VTI(fy)|l, < C||fl,,» daher ist nach (4.3.50f f € LP(R3) N L'T¢(R3)

19Tl = VLo + o)) < C (Il + )
< (I + 1 v+ 1 e ) < C U+ 112

d.h.IL,(f,) € W'»(R3). Daher ist die Konstante= ¢(f) wegen des beschnkten Integrations-
bereichs wohldefiniert und Gleichung (5.1.7) ergibt sich direkt aus Satz 3.0.13 aus der Definition
vonec.

Seie < p — 1 hinreichend klein und < ¢ < p.
IB((Ve) - Evwn(fo)) = B((Ve) - L(A, fla, . c) || 1
< |[B((Ve) - E°(f +9))|,., + |[B((Ve) - EX(f + ), + [IB((Ve) - L(f

Hq,l

Nach dem Lemma voBogovskii(5.1.1)
< G,(Ive)- B + a)ll, + [B(Ve) - E=(F + )|, + [B(Ve) - LN, )

Holder, YoungUngleichung, Darstellung® f = x = f und wieder Lemma voBogovskii(5.1.1)

(IIVsOII Xt 1+ gllse = IVl lEZ(f + g)llg + [[Velloo|[L(f )Hq)

(4.1.9), [ShiKo, Lemma 3.3], Satz 3.0.13 (3.0.5) und (4.3.5)

< Gy lse + 1 e, 20y + lel)
< Copr (I lp + £ luslel
Analog zu dieser Rechnung ergibt sich mi. ¢ < p
[B((V¢) - Evwn(fo)) =B((Ve) -L(A, fla,,0)],,
< |[B((Ve) - E°(f + )|, + IBU(V9) - E=(f + )|, + [B((Ve) - LN,
(V) - B + ), + IIB(V) - B2 + )|, + [B(Ve) - L))
Iellaalixll_ allF + llvee + IVl lE=(F + 9)llan + IV lsel Ll )
1 lhse + DA 1la + lglly + lel
Co(IF e + 1l + 1 14,0y + 1el)
Cour (1o + 1 llsc +1el)

Coper (I F1lp + 1 F e + I

<
< C,

IN

Cy

IN

Cy

IA
7/ N7 N7 NN/~

IN

IA
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Damit folgt aus Satz 4.2.10 (4.2.14) und Satz 3.0.13 (3.0.3):

1D g2

IN

Comr (11 = Pl B + 90N a2 + I lazlLlHllaz + 11 + 1 Fllsc + el
Camric (11l + 190 o + 171l + 1 e + el
qu(ufum 8l + 1 e 2y + 1+ 1l + el

Comront (I1Fllp + 1 Fll1e + el

INIA

IN

DaRP,_.(f) € W' (Q) liegt, folgt unmittelbar aus Satz 3.0.13 und Satz 4.2.9 (4.2.10)

IVPor(llg < Corll fllg < Copr (1F1lp + 11 111c)

Das zeigt (5.1.4).

(5.1.6) ist offensichtlich: Die Terme mit deBogovskiiOperator sind gerade so gahit worden,
daf} die Divergenz verschwindet. Am Gebietsratdverschwinden wegen der Definition vgn
sowohl der Term mit dem Ganzraumoperalirals auch die Terme mit deBogovskiiOperator.
Letztere haben sogar kompakter@ader in{r — 2 < |z| <r — 1}.

Bleibt (5.1.5) und (5.1.8) zu zeigen: Sei kufz, = £, _, .. Benutzen wir u.a. die Formel
A(fg) =2V f-Vg+ fAg+ gAf um geradewegs zu berechnen:

—Al = @)E,(f) =2Ve - VE,(f) + (Ap)E,(f)  + (1= @)(=A)E(f)
(Voo * V)(1 = @) Eu(f) = = ((ves - V)9) Eu(f) + (1= ¢)(vs - V) Ey(f)
AL =) Ey(f) = + (1= 9)AE(f)
B(1=9)E,(f) == (Vo) (v@ Eyf + E,f ®v)  + (1 = )BE,(f)
V(1 =o)L (f) = =(Ve)IL(f) + (1 =) VIL(f)
—AL(f) = =2V - VL(f) = (Ap)L(f)  + ¢(=A)L(f)
(Vo - V)PL(f) = ((veo - V)9)L(f) + (Vo - VIL()
ApL(f) = + @AL(f)
BoL(f) = (Vo) (v @ L(f) + L(f) ®v)  + BL(f)
VoI(f) = (Ve)I(f) + oVI(f)
Die linken und rechten Seiten jeweils aufsummiert ergibt
(A4 (v - V) + X+ B)®(f)
+VP(f) =V(f) +f
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Satz 5.1.4 (Eindeutigkeit) Seil < p < oo, Re(A) > 0 und ReynoldszaiReg < 1. Erfulle
u e W2?(Q) undp € W'»(Q) die homogene Gleichung
(-A+ v VHA+B)u+Vp=0 inQ
(5.1.9) divu=0 1InQ
ulon =0

Dann istu = 0 und p konstant.

Bemerkungln [ShiKo, Lemma 4.1] wird nur: € WW2? und geeignete Wachstumsbedingungen
anu verlangt. Jedoch wird dieser Satz nur # # 0 oder fur Funktionen vom Typ, = ®(f),

[ € LP(Q) mit zusatzlichen Annahmen verwendet. In beideil€n kann man: € W?2? leicht
zeigen. Der Beweis von [ShiKo, Lemma 4.1] gebraucht au3erdem die Tatsach@é, daR) <

W22 (R3) liegt, was aber noch zu beweisen ist, da diese Aussage nicht wie in [ShiKo, Lemma 3.4]
behauptet aus [Btmander, Theorem 7.9.5] oder der Variante [ShiKo, Proposition 3.2] folgt. Mit
unserem Satz 4.3.1 (4.3.1) folgt dies zumindé@stf > 2. Das aber gdigt schon, um [ShiKo,
Lemma 4.1] zu zeigen.

Beweis Sei D C (2 ein beschanktes Gebietu € W2?(D) l6st (5.1.9), d.h.
~Au+Vp =—(voo - V+ A+ B)u € W™P?(D)

und nach Satz 2.0.7 ist € W™ *t2P(D) undp € W™it1?(D). Wegenm, = 1 und Induktion
folgt p, u € W\(Q),VI € N.

Nach Folgerung 5.1.2 gibt es zue W??(Q) undp € W'?(Q) einy € W2P(R?) N WE(R?)
und ¢ € W(R3) N WP (R?) mit divy = 0 undn|gs\q = u bzw. g|rs\o = p.

Setzef := (—A + vw - V + X + B)n + Vg. Offensichtlich hatf kompakten Tager inR? \ Q2
und deshalb isf € WH4(R?), VI € N, q > 1, was fir ¢ > p aus deiSobole\Einbettung folgt.

Behauptung: Br ein hinreichend kleines= 4(p) ist
(5.1.10) w := E(f) — EB(n) € W*A(R®) n W*(R*) N L*°(R?), TI(f — B(n)) € L*(R?)

(5.1.11) A(n;)ien CN @ lim — / lw(z)|* dov =0, Gn, = {n; <|z| < 2n;}

i—00 T;

(5.1.12) ||B(77)||2 € L*(R?)
Beweisdazu: Seiv € N? ein Multiindex mit1 < |o| < 2

1o E(F)ll2 < 105 E°(F)ll2 + 107 E<(H)ll2 < C (10 xI2ll Il + 1 fll2) < o0
IE(H a5 < IE(F)lla=s + 1E%()la=s < C (xlla=sll £l + [ flla=s) < 00

Die j-te Komponente voi(n) ist definiert durch

Z Cz ’Umj + nzvj)
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mit a; € N einem Multiindex mit|c;| = 1. Daraus folgt

EOB Z Xkj *
- Z Xkj * Z ¢i0y" (vinj + miv;)
= Z Z Xkj * Uznj + nZUJ»

7j=1 =1
Z aaZij %77; + 771%)
=1

und mit§; = £

s ST (Z C] (Ukn] + 77k:”])>

MB(n) =F | Y e
k=1

_ ZS: e (fkf"‘jf((vk’f?j +77kvj))>

J 2
2 €]

_ i 0% F~! (fkﬂ(”k%‘ + ﬁk%)))

€12

3
= ;0T (nv + v;n)
j=1
Also gilt allgemein fir jedesq € [2, o0] nachHausdorff-Youngind Holder Ungleichung we-
gen |92 E°B(n)|l§ < Cy I F (O E° B3 < Cq 323 pms I1IF (028ixas) F (viny +n505) 1%, mit
einem Multiindexa € N3

(5.1.13)
1 1

; ; 1 1
[VEBON, < Carsa PV ollslinlly V14 = T4 S 2 g =2 S >

w | =

=
| —

wobeil = 1/r + 1/r',4 > 0 und divpy = 0. Und wegen Satz 4.2.9 (4.2.10) ifiB(n)[|? <
S IV (0 + vm)llg < Collngo +vnll§ < CopsllollInllg wobeil/q = 1/p+ 1/, also

1 1 1
(5.1.14) IMBG) ;< Capsllellslinl, vi 1,1

qa p S

Seie < 1/p' hinreichend klein. Wenden wir (5.1.13) auf unseundi = 1,2, ¢ = 2, r =
p/(1+pe) < 1/r=1/p'+eunds =2/(1 —2¢) > 2 an. Dann ist nach (4.1.9)

IVEB()|, < Cylinll, <= E°B(n) € W**(R*) n W' (R?)
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AulRerdem existiert zll < p < oo eind(p) und FunktionerO(4) mit O(6) — 0, fallsé — 0 und
0.B.0O(0) > 0undO(§) =0 < d=0,s0dall +1/(4—9) =3/(44+0()) +1/(2+
0(9) +1/pund1/(2+ 0O(9)) +1/p > 1/2, d.h.

1E°B()|,_s < ClIVXI 1106 I0ll2+06 Il < Cyllnll, < oo

Nach Konstruktion isty € W2#(R?) N W (R?) S W2P(R3) 0 WEI(R?) S W24(R?), Vg > p
mit hinreichend groRerh [ € N, also

IE=B(n)ll3 < I1BM)ly < Collnll,,, < oo p=>2
||EOOB(77)||2,2 < [[Bn)l, < Cy ||77||2,1 < 00 p<2

Esistnach (5.1.14) und (4.2.11)

TICf = B))ll2 < CIIH 2 + TIBMm)lI2) < C(If 11 + [vlarownlla-s) < oo

Damit ist (5.1.10) und (5.1.12) gezeigtiiFeina € L undn € N seia,, = fG Na(z) P da.
Dann gibt es eine Teilfolgéu,, )iey Mit a,,, < (n;)~* andernfalls

\a |pdx>2/ |pdx—Zan>Zn =

neN neN neN

Widerspruch! Seja,,, );cn diese Teilfolge zuy € L*~°. Dann gilt nachHolder

1-0(9) 140(5)
1 2 1 -6
— de < — 1d d
= w@pdr< | [1a [t o
Gni n; Gni

S ni_l |Gm|%70(6) ni—%—O((S)

== C’ni_o(‘;)

—0 (1—0)

was (5.1.11) zeigt.

Nach Definition vornw undv ist

(“A+ v VH+XNw+ VI(f = B(n) =f—Bn) = (—A+ v - V+ A+ Vg
= (—A—FUOO-V—F)\)Z—I—Vk::O divz = 0, wobeiz = w — n, k:H(f—B(n))—q
= )i+ i€k =0, if-2=0, wobeig(€) = —|¢]> +ive - £+ A

A , b
= 0=if-2=it ( 5%(5)) € g YEA0 Re(n) 20

Da nach Hilfssatz 4.2.4,(¢) # 0 fir & # 0, Re(\) > 0, istk # 0 hochstens it = 0 und somit
auchz = —igl%/qx(g) # 0 hochstens if = 0. Nach dem Strukturtheorem fiimander, Theorem
2.3.4] Uber Distributionen ist(z) ein Vektor von Polynomen und audhz) ist ein Polynom
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und da abew € L*°(R?), v € LP(R®), VII(f — B(n)) € L*(R®) undVq¢ € LP(R?), folgt
z=Vk=0.

Das bedeutet|o = v = w € W22(R¥)NWIA(R})NLI(R?) , pla+c = g+e=TI(f-B(n)) €
L?(R?) und es gilt die Wachstumsbedingung (5.1.11).:8ei C¢° eine Abschneidefunktion mit
Y(z) = 1fur|z] < 1undy(x) = 0 fur|z| > 2 und seiy;(z) = ¥ (x/n;). Wir testen die
GIeichung(—A + V- V+A+ B)u + Vp = 0 mit y,u. Partielle Integration und die Tatsache,
dai3 divu = 0 ergibt

0=<tu, (—A+vs-V+A+B)u+Vp >
3
—< iV, V> 401 Y / (00 (/ns) (Ou(x)) - ulw) da
j=1

nfl

2

/((voo V)Y (z/n;)|u(z)]? de + i Im < ¢ (veo - V)u,u >
Q
+ A <Yu,u >+ Re < Yu, Bu > — < u((u . V)wi),v >

n /((v - V)Y) (z/n)|u(z)]? dz + i Im < ¢u, Bu >

2

/ Vo) (@ /n;) - u(@)(p(z) + ¢) dz
Q

Betrachten wir nun nur noch den Realteil dieser Gleichung unétseh vermigeRe(\) > 0 ab.
Wegen der Definition der Reynoldszahl isty;u, Bu >=< u, Bu > — < (1 — ¢;)u, Bu >>
—Reg [[Vull3 + [[Vullzrs\s,, . [ulls g\ ., 1Vll3r0\B 10 + 1l gs s,  NVVI32808, 0 >

—(Reg +o(1/n;))||Vul|3 und somit

n;+1

0> [[Vull3 + Cni (| Vullz + [0l + [[p + c]l2) / u(x)]” dz — (Reg +o(1/ny))|| Vull3

g

Wegen der Wachstumsbedingung (5.1.11) und da die Reynoldszahl echt kleiner 1 sein soll, folgt
nach dem Greribergangi — o)

0> [Vl

Das impliziertu = 0 und daher wegen (5.1.9) au¥tp = 0.
O

Hilfssatz 5.1.5Seil < p < oo, Re(\) > 0, ¢ > 0 hinreichend klein undl,__ , wie in Satz
5.1.3 definiert. SeK := L2(Q) mit Norm||.||x = ||.]|, oder X := LP(Q) N L**¢(£2) mit Norm
Il.llx = [|-ll, + [|-l1+.. Dann besitzt der Operatob,  ,+1: X — X eine beschinkte Inverse
(\Ijvocu)\ —I— H)il
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Beweis Fast wortvortlich wie [ShiKo, Lemma 4.2]

Die Wohldefiniertheit, d.h., da®,_ , + I Abbildung der angegebeneraBme ist, ist wegen
Holder offensichtlich, dav,,__ , beschankten Tager hat.

Wie in Satz 5.1.3 gezeigt, idt,_ , ein kompakter Operator. Nach déedholm’schen Alternative
geriigt es daher die Injektivat von¥,_ ,+1 zu zeigen. Wegeh®(Q) C LP(Q)NL'T(Q), geriigt
es die Injektiviait fur X := L7(Q) N L'*<(Q) zu zeigen.

Sei alsof € LF(Q) N L'*<(Q2), so da ¥, +I)f = 0.

Daf = —V,_.(f) € Wy*(B,_1(0) \ B,_»(0)), insbesondere auch kompakteragder hat, folgt
nach Iterationf € L?(Q2) fur allel < ¢ < co. Unablangig von), insbesondere auchif A = 0,
folgt nach (4.1.9) und (4.3.9)°(fo + gx(fo)) € W24(Q) fir ¢ > 2, nach [ShiKo, Lemma 3.3]
bzw. Satz 4.2.1E>(f, + gx(fo)) € W4(Q) fur ¢ > 1, nach Satz 3.0.1B(f) € W>(Q) fur
¢ > 1 und nach Folgerung 5.1.2 (5.1.2) Bt(V) (E(f) — L(f))) € W>4(Q) furg > 1. Nach
Satz 4.2.9 (4.2.11), (4.2.10) und Gleichung (4.3.5)li6t + g(f)) € W4(Q) fur¢ > 2 und nach
Satz 3.0.13isT(f) € W'4(Q) furg > 1.

Fixieren wir ein solcheg > 2, etwap, > 2.

Das bedeutet, da:= @, ,(f) € WP (Q) undp := P,

Voo,

A(f) € Whro(Q) und die Gleichung
(-A+ (vo - V) + A+ B)u+Vp=0 divu =0 ulon =0

erfullen. Nach Satz 5.1.4 folgt = 0 und p ist konstant.Da € LP°, mul3 der Druckp identisch
Null sein.

Also konnen wir schreiben:

(=) Bo(fo) + ¢Llfla) + B((Ve) - Bue (o)) = B((Ve) - L(fla)) = 0
(1 =)L (fo) + ¢Z(fla,) =0

Nach Definition der Abschneidefunktignund daB((Ve) - E._.(fo)) — B((Ve¢) - L(fla,))
seinen Tager inB,_;(0) \ B,_»(0) hat, folgt aus (5.1.15)

(5.1.15)

(5.1.16) Ey_o(fo) =T,(fo) =0 fur |z| >r —1
(5.1.17) L(fla,) = Z(fla,) = 0 fr faf < r—2
Setzen wirz := L(f|qg,) in 2, = QN B, (0)undz = 0inR3\ Q bzw.k := Z(f|q,) in QN B,(0)

undk = 0in R\ Q. Dann ist wegen (5.1.17%) € W?2?(B,(0)), k € W' (B,(0)) und z, k
erfullen

(—A—i-(UOO-V)—i-)\—f—B)Z—i-Vk:f()’Br(g) divz=0 Z’aBT(O):O

Andererseits gilt wegen (5.1.16) und (4.100E... .(fo))|5,0],,o < CrorlIXll_r 2l fllises

o(1)’

daB (E...(fo))|5.0) € WP (B,(0)) ist. Wegen (5.1.16) und (4.2.12) folgt auBerdem daf
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(IL,(fo))|B,(0) € W' (B,(0)) und daB folgende Gleichung &ttt ist

(A + (e - V) + A+ B) ((Bua(fo)) 15.0)) + ¥ ((1(£0)) 3.0 ) = fol .10
div (B, (f0)) 8,0 =0 (Eoen(fo))lon. 0 =0

Ziehen wir jetzt beide Gleichungen voneinander ab, so giltunit= z — (E._ .(fo))|o5.0) €
W2 (B,(0)) und g := k — (IL,(f0))|5,0) € W' (B,(0)) wegen (5.1.7)

(A + (Vo - V) + A+ B)w+ Vg =0, divw=0, wlsp o) =0, / q(z) de =0
B (0)

Von Satz 3.0.13 wissen wir, dal3 diésung dieser Gleichung auf beséghkten Gebieten eindeu-
tig ist, d.h.w = ¢ = 0in B,(0) und inQ2 N B,.(0) gilt daher

(5.1.18) By (fo) = L(f

), I, (fo) = Z(f

o) inQ, = QN B.(0)

Da der Tager vonVy C B,_1(0) \ B,—2(0) € © N B,(0) liegt (die Konstante- war hin-
reichend groR definiert) folgt aus (5.1.18), d&Ry) - (E,..(fo) — L(f|o,)) = 0 und so-
mit auchIB%((Vgp)(vaU(fo) - -]L(f|m))> — 0. Nach (5.1.15) istZ,_,(fo) = IL(fs) = 0
in QN B,(0) und zusammen mit (5.1.16),_ ,(fo) = I,(fo) = 0in ganz(, also f; =
(=2 + (0o - V) + A+ B) B o(fo) + VIL(fo) = 0.

O

Hilfssatz 5.1.6 Seil < p < oo, §,r > O reelle ZahlenK; C {\ € C: Re(\) >0, |\ >4} und
Ky C {) € C: Re(\) > 0,]\ < 0} kompakte Mengen. Dann iéb,,__ , + I)~! holomorph in
A und gleichraRRig in X = LP(Q) N L'*<(Q) und X = L2(Q) beschénkt, d.h. es existiert eine
KonstanteC' = C'(K1, Ky, r,p) > 0, so dald

[(Woon + DA < CI D Vi e LP(Q)

(5.1.19) )
|(en + D], < OO+ IFle) 0= 1.2, ¥F € LX(Q) N LH(Q)

Beweis Bis auf die Referenzen worfiwtlich wie [ShiKo, Lemma 4.3].
Wir beweisen den Falk = LP(Q) N L'*<(2). Der andere Fall ergibt sictbllig analog.

Im Fall A\ € K; wegen Satz 4.2.10; im Fal € K, wegen Satz 3.0.13, Satz 4.1.3 (4.1.5),
Folgerung 5.1.2 und Satz 4.3.2 (4.3.6) folgt wegen deifd,in, \ B,_, beschéankten Tager von
\Ijvoo,)\

(5.1.20)

(W onr = Poer) (D, + 1(Por = Yoo ) (e < Comrcreald = N3 (LF1lp + 11 l11¢)
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Ahnlich wie im Beweis zu Satz 3.0.13, schreiben @ir, _ , + 1)~ als Reihe:

> j
(5.121) (T +D)7" = (T a+D)7" ) (—1 ( ,A+H)*1(\vam,A/—\vam,A))

j=0

wobei die Konvergenz der Reihe in der Operatorennfyrm || (x) zu verstehen ist. Die Reihe
konvergiert genau dann in der Operatorennorm, wenn

[(Woror + D7 (Toren = Yoo )|l ) < 1

ist. Nach Hilfssatz 5.1.5 ist¥,. , + I)~' unablangig von\ stetig in LP(2) N L'*<(2), also
[(Pyor +I)7Ylzx) < oco. Deswegen existiert nach (5.1.20) und (5.1.21) zu jedem K,
Jj =1,2eind, > 0, eine Umgebungls, (\) = {\ € K, : [\ — X| < d,} und eine Konstante
Cprn > 0,50 dalj[(V, v + 1) zx) < Cpraund (¥, v + I)~* holomorph inX fur alle
N e ng()\) ist.

Da Kj, j = 1,2 jeweils kompakte Mengen sind, existieren endlich viglg k; = 1,... N;, so
dafd

J
= Us,, (M) j=1,2
Setzen wir
Ci= max, Coron,
j= 12

so zeigt das (5.1.19).

Hilfssatz 5.1.7 Seil < p < o0, gp > 0 und|vs| < 0. Sei0,_ , = P(—A 4+ vy - V + B) der
volle Oseenoperator. Dann existiert ety > 0 und eindy = dy(p, op) Mit0 < §y < 7/2, so dafd

(5.1.22) Qv + A fllpz + A (O o + AD T fllp < Coll £l

furalle f € H,(2), |A| > Round|arg A| < 7 — d.

Beweis Bis auf die Referenzen fast wordntlich wie [ShiKo, Lemma 4.5].

Nach [BoSo] oder [Wahl1] gibt es eiky > 0 und eindy mit 0 < §y < 7/2, so dal3tir ein\ € C
mit |A| > A\ und|arg \| < ™ — ¢y gilt

[llp2 + [Alllull, < Cpll (A 4 Alul], Vu € D(A) = D(0y,,) = D(Oy,.0)
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wobeiA = P(—A) der Stokesopertor ist. Daraus folgt

[ullpa + [Alllull,
< Cpll(A + ADul,
< Cpll(Ov o + ADull, + Gyl|Pll2izr () [vso [ Vull, + Coll Pl 2(zr @ | Bull,
< Cpll(Oue o + ALl + Cog |11

Nach einem Interpolationstheorem [Adams, Theorem 4.14, S.: 75] folgt

1
< Coll(Queeo + AD)ully + 5 llullpz + Cpoollully
Also
Hqu,? + (|/\| - Opvao) HUHP < Cp”(@voc,v + )‘H)UHP

WabhleR, > 2C, ,,, dann folgt fir |A\| > R, und|arg A\| < 7 — ¢, die Behauptung.

Theorem 2 (Resolvente von Oseenyeil < p < oo, Re(A) > 0, Ap;00 > 0. SeiQ,__, =
P(—A + v - V + B) der volle Oseenoperator. Dann existiert 2d > Ao und |v.| < oq die
ResolventéQ,_ , + AI)~! in H,(Q) und es gilt

(5.1.23)  [|(Oveo +AD " fllp2 + A[(Ovew + AN flly < Copomnlflle VF € Hy(Q)

C 0,00
< PN f|,  Vf € Hy(Q)

0
(Op v + A1 <
bo 1+ IA|

120 |2

BemerkungDie Gestalt der Resolventenmenge wie 8ieden einfachen Oseenoperator in [ShiKo,
Theorem 4.4] angegeben wurde, konnten wir hier leider nicht erreichen, obwohl es auéib&schr
ten Grundgebieten der Satz 3.0.13 nahelegt. Hier gilt es die Existeng,vals Losung von

g = —BE,_,f — BE,_ g fur den fehlenden Bereich in der negativen reellen Halbebene nach-
zuweisen.

Tatsachlich muf3ten wir in Hilfssatz 5.1.7 nicRe(\) > 0 voraussetzen, was einen weiteren Hin-
weis darauf bildet, dal3 sich die Resolventenmenge des vollen Oseenoperators im Wesentlichel
wie die des einfachen vei.

Der Unterschied zu Hilfssatz 5.1.7 ist, dal3 higbeliebig klein gewv&thlt werden kann. Dieilicke
zwischen einem beliebig kleineky, und R, fullt dann gerade eine kompakte Mengebzw.
(5.1.29).

Beweis Bis auf die Referenzen worfiwtlich wie [ShiKo, Theorem 4.4].

Am liebsten viirden wir(Q,,__ , + AI)~' f = ®(¥,,_ \ + 1)~'(f) setzen, doch haben wir uns bei
dem Nachweis der Stetigkeit véi¥,_ ,-+1I)~'(f) zugunsten des Falles= 0 auf die Funktionen
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f e LP(Q) N L'(Q) bzw. f € LP(Q) beschankt. Wir missen jetzt also einen kleinen Umweg
machen:

Sei zuf € H,(Q) wieder f, die Fortsetzung mit O vorf auf ganzR®. Dann istE,__ , ,(fo) =
E,.A(fo + g:(fo)) € W2P(R3) nach [ShiKo, Lemma 3.1] und Satz 4.3.3 und esVisi(f, +
gx(fo)) € LP(R?) nach Satz 4.2.9 (4.2.10) und Satz 4.3.3. Offensichtlich gilt wegen Gleichung
(4.3.9):

(—A+ v - VAH A+ B)Eyon(f) + VII(f + gr(f)) = fo

Indem wir eine geeignete Konstante vpffy) := II(fy + g.(fo)) abziehen knnen wir 0.B.
annehmen, daf3in B,.(0) mittelwertfrei ist, d.h.

(5.1.25) / pdr=0

B, (0)
SeiK C R® x {\ € C: Re(\) > 0,\ # 0} eine kompakte Menge, dann ist nach Satz 2.0.9
(2.016)|5(fo) .5 (0) < CrlIVB(fo)l.5,0) € L(R?) und

(5.1.26) 1B v (f0)llp2 + IVD(f0)lp + [[P(f0)lp.5,0) < Cprsrcll fll

Seip € C§° eine Abschneidefunktion mit(z) = 1 fur|z| < r—2undy(x) = 0fur |z| > r—1.
Seiw := (1 — @)Eu_wn(fo) + B((Ve) - Eown(fo)) und g := (1 — ¢)p(fo). Dann ist nach
(5.1.26) und Folgerung 5.1.2

w e W(Q)NW,P(Q) N Hy(Q) =D(0,._.), q€e WP Q)
(5.1.27) (A4 v - VHAX+B)w+Vg=f+hy inQ
[wllp2 + IValy < Coxllflly, V(e A) € K

wobei (vergleiche Beweis S.: 115 von Satz 5.1.3)

hvoo,/\ = _()Of + 2(v90> : VEUoo v)\(fO) + (ASO) Voo Uy A fO ( : ) Voo U /\(fO)
(VSO)(U@EUOOU)\(]CO)+Evoov)\(f0) )
+ (A + 0 V+ A+ B)B((Ve) - Eown(fo)) — (Vi) (fo)
Da die Téager vonp, Vo und Ay in B,.(0) liegen, isth, , € L2(£2) und wegen (5.1.26) folgt
(5.1.28) oo Al < Gl I V(vso, A) € K

Setze nuny := w — @, \ (¥, + 1) th, sundp := ¢ — P, (¥, +1)"'h, . Dannist
wegen (5.1.27), (5.1.28) und Hilfssatz 5.1.& D(Q,_ ), p € W"?(Q2) und nach Satz 5.1.3
(A4 00 - V+ A+ B)u+ Vp
= (A 4000 VA B)w — (~A+ 00 - VA X+ B) Oy 1\ (T s + 1) hy
+ VD = VP n(Toor + 1) Thy
=+ hpor+ o + DV + 1)y s
=/
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Dartiberhinaus gilt|u|/,» < C, k|| fl, ¥(vs, A) € K. Nach Satz 5.1.4 ist eindeutig und wegen
P(—A + ve - V+ A+ B)u = (O, , + A)u = Pf besitztO,__, + Al eine besclénkte Inverse
(0,0 + A"t von H,(Q) — D(Q,,_.,) fur die gilt

(5.1.29)  [|Quu + XD A)| o < Corllfly V(0w A) € K, VS € Hy(9)

Das, zusammen mit dem Hilfssatz 5.1.7, zeigt (5.1.23) und dal} die Resolventenmenge mindesten
{=X € C: Re()\) > 0} umfalit.

Gleichung (5.1.24) ist eine direkte Folgerung aus (5.1.23): Offensichtlich ist
(Opp v + N = (O o + M) = —(Op o + AN = M) (O, + XT)

Daher ist

_(@vm,v + )\H)72<f)

Zweimalige Anwendung von (5.1.23) zeigt (5.1.24).
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5.2 Lokale Energieabklingraten

Im vorigen Kapitel haben wir in Theorem 2 gesehen, dal? die Resolvente des (vollen) Oseenope-
rators der Gleichung (5.1.24) dégt. Das reicht aus, um die Halbgruppe’! zu definieren. Mit

Hilfe einer Integraldarstellung werden wir hier eine lokale Abklingrate der Halbgruppe in der
Zeit berechnen.

Sowohl die Aussagen, als auch die Beweise in diesem Kapitel sind fast ovtirttv wie die
von Kapitel 5 in [ShiKo]. Da die Referenzen aber stark verschieden sind, wiederholen wir die
Argumente noch einmal.

Auch hier verwenden wir den Banachraui= L?(Q)NL**<(Q) mit Norm ||.||x = ||.[[1sc+]-Il,
anstatt’r((2).

Wir beginnen mit einem Zitat eines Satzes, der urigespdie Abfallrate eriglichen wird:

Satz 5.2.1Sei= ein Banachraum mit Norr.||z und f : R\ {0} — = eine=-wertige Funktion.
Sei

1

g(t) = P / e f(s) ds

— 00

Gilt
sup i [ s+ 1) = f(@)zds+ [ 17(s)l=ds <

mit einer vonf abhangenden Konstanteti;, dann ist
lg@)lz < CA+1)72C;

mit einer Konstanted’, unablangig vont oder f.

Beweis [Shi, Theorem 3.7]
O

Nach Theorem 2 kennen wir die Regulatitler Resolvente von Oseen bis auf eine Umgebung der
Null. Der folgende Satz gibt Auskunitber die Regularit in dieser Umgebung und verwendet
Satz4.4.1:

Satz 5.2.2Seil < p < 00,1 < ¢q < p, e > 0 hinreichend kleingy, v > 0 undr > so grol3 , dal}
R3\ Q C B,(0). Seip € C°(R) eine Abschneidefunktion mits) = 1 fur |s| < v undp(s) =0
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fur |s| > v+ 1. Seiy € C3°(R?) eine Abschneidefunktion mit{z) = 1 fur |z| < r undy(x) =
fur |z| > r + 1. Dann gilt
) ds
p,2

C T,7Y,00,€
< PRI+ o)

(5.2.1) 7 <||wp<s><@%,v i) L | () @+ 25177

ds

q,2

(5.2.2) sup |h| /Hw pls + B)(Op + (i + i)D" = p(s) Oy +51) ) f
h£0

C TY,00,€
< L(IIprJr £ ll14e)

Voo 3

fur jedesf € H,(Q2) N L**(Q) und0 # |vs| < oo Mit einer vonf unabléngigen Konstanten

Cp7r7770076'

Beweis Bis auf die Referenzen worfiwtlich wie [ShiKo, Lemma 5.1].
Dat beschéankten Tager hat, knnen wir uns 0.B. auf den Fajll= p zurickziehen.

Da f € H,(Q2) N L'*<(Q), kdnnen wir mit den Bezeichnungen aus Kapitel 5.1 die Resolvente
(0, » + AI)~* explizit angeben: Nach Hilfssatz 5.1.5 liggt,__ » +I)~' f in LP(Q) N L'*<(Q).

Fur Re(\) > 0, A # 0 istdann nach (5.1.4p, (¥, +1)~'f € Wr?(Q), lést nach (5.1.5)

die volle Oseengleichung, d.h.

(A4 (Voo - V) + A+ B) Py A(Vo n + D) f + VP AV n+ D) f = f
ist somit nach Satz 5.1.4 eindeutig und nach Theorem 2 ist

(5.2.3)
(OQpow + M) f =0y A(Vpn+D)7Hf Ve HQ)NL™(Q), Re(\) >0, A #0

Insbesondere gililf jedesf € H,(Q) N L™(Q) unds # 0

Up(8)( Qv + 18T f = hp(8) Pu s (Vo is + 1) 7 f
= zﬁp(s)q)voo’iiﬁ(\pvoo,is + ]I)—llf

=:d(s) =:A(s)

wobeip € C3°(R) eine Abschneidefunktion mit= 1 fur |s| <~y + 1undp = 0 fur|s| > v+ 2.
Dap Trager in{|s| < ~} hat, durften wirp einfugen.

FUr &(s) = 1p(s)®, s giltflr £ € LP(Q) N L'*(Q) wegen der Darstellung (5.1.3) vdn, _ ;.
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nach Satz 3.0.13, Satz 4.2.9 und Folgerung 5ir2 K ¢ <p

(524)  sup || ®(s)fllgz+ sup A2 @(s + h)f — B(s)fllg2 < Come(IF o+ 1F | 1c)
sER\{0} 855;150

/u@@@mwdssqmﬂum+wwHJ

(5.2.5) N
—1 z = C r€
iilg|h| 2 / [0s@(s + h) f — OsP(s) fllq2 ds < |vp’ ”% (Wl + 11f ll1ve)

Analog zur ersten Umformung im Beweis zu Hilfssatz 4.3.4 ist

(qlvoo,i(s—‘rh) + ]I)_l - (\I/voo,is + ]D_l
= (Vs + 17! <\Ijvm,i(s+h) — \Ijvoo,i8> (o igsimy + 1)

und daher
0 0
5.2.6 — (W is + D)7 = (W is + D)7 Wy is ) (T is + )71
(5.2.6) (s + D7 = =i+ D7 (5 Vo) (oo + 1)
Nach Hilfssatz 5.1.6 ist¥,,_ ;s+1) ' ein stetiger Operatadi? (Q)NL'*<(Q) — LP(Q)NL'T¢(Q)
bzw. L2(2) — LP(€2) mit einer vons unablangigen Einbettungskonstanten (5.1.19). GBrder
Darstellung (5.1.8) vo®,__ ;, f gilt daher nach Satz 3.0.13, Satz 4.4.1, Satz 4.2.9 und Folgerung

5.1.2 und Hilfssatz 5.1.6if A(s)f = p(V,_ s + D)7 f, f € LP(Q) N LT(Q)undl < g <p

_1 C T,€

(5.2.7)  sup[|[A(s)fllg+ sup [R[72[|A(s +h)f = A(s) fllg < = (11l + [1f 1)
s€R SER, h#0 | Voo | T+
r Cp,T,E

10sA(s) fllq ds < o (fllp + 1 ee)
UOO 1+e€

(5.2.8) . o
_1 C T,€
sup 174 [ 10,00+ = 2.0l ds < T2 (11 + 1 v

Beachte, dal¥,,__ ;s f, 0sW,,. ;s f und somit auctd; A(s) f undA(s + h)f — A(s) f beschankten
Trager haben.

Somit ist
[ee} 741
/HW(S)(@WHSH)1pr’2 ds = /Hé(s)A(s)me ds
— 00 —y—1

<2(y+1) sup [|@(s)A(s)f]],,
seR\{0}

< Cpry sup ([AG)f]| +[As)f,,,) nach(5.2.4)
sER\{0}

Corvie
< PR (Il + 1 llave) nach (5.2.7)

—_ 3e
|'UOO 1+e
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< [ (10.@)AG ], + |80 (4)11,,) ds

—y—1
< Cpr~y sup (HA(s)pr + ||A(3)f“1) nach (5.2.5)

seR\{0}
v+1

+ Cpry / (105 (M) £]1,, + 105 (Als)) £],) nach (5.2.4)
Cp7r7’y76

< 2 (Il + 1) nach (5.2.7),(5.2.8)

Das zeigt (5.2.1).

Sei X der BanachraunX = L*(Q) N L**<(Q) mit Norm ||.||x = ||.ll, + ||- /12«

ds

D2

/ H¢ p(s+ h) (O, p + (is + b))t — p(8) (O, 0 + is]l)_1>f

ds

D)2

s(<i>(s +R)A(s + 1)) f — 0, (B(s)A(s)) f

en

t

(s +h))A(s+h)f + ®(s+ h)ds(A(s + h)) f
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Da die Tiager vond;A(s)f und A(s + h)f — A(s)f beschéankt sind folgt nach (5.2.4), (5.2.5)
undHolder

[ee]
s/\
— 00

+ sup )@(s +h) — CTD(

seR

) - 0.8(s)| s sup([[A(s + W) f]], + [|AGs + )], )

L(X,W22())

/Ha A)]| ds

z:(X W2.p(Q))

[(AGs+ 1) = A(s)) f

p

0, H d
o O P

+ sup )ci(s 4 ) qu,wz,pm)) 7“ (9.A(s + ) — D,A(s))

seR

ds
p

C T €
< 2R (|1l + 1 )

[V 4

nach (5.2.4), (5.2.5), (5.2.7) und (5.2.8).

Theorem 3 (Lokale Energieabklingrate) Seil < p < oo, € > 0 hinreichend kleingg > 0,
Vs # 0 die Anstbmgeschwindigkeit beb, r, > 0 so gro3 , dafR® \ Q c B,(0). SeiQ,__, =
P(—A + vy - V + B) der (volle) Oseenoperator urild(t) = e~ %+t die zugelirige stark stetige
Halgruppe. Dann giltiir jedesr > r, und jede ganze Zakhh > 0

Cm 7,00, ,—3 €
(5.2.9) 7T, g < “ZE2E 3 (|If]l, + fllied) V> 1Y f € H(Q) N LF(Q)

Voo 3

wobei2, = QN B,.(0) und|v| < 0o.

Beweis Bis auf die Referenzen worfiwtlich wie [ShiKo, S. 32ff].

Durchn-maliges Anwenden von Theorem 3 (5.2.9) sieht man, daR\f > Ay > 0, Re(\) > 0
gilt (O » + A" fll, < Gyl fllp/IA". Nach [Pazy, Chapter 1, Theorem 5.3] ist so@if_ ,,
Erzeuger einer stark stetigen Halbbrugpg) := e¢=%»<+* in H,(2), die nach [Pazy, Chapter 1,
Corollary 7.5] der Darstellung

w100
(5.2.10) T(t)f = L MOy p + A7 dA Vw>0, f € H, Q)

211
w—100

geriigt, daD(Q;_ ) C H,(Q) dicht liegt.
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Mit partieller Integration und,e’' = te* erhalten wir

w+is

1
T(t)f = 5 lim Oy + AD) 7 f dA
1 w1is
= lim —— [ teM(Q,_, + )7L f dA
sggOZm/ (O + AN f
1 w—+is
= lim — / N (D + D) LF dA
s—o0 27Tt A ’
1 1 w—+is
— o T (O 4D~ lim o [ 00,0+ ) A
2Tt s—oo ~  s—oo 2mit '
—0in L? () nach Theorem 2 w—is

w—+1is

1
= tim o [ O )

wobei der Limes im Riemann’schen Sinnff),(€2) C LP(2) zu verstehen ist. Wir halten fest

w4100
1
(5.2.11) TH)f = 5 MO (Op o + AD) T f dX Vw>0, fe H, Q)

w—100

Seiy € C°(R?) eine Abschneidefunktion mit(z) = 1 fur |z| < r. Nach (5.2.11) giltir jedes
[ € Hy(Q) und einem Multiindexx € N3, |a| < 2

w—+100

(5.212) 2 (WT(1)f) = —— [ eMor (60A(Oues + XDV F) dX Yo >0, F € Hy()

2mit
Nach (5.2.3) aus dem Beweis von Satz 5.2.2 haben wir die Darstell(g,_, + \[)~'f =
VP, A(U, o+ D)7 ffUr f e Hy(Q) N L(Q). Also

[0A (O + XD F]|
= [[¥0r (Puas r (T s + D),
< |e0r (P n) (W r + D7y + [P0 3 (T s + D7),

Nach Satz 3.0.13, Satz 4.4.1 (4.4.1) (4.4.2), Folgerung 5.1.2 folgt& Re(\) < 1

(N oir =D, + [[(Torea + D7)

\/_

+CZM<H8>\< wa + )7 )H +H0A( wat )7 )H1+e)

|UOO| 1+5
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Nach Hilfssatz 5.1.6 sé&tzen wir die ersten beiden Summand ab, die anderen beiden formen wir
gemafl (5.2.6) um zu

Cpr _ _
Fr (LAl + 1 le) + Coar ([ (Par + D) 70N (Toro ) (Tuea + D71,
1+e Re(A)

a7 () T+ D7)
Wieder mit Hilfssatz 5.1.6 und der Tatsache, daf3 , beschankten Tager inB,,(0) hat folgt

Cy, _
< s (Ul + 1) + |05 () (s + 171,

U, hat die Darstellung (5.1.8). Nach Satz 3.0.13, Satz 4.4.1 (4.4.1) (4.4.2), Folgerung 5.1.2
folgt fur0 < Re(\) <1

= o

prr Cp’T —1 —1

=~ ’UOO 13741 Re(A) (”f”p + ||pr) + Re()\) (H(\I’voo,k + H) pr + ||(\IJU007)\ + H) fH]_—i—g)
Cp77‘

S o Re<A)(||f||p+ 1£115)

Seiys == {\=de? : —w/2 < 0 < 7/2}. Dannist fir o] < 2und0 < Re(\) < 1

w/2
| / 02 (V0N O + A ') | = | / 102 (603 O + 8677 f)
p
Vs —7/2
/2
< / He&”tag(wax(@vw+5ei9]1)—1 f>5 df
—7/2 :
w/2
Setft
< (17l + 11711+ //2\6 |
T2 seos(O)t
56 COs
C r € T
o (17 + £ 115) // —
w/2
< eIy + I Fllse f// T

< Cpara(IF 1l + 1 fll+e) VO

—0 furo —0

Seivs == {A=0+1is:0 <0 <w}ein Weg parallel zur reellen Achse mit# 0. Dann ist fir

|s| > 89 >0
g/yeﬂ dA
p
Vs

p,2

YOOy + AD)7Hf

H / oy (WA(@%O,U + AL~ f) X
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Theorem 2 (5.1.24)

1
<C i, Re(M\)t d\
< Gyl [ ™

Vs
w

1
< Cerpr/eet
’ 1
; +

0% + |s|?

w \/§
< Cpralflly [ o
/ V2 40+ |s|

< Cpsl Fllplog(v2 + 0 + |5])|

V2 +w+|s]
V2 +s|

— 0 flr|s|] — oo

w
0

< Cprwllfllplog

Also

lim [ o2 (wA(@Um,,, + D)~ f) dA=0 y={\=0c: 7/2<0<n/2}
Vs

lim [ Moo (wk(@%o,v + /\]I)‘lf) AA=0 ~={A=0+is:0<0<w)

s—+oo
Vs

Sei schlieBlichyss == {if : 6 < 6 < s} und~,s = {w+1i0 : —s < 6§ < s}. Betrachte den
geschlossenen Integrationsweg, — vs — Vs.s — Vs + V—s.—s + 7—s. INtegrieren wir die Funktion
eMo2 <¢8A(©%07U + )\]I)*lf> entlang dieses Weges, so ergibt dies wegen der Holomorphie Null.
Lassen wirs — oo undd — 0 gehen, sehen wir, dald der Integrationsweg bei (5.2.12) auf die
imagirare Achse verlegt werden kann. Se&iz) = 0 fur [z > r + 1 undp € C°(R) eine
Abschneidefunktion mip(s) = 1 fur |s| < yundp(s) = 0fur|s| > v+ 1,~ > 1. Dann ist

1 100
B WTWf) = 5 | 0 (V0 Ouess+ A7) dA
_ 1 ! st Qo - —1
- / 92 (604(O., +isD)™' f) ds

1
- ont

— 00

1
2mt

—0o0

= Jo()f + Jus(t) f

o0

et (@b@s (p(5)( Oy 0 + is]I)_lf)> ds

o)

- 192 (V0 ((1 = p())(Op + i)' f) ) ds
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Wir zeigen die Aussage von TheoremiB feweils Jy(¢) f und J.(t) f. Fangen wir mit letzterem
an: Wegerd," 7/t~1 = (—1)™7(m — j)lt~(m=7+D) undeist = (it) -0+t (gi+ntleist) st

ij ( ) (0t (0fe™) = Zm: (T) (=)™ (m — )l D) ()Tt

=0 Jj=0

is

S,

Z ( ) I (m — I () () U D) (pitmHLet)

=0

H—h

—(m+n+2) 1 m ) L ,
S Z ( , ) (=)™ (m — j)ls’ (8§+n+1618t)
/[/TL

=0 \J

Wie zu Beginn dieses Beweises erhalten wir mit partieller Integration £ N

" Joo () f
_ % oo(atm Btt)ag (was((l — p())(Opn s + z‘sﬂ)—lf)> ds
_ ]Z:; @) (—2;);:;%;{)! 7(a§+n+leist)sja; (0.((1 = p())(@r s + i) 1)) ds
= g (T) (_;Z;:(;? —J) ]Oeistaynﬂ (5702 (40,((1 = p(5)) (O +is1) 7' f) ) ) ds
- i s 7 O (7 ((2u()) 05 (V@ 5

J= “oo

oo

- Z Z tm-l-’n’—ij-’é / eZSt (?ﬁ+n+1*l (Sjasp(5>) a? (w(@vm,v + ZS]I)*(lJrl))
7m0 0 e ech(v,‘er) V4l
F O (1 ) 02 (O + i) 142) ) £ ds
€% (7,00) Vil

Beachte, da®’*!*" s = 0 firn — [ > 0. Indem wir mit der Produktregel die Differentiation
weiter auftrennen und die Summanden nach Potenzéndn sortieren, sehen wir, dafRres+ 1
Funktioneny,,, € C*(R), 1 =0, ..., m gibt, so daf}

=y G / € (5 (9p(5)) 02 (/O o + i5T) (1)) ds

y<[s|<y+1

+ Z Cmn / emsl(l p(5))08 (V(Oy o + isI)~(+3) )f ds

tm+n+2
s[>y
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wobei wir die letzte Summe als auffassen, wenn + 1 > m ist. Aus Theorem 2 folgt durch
mehrfache Anwendung von (5.1.28)0,,__ ., + isl)~ U f|l,0 < C,- (1 + |s]) 7Y f]l,, VI € N.
Somit ist

mCmn oo 1
Joraato)fl, < - eta [ ol s

1+]s
=0 v<|s|<y+1 D)
= Cmnlvpao / l
Pt E) ) d
+ 7§ tm (1 +| |)l+2”f||l7 o
=t s[>~
< Cmaapen g Vim0, n>0
= pmind2 p = —

Um || Jo(t) f||, abzuschtzen, wollen wir Satz 5.2.1 im Banachra@n= L*(Q2) N L**T¢(Q) mit
Norm ||.||z = ||.|l1+e + ||.||, anwenden.

o Jo(t) f
1 i ist
“o | et )0 (Ws (P(8)( Oy + i) f)) ds
Z( ) ZZt;(TH L /eiSt(is)jaﬁlbas(P(S)(@)vw,v+z‘s]I)—1f) s

=0

.

— 00

= %Z ( ) 27rt(m J—j)!ij / "t 57920, (p(s)(@vw,v + is]I)_lf) ds

>
g

> =:£;(s)

Beschankt furt>1

Beachte, daff;(s) beschankten Tager inB,,,(0) hat.

Seil < ¢ < p. Zwei Ungleichungen riissen wir zeigen: Die erste folgt aus Satz 5.2.2 (5.2.1)

00 y+1
/ 1£5(s)llq ds < Cypr / (v+ 1)j}}¢as (p(5)<@vm,v + i5H>71f) ||p,2 ds

C T er
< =P (1Al + 1 f llie)

Die zweite aus Satz 5.2.2 (5.2.1) und (5.2.2):

sup [B] "} / 155 + ) — £(5)]], ds
h£0 J

< Cyrsup (14 [ 150+ 1) = £i(6)lp ds + Cprsup 14 [ (s ) = 59, ds
\h\#gl —o0 \h\él —o0
y+2

_1 C T,7Y,00,€
< Cprsup b7H [ 150 ) = )l ds + 25222, 4 [ e

|p|<1 =2
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v+2
< Cypsup [0 [ 1P [[60 (pls + )(Ou il + WD
W<t -2
— p(8)(Oy » +isl)” )fH 5 ds
v+2
+C,, sup | / (5 + h)] _Sj|||¢as(p(s) Oy o +isI)" >f|| , ds
h=£0
|h|<1 —y—2

+2Cp 00 (1f Iy + 1 f11¢)

C sTyY,00,€ C T57,00,€
< S+ 27 (Il + 1) + 22252 (17 + )
7+2 j-1 .
Coramestp [ (7)1 100 (61 Ons 87 ) 1
|h|¢§1 —y—2 =0
C T
< SR (1l + s + sup (s + 27 /Hw (O i) £, ds
Voo |n|<1

C JTyY500,€
< == (11l + 1 1)

Voo

Damit sind die Voraussetzungen an Satz 5.2.@lkxdnd es folgt fir 1 < ¢ < p:

1 Iy
lorao() £, < EZCm,jH/ezstfj dSHP
7=0

1 C' P
< ZC(+1)" %(Hfl\p + 1 fllise)
C T, Y,00,€6 ,—3

< T—Wyot Sy + N Fllise)

fur f € H,(Q) N L*™(Q), ¢t > 1undm > 0.

Satz 5.2.3Seil < p < 00, 09 > 0 und|v| < 0p. Seim € Nmitm > 1undQ,,_ , = P(—A +
Vs -V +B) der volle Oseenoperator. Angenommea D(O,_ ,) undQ,_ ,u € W™P(Q2). Dann
istu € W™2P(Q)) und es ist

(5.2.13) ||qu,m+2 < Cp,m,ao(H@vm,qup,m + ||qu)
Gilt u € D(0}_,), dannistu € W?*™?(Q) und

(5214) Hqu 2m S Cpmo'o(“@voo qup _'_ HUHP)
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Beweis Fast wortvdrtlich wie [ShiKo, Lemma Ap.2], ddB(u)|p.m < Cl|ul|pm+1-

Hilfssatz 5.2.4 Seit, € R* beliebig,i,m € N miti,m > 0und7(¢t) die von—-0,_, =
—P(—A + v, - V + B) erzeugte Halbgruppe. Dann gilif 0 < ¢ < 1 unda € H,(12)

(5.2.15) 10T () allpm < Crampootot” ™22 all, Vi,m >0, 1<t<t
und insbesondere

_3(1_1
IT(t)ally < Coponto t 253 |[a]],

(5.2.16) im(iony
HVT(t)quSCq,p,ao,tot o2 HaHp

Beweis Sei zurachstm gerade, etwan = 2N und ohne Einsclémkung/NV > 1. Nach Satz 5.2.3
ist

||3£T(t)a||p,m < Cpm(H@Hm T(t)aHp + HT(t)aHp) = vam(H@thT(t)aHp + HT(t>a||p)

Voo,V

Es geiiigt daherm = 0 zu betrachten. Sei weiterhin 0.B.c D(Q?_ ). Ohne Besctimkung
deshalb, weilD(Q%_ ,) c D(T'(t)) fur allek € N dicht liegt nach [Pazy, Theorem 2.7., S.: 6] .
Mit der Darstellung vor¥'(t) nach [Pazy, Corollary 7.5.] ist

w+ioco
1
lT — l / At I -1
0T (t)a 8t_27rz' e (Oy o +AI)a dX

w—100

w100

/ K (€M) ( Oy o + ML) ta dA

w—100

= 1

tomitt

Wegen Theorem 2danen wir, wie im Beweis zu Theorem 3 auddgat, partiell integrieren

w—+1i00
l(_l)ll! At —1-1
= 05— | e ( Oy p + A" "la dA
I w—+100
(‘Dll! AW J (12—l Aty j —1-1
(5.2.17) =5 j 0] (t ) N (O + A7 fa dA
j=0 w—100
Wie in [Pazy, Theorem 7.4.] zeigt man, daf3
1 w—+100 d>\
3 NeM(O,, ., + )l < Vo<j<lI
™

w—1i00
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gleichmalig in der Operatorentopologie und gleicifdrg in besctankten Intervallen im konver-
giert. WegerQ,_ ,2/\ =z — (O, , + A)x /X ist

w100
/ NeM(Q,, , + )0, wa %
w100 w100 d)\
= / NeM(Qy o + M) a d\ — / NeM (0, ., + M) a %
und somit
w100
/ NeM(Q, o+ M) lady =
w100 d)\ w—+100 d)\
/ )\je’\t(@ywv + )\H)_l_l@vwva Y + / )\je”\t(@vwv + /\I[)_ja 5N

wobei die beiden rechten Integrale mit jewetls= « bzw.z = O, ,a beschankte Operatoren
sind. Somit ist auch das linke Integral ein begetkter Operator und zusammen mit (5.2.17) folgt,
daRt!dlT(t) furt < t, ein beschankter Operator ist.

Fur ungeradesn, etwam = 2N — 1 benutzen wir ein Intepolationstheorem [Adams, Theorem
4.14].

18T (t)allpan—1 < Copnt2 |OIT (E)allpon + Cpnt N2 ET()all,

Bei dem Beweis der Aussage (5.2.16) folgen wir der Argumentation von [lwa, Sec. 5, S.285]:
Seim die gioRte natrliche Zahl kleiner al2c := 3(1/p — 1/q) Sei zurdchstm gerade. Nach
(5.2.15) gilt

IT®allpm < Comt™ % llall,

und || T(t)a||pm+2 < (Jp,mt—mT“HaHp. Nach Soboleveinbettungstheorem und Interpolationsme-
thoden fir Sobolevaume mit gebrochenen Potenzen (siehe [Adams, Theorem 7.57, S.: 217])
folgt

_m  m+2—-20

(t7z) = ||a||p:Oq,pt_a||a||p

m+2—2c
1- 2

1T (t)ally < CopllT(t)allp2s < qup(t_%_l)
Ist m ungerade, dann ersetzte oben ledigheldurchm — 1.
Schliellich ist mit (5.2.15)
IVT(t)all, = VT (t/2)T(t/2)all, < Cylt/2) 2| T(t/2)ally < Cop(t/2)3(t/2) |lall,

1
< Cypt 27| |all,

Nun kbnnen wir eine Folgerung aus Theorem 3 ziehen:
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Folgerung 5.2.5Seil < p < oo, € > 0 hinreichend kleinN € Nmit N > 1,v,, # 0,7 > 1y
undrq so grof3, da®R? \ Q C B,,(0). Seia € H,(Q) N L**(Q), 0, = P(—A 4+ vs - V + B)
der Oseenoperator unfl(t) = e~%=-» die zugebrige stark stetige Halbgruppe ist. Dann gilt

CoNire 3
[7@®all, s, < 25550+ 87 (lallpay + lalliee) Vi1
(5.2.18) 0o ¥ - =
T,€ 3
[T Oal -1y, < T2 (4O el +lalled)  7E=

Beweis Bis auf die Referenzen fast woriwtlich wie [ShiKo, Lemma 6.2].
Mit Induktion ber NV € N.

Nach Theorem 3 (5.2.9) gilt

(5.2.19)

[or T () f| < Mt”(\!ﬂ\p +fllee)  VE21, V€ H,(QNLT(Q)

0,2, 41 | oo|

Seij

1 for|z| <r+ =
on € C°(R*) Abschneidefunktion mit gpN(x){ ol <r N“

0 fur|z|>r++
Nach Definition voril'(t) = e=%v erfilllt u(t, z) := T(t)a die Gleichung

Ou+ (A4 v - V+Bu+Vp=0, divu=0 in (0,00) x

(5.2.20) _
ulaQ =0 n (O, OO) x 0f)

mit geeignetem Druck(¢, ). Nach Abzug einer Konstanten= c(¢) kdonnen wir 0.B. annehe-
men, daf}

/p(t,x) der =0
Qp
Sei
(5.2.21) wy (t,x) == 0" <90Nu —B((Ven) - u))

Offensichtlich istwy nach Folgerung 5.1.2 divergenzfrei. Es istf, € N

—Awy + V(pnd;"p)
= —A(0pnu) + A(@"B((Vw) : U)> +V(pn9/"p)
— — 0 (Apw)u — O px(Au) + 207 (Tow) - (V) + A (97 B((Vow) ) )

+0"(Veon)p + 07" on(Vp)
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ErsetzeAu mit (5.2.20)
=07 (Apn)u — 0" owu — 0o ((vee
+ 207 (Vo) - (V) + A ("B((Vipw) - v)

=0 (Apn)u — 0" onu — 0 on (v

V)u) — 0" on(Bu) — 9"¢n(Vp)
+ 07" (Ven)p + 07" on(Vp)
V)u athDN(BU)

+ 207 (Vo) - (V) + A("B((Vipw) - u) ) + 0 (Vow)p
= hy(t,2)
Also
(5222)  —Auy+V(pnd'p) = hy(ta),  dvey =0,  wlg,, =0

Fur diem-te Ableitung des Drucktermes nach der Zeit gilt nach (5.2.19) und (5.2.20)

107"V pllpa.
= ||8Z”(8t — A+ -V+ B)qu,QTH
<llortull, g, + 0 ull, 00, , + sl ull, o, + CosllOrull, g,

< Cprmo‘oe tii(

E lallp + lallise) — VE>1
Da 0.B. p auf Q2, mittelwertfrei angenommen werden konnte, folgt fAdincare Ungleichung
(2.0.16)

Vo |

C ,r\m,00,€ ;, — <
18" Pllns e < O (1Yl + !/p o)) < Tt ! : (llally + llalle) ¥t =1
Q

T 70
Also
m Op,r,m,oo,e _3
6228 [0 plpsnn < L (ol 4 alle) V2 1m0

Und nach Folgerung 5.1.2, (5.2.23) und (5.2.19) ist

C rMm,00,€ ;—=
(5.2.24) I (t @) lpa < =222 175 (flall, + [lall 1) VtE>1,m=>0

Voo #

Wegenwy (t, x) = 0" u(t, x) aquTJrN#+1 folgt aus Satz 2.0.7 (2.0.15)

o7t M50, +100Pl,00 < Ihv(t2)lb

N+F1 N+1

C r,m,op,e ,—=2
(5.2.25) < Z2rm00C =5 (lall, + flalliye)  VE>1, m >0

mCSE
Angenommen es gilt

C T,M,00,€ _3
(5.2.24")  ||hn(t,2)|[pN < p”—’%”Nt 3(||a||p + lalliee)  VE>1,m>0, N>1

Voo |
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(6:225) |07 ult, M|, s00, +1197P]

N+1,0 1
NFI P TN

N+F1

Crma € —-=
2B E 43 (ally + lalhed)  VEZ 1 m >0, N> 1

IN

|U00|%

Dann ist wegen (5.2.25’) anaolg zu (5.2.24)
C r,m,00,€ —=

< 2SR 3 (Jlally + llallse) VE= 1, m >0

PNT2R L T s

1w (t, @) |lpnr1 < C||07 ul|

+1
woraus analog zu (5.2.25) wegen . (t, z) = 0;"u(t,z) aufQ2,, . _folgt

N+2

CpmmJo,G,N

H@Z”u(t, ‘)Hp,N-I-S,QTJrL t HatmpHp,N-FZQTJFL = t_%(||a||p + ||a||1+5)

3
N+2 N+2 |Uoo|4

Vi>1, m>0

Insgesamt zeigt (5.2.24), (5.2.25) die Gleichungen (5.2.24) und (5.2.25’) imiVFalll und mit
Induktion folgt (5.2.25") fir alle N' € N und insbesondere wegér|, v, < |-[[pve _, |
TN

C N 3
T t < p,r,m,00,€, t_§ .
e || ( )a||p72N7Qr = —"Uoo‘% (Ha”p + ||CL||1+ ) V¢t > 17 m >0
(5.2.26) Cprim,oo,e,N 3 VE>1, m>0
10T (t)alpon—20, < —|v |% 12 (Ha||p + HCL||1+€) - =
Das zeigt (5.2.18) O

Hilfssatz 5.2.6 Seil < p < co, N € Nmit N > 0 unda € D(Q]_,). Dann gilt

(5.2.27) T (t)allpon + 10T (t)allpon—2 < Cpnoyllallpan Vit>0

Beweis Wir benutzen die Tatsache, dal} die Halbgruppe mit dem erzeugenden Operator ver-
tauscht.

Nach Hilfssatz 5.2.4 (5.2.15) ist
IT(t)allp2n < Con (1105, LT ()all, + 1T (t)all,)
= G (IT®)O;, vall, + llall,)
= G (05, vall + llall,)
< CpNaollallpan
Nach Definition vonil'(¢) als Losung der Oseengleichung gilt
10T (t)allpon—2 = [| Qv T ()allp2n—2
< AT ®)allpan-2 + [[(veo - V)T (t)allpon—1 + BT (t)allpon—2
< [[T(t)allpan + (vl 1T (E)allp2n—1 4+ Cpul T(E)allp2n—1

S Cp,N,O'o HCLHPQN
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5.3 LP — L% Abschatzung der vollen, nicht-statioraren Oseen
Gleichung

Ziel dieses letzten Kapitels zur Oseengleichung isiés; L Abschatzungeniir die Halbgrup-

pe des Oseenoperatdis_ , = P(—A + v - V + B) im AuRenraunt? zu erhalten. Dabei ist
B=V(v®.+.®wv)der schiefsymmetrische Teil wobedie in Definition 2.0.4 genannten Re-
gularitatseigenschaften besitzt. Der lineare Oseenoperator®wade aushhrlich in [ShiKo]
behandelt. Die eigentliche Arbeit, die Aussagen von dem einfachen auf den vollen Operator aus-
zudehnen, wurde in Kapitel 4.1, 4.2, 4.3 und teilweise in Kapitel 3 und 5.1 getan.

Wir werden hier entscheidend die Tatsache benutzen, daf} unsdsned.der einfachen Oseen-
gleichung im Ganzraui®?® explizit vorliegt. Sei mlich

1\ )
(5.3.1) W(t,x) := S, (t)a := (—) /e_””_t”""_y| /W a(y) dy
4mt
R3

fira € H,(R*). Dann bsty die lineare, nicht-statidgire Oseen Gleichung

00 — AU + (Vs - V)9 =0, div) =0 in (0,00) x R3
532 t (Ve - V) in (0,0)

9(0,2) = a(x) in R

Far ag’agﬁ gelten die in [ShiKo, Lemma 6.1] angegebenén— L? Abschatzungen. Diese sind
dann auch das Nad#ir der.? — L¢ Abschatzungen der Oseenhalbgruppe:

(5.3.3) [|0/02S(t)al|, < Crapant 3717 Va € H,(R?),t > 1

(5.3.4) [|8/75(t)al|, < Cjapenllallpajsia Va € H,(R*) nW2Hld?(R3) + >0

(5.35) [orS(t)al|, < 10|, Va € Hy(R?) n WP (R3),t >0

Zunachst ein paar allgemeine Aussagen

Hilfssatz 5.3.1 Seia, 8 > 0. Dann gilt
(5.3.6)

t
/(1—|—t—5)_a(1—|—$)_5d5 <Cop(l+t)™ v<pundv<a+p—-1
t/2

(5.3.7)

t
/(1 Ht—s) (14 s) P ds < Cog(l48)
0

(V < min{o, S} undv < a+ 5 — 1)

oder(v < a+p3—1,fallsa, f < 1)
t

(5.3.8) /(t —5) % P ds < Cppt™ v<a+f-—1falsa, <1

0
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Beweis Behandeln wir zuerst (5.3.6). DannisK v < o+ 3 —1lundy :=a+ (3 —v > 1. Es
ist nach Definitionp — § = a — v undy — a =  — v. Somit

t

/(1 bt —s) (1 4 5)? ds

t/2
—V t
t
< (1+§) /(1—|—t—s)_°‘(1+s)_ﬁ+” ds
t
2
—U t
t
— —B+v —
< (1+§) —l—t/glga;};t{(l—i-t—s) (14 s) 0" }/(1+t—s) Y ds

~~ 7t
=1,dav<pgund—a+ep=—(—F+v) 2

Substitution vors =t — 5

§2<1+%) /(1+5)‘Pds
0

§2<1+%) /(1+s)—ws
0

(1)

<Cop(l+t)™"

[SIES

furaller < gundv < a + (8 — 1. Substitution vors =t — s zeigt

t/2 ¢
/(1 bt s) (1 4 s) P ds = /(1 b — )P4 8) O ds < Coy (14+8)
0 t/2

furaller < aundrv < a+  — 1. Zusammen mit (5.3.6) zeigt den oberen Teil von (5.3.7).

Zu (5.3.8): Seien nun < 1 undf < 1. Substitutions = to

t 1 1

/(t —5) s Pds =t /(t —ot) (ot) P do =t'"" /(t —0) %0 P ds

0 0 0

1
< tlmeh / (t—o0) 0" ds
0

Das Integral ist die wohlbekannte Betafunktion, dieWertea, 5 < 1 definiert ist.

= Capt' ™77
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Bleibt den unteren Teil von (5.3.7) zu zeigen: Substituioa s — 1, ¢t = ¢ — 2 und Anwendung
von (5.3.8)

t t+1 t—1

/(1 +t—5)(1+s)Pds= /(2 +t—s) P ds = /(f— 5) s P ds

0 1 1
t
< /(f— 3)"“3’5 ds < C’a,gtj’o"ﬂ
0
< Cpp(l+t)7F

O

Hilfssatz 5.3.2Sei0) < ¢ < 27% k € Z unda > 0. Es gelte {ir eine stetig, positive, durcty
beschankte reelle Funktiorf(¢), t € Rt

f(t) <e sup f(t)+t“ V> 2kt
tet/2,t]
Dann ist
C+1 :
ft) <2 1—+5(1 +¢)mineS) ok < <" n >k,

. —k 1
wobeij = n " log, (—) , 0 = e2¢
€

Unter den Voraussetzungen kann insbeson@etea gesetzt werden, falls die Funktionalunglei-
chung @ir t > 0 gilt oder ¢ hinreichend klein ist.

Beweis Sei 0.B.n > k. Vt < 27 gilt "% < ¢=#, denn

n—k log (;)

- enszzfnﬁ — (n—k)logez—nﬁlogZ — ﬁ:

n log 2

Sei2"! <t < 2" und schreibe = 527 mit einem geeignetet < § < 1. Durchn — k-fache
Iteration folgt

n—k—1 —a
ft)y <e™ sup  f(E)+ §:<¥(%)

teft/2n—Fk 1] i—0
n—k—1
<P sup f(E) + 5t
tet/2n—F ] i—0
< RO+ LI
- 1-9

1
< P04+ ——@
< + 15
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woraus die Behauptung folgt.
O

Sowohl Theorem 3 als auch die Folgerung 5.2.5 geben Auskibeft das Verhalten der Oseen-
halbgruppe in einem besémkten Gebiet. Der Verdacht liegt nahe, dal? die derugrundelie-
gende Funktion weit drauf3en, alsaif |x| >> 1 nur noch geringen Einflu auf das Verhalten
im beschankten Gebiet hat.

Schmiert man die Funktion mit einer Abschneidefunktiop € C§°, p(x) = 1 fur |x| < R und
o(z) =0fur|z| > R+ 1, R >> 1 ab, alsoB’u := V(pv @ u + u ® ¢v) und betrachtet eine
Losungu der Oseengleichung, — Au + vy, - u + Bu + Vp = 0, sowie eine bsungu’ der
Oseengleichung? — Au® + vy, - u® + B%u® + Vp° = 0, so sind diese Funktionen auch in einem
beschankten GebieB3,.(0), » << R nicht (!) notwendig identisch.

Genauer gesagt werden wir zeigen, daf diettitgestrte einfache Oseengleichungii noch
ahnliche Eigenschaften wie die unga$t hat. AnschlieBendihrt ein Vergleich zwischen ei-
ner Losung der vollen Oseengleichung éhund einer Bsung der gesétten Gleichung zum
gewlnschten Resultat.

Dal3 aber gewisse Eigenschaften erhalten bleiben und dafiipeanaupt abschneiden darf, ist
Aussage derdchsten &tze.

Definition 5.3.3 (B = B" + B>) SeiR > 0, ¢ > 0, B der in Definition 2.0.4 definierte Operator
under € Cg° eine Abschneidefunktion ngif; () = 1 fur |z| < Rundygg(x) = 0fur |z| > R+1.
Dann gibt es eink, > 0, so da3iir die Reynoldszahlen der Operatoren

Bhu = V(ngv Qu+tu® chU)

(5.3.9)
Bru:=V(1-prv@u+u® (l—pr)v)

gilt Rep(B¥) < e undReg(B%) < 1+ € fur alle R > Ry. AuBerdem isBru = B + B¥u.

Insbesonder&eg(BY) < 1, N = 0, oo, falls Ry hinreichend groR ist.

Fixieren wir ein solches? > R,, so lassen wir den Indei auch weg.

Beweis Es ist



146 KAPITEL 5. OSEEN-GLEICHUNG IM AUSSENRAUM (2}

Seil < e. Es ist mit partielle Integratioriidlder und Soboleungleichung

|<B}>;¢°u,u>|=‘ / <V((1—¢R)v®u+u®(1—901%)v)).udI|
R3\Br(0)
3
= ‘ / ((1—¢R)U®U+u®(1—cp3)v) Z ¢ dx‘
R3\BR(0) o1

< Ol = pr)llcllvllsrs\Brollulls Vel

< Clvlls e s Vull3

< e[ Vul3
far hinreichend groRReR, etwaR > Ry, da||v||srs\ 5y — 0 fur R — oco. Inshesondere ist
RGE(B%O) <e€ fur R > Rp.

Es folgt
— < Bhu,u>=— < Bu,u >+ < Byu,u >< Reg(B)||Vul3 + €| Vul3

Also istReg(BY%) < Reg(B) +¢€, VR > R,.
U

Hilfssatz 5.3.4 Seim € N,v € LP(Q),Vp > 2undViv € LP(Q),Vp > 4/3, 1 < j < m.
Seipr € C§° eine Abschneidefunktion mitz(z) = 1 fur || < R, pr(z) =0fir |z < R+ 1
und||V™prll« < C,, miteiner vonRk unabtangigen Konstanten. Dann gibt es eine aufsteigende
Teilfolge(R;);en C N, so dald

qg>2 fallsm=0

(5.3.10) V™ (1= er)v)||, =0 (i— o0) ¢>1 fallsm>1

Beweis Zur Existenz solcher Abschneidefunktionen siehéridander]. Er m = 0 ist die Aus-
sage offensichtlich. Sei 0.Bz > 1. V™¢p, hat Tiager inB1(0) \ Br(0). Nach Voraussetzung
und wegerBs.1(0) \ Br(0)| = CR?ist |[V"¢p |, < C.R.

Fur eina € W™?(Q) undn € N seia,, := an+1\Bn la(z)|P + ...+ |V™a(x)? dz. Dann gibt es
eine Teilfolge(a,, )ieny Mit a,, < (n;)~! andernfalls

= Jlall >Z/ o V@) de = e =Y Tt =00
neN n+1\Bn neN neN

Widerspruch!
Wabhle zug > 4/3 eine Zahlp > 2, so daly; > 2p/3 und setze: = pq/(p — ¢q). Dann ist

2 2p—q) 1 2 1
q>=-p <= 2p—2q<qg &= —— < - == - —-<0
3 Pq p rop
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Sei(ag, )ien die Teilfolge zua = v € W™P, p > 2.

Es folgt fur o, 5 € N® mit |a| = m > 1,

Bl=k=0

2_1 .
H(ag@DRi)(agv)Hq < qu,pHa?SDRiHrHagUHp < CyrpRim 7 — 0 (i — o0)

Die Behauptung folgt, wegen

V"1 =er)o)ll;= > [l@er) @0,

laf+|B|=m

0

Satz 5.3.5Seil < p < o0, j,m € Nmitj > 0, m > 0unda € H,(R?). SeienR, R, Elemente
aus der Teilfolge von Hilfssatz 5.3.4 zu = 2 und R, hinreichend grol3 mitR > R,. Das
Gleichungssystem

B — AU™ + (0o - VI + BXY® + Vp =0, dive®=0 in(0,00) x R?

(5.311) o
(0, z) = a(x) in R

besitzt eine eindeutigedsungy> mit Losungsoperatof>(t,r) = S;°  p(t)a(z). und es gilt
furallet > 1

J_3(1_1

(5.3.12) [075=()al[,, ., < Cimpaoono(l + £)~33G=) |, Vi<p<g<oo

Jj+1

j _Jt1 _3(1_1
(63.13) [[Vols*(t)all,,, < Cimpaornm(1+8) 2 267D, Vi<p<g<3

Ist dariiber hinaus: € D,(03°_, z") = WN?(R3) N H,(R?), wobei mit03° , , = Pgs (—A +
(va - V) + B5?) ein voller Oseenoperator iit* gemeint ist, so giltifr ¢ > 0

(5.3.14)
1089 laom < Coamionlall s syea; 7820, 1<p<q< 00, poo, m>0

wobei mit[n] die kleinste, nalrliche, gerade Zahl, gif3er alsn gemeint ist.

Beweis Die Existenz und die Eindeutigkeit eineibtung von Gleichung (5.3.11) ist gegeben
durch (5.2.11) bzw. [Pazy, Corollary 7.5]rfQ2 = R3. Nennen wir den bsungsoperatat> (¢, )
= Sp2 L(t)a(z).

In R? ist der Projektor auf den divergenzfreien Teil explizit gegeben durch

aefu»>
GE

Offensichtlich vertausch? mit Ableitungend?, d.h.P(9S f) = 0SP(f).

Pf—f—f‘1<
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agagsoo(t) ist ein Faltungsintegral und vertauscht daher auch mit der Ableiffing

Die AussageD, (0 , ;") = WN?(R%) N H,(R?) ist offensichtlich, da inR* die Raume
WmP(R3) undWy"* (R?) identisch sind.

Zeigen wir zutdchst (5.3.14): Sell < p < ¢ < oo Furj < 1undg = p # oo folgt dies aus
(5.2.27). Sei die kleinste, natrliche Zahl, goRer gleich3 (}10 — %) Nach Soboleveinbettung
und Interpolationstheoreme

1075 (#)allgm < CpallOF S (B)allpim
= Cpgllof S™()allpem
= Cpall 032, .1’ S™ () allp.tim
< Cpgll ST @)allpir2j+m

< Cpgmj HaHp,[l+2j+ml

nach (5.2.27).

Setzen wih := S*°(1)a und Bsen das modifizierte Gleichungssystem

D — AV + (vsg - V)™ + BRO® + Vp =0, dive® =0 in(0,00) x R®

(5.3.11) _
9°°(0, ) = b(x) in R?
und zeigen die Gleichungen

(5:3.12) [ S=00]|,,, < Cimpaonre(l+ 336D |a), Vi<p<g<oo

(5.313) [|vais=@p|, . WWO@+t>—%—%<%—%>uaup Vi<p<q<3

furt > 0. Wegend>(t) = S*(t)b = S*(t + 1)a folgt dann (5.3.12) und (5.3.13f¢ > 1.
Nach (5.2.15) ist

(5.3.15) 1bllp.m < Comaollally vm >0
und analog zu (5.3.14) ist

Hagﬁoo(t)nq,m = ||5°°(t)b||q,m < quam,j”pr,[l-i-Zj-I-m] < Cp,m,ao”aHp
also

(5.3.16) 1070 () |lgym < Comoollally

Seil <p<g<oo,p#oo. Furt > 1istwegen (5.3.3) und (5.3.16)

1025 (D)9 (D)lg < Chr, oot_§<5‘5)_7!\19°°(t)\!p
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und fur 0 < ¢ < 1 existiert Sobolev und Interpolationstheorie éid 3, so dafd nach (5.3.4) und
(5.3.16) gilt

(95 Sune (1)) 0= () g < Coraooll0= (@) lg ot < Cpoarfation 197 () lIp, a4
< Cp,q,\alvoo“aup

Also insgesamt'l < p < q < oo, p # oo unda € N2 mit |a| > 0 gilt

(5.3.17) 10250 ()9 ()14 < Chajaton(1 + 1) 2G0) "5 |al],

Behauptung: Br j, k € Nunda € N? gilt die Folgerung

(5.318) [|0/0=(1)], < Cuppuon(1+)%]all,

Jtk+lal+1 3

= [|0£02 5, (t/20PB3E (09™(t/2)) |, < Comiiaa(+D7 2 3G70]lall,

V1 <p<q<o0,p# 0.

Beweisder Behauptung: Beachte, dBRu = V((l —or) (V@ V® +9*°® v)) und daR sowohl
[P als auchS,_ mit Ableitungen vertauschen, d&S, (9%u) = 0°PS,_ u.

Furt < 2istnach (5.3.4) und (5.3.16)

10705 S (t/2)PB (970t /2)) ||, < Copa |[PBE (H9%(t/2) |, a2

< Conallvllooal+1 11879 (t/2) | g ol +261
< Cq,p,j,k,aH@Hp

und furt¢ > 2 ist

|00 S... t/2 PBR (9]0°(t/2)) |,

b, (t/2)P((1 = on) (v @ 00 + 00 @ 0) )

q

\oez| 1
_htlalrl 31 1 00
< Copall +1/2) G| o o099 (t/2)],
,M,g 1_1
< Copjkoon(1+1/2) =3 la),

Jjtk+lal+1 3

< qu,j,k,a,oo(l + >_ 2 _5(5_5)”&”];

Eine Losungy> der Gleichung (5.3.11’) besitzt die Integraldarstellung

t

9°(t) = S, ()b — / S, (t — s)PBXO®(s) ds — / S, (t — s)PBXI™(s) ds

N[
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Wegend, [, S(t —s)f(s) ds = [, S(t — )0 f(s) ds + (1/2)S(t/2) f(t/2) bzw. 9, [] 25—
s)f(s)ds = [/ 0,S(t — s)f(s) ds + (1/2)S(t/2) f(1/2) gilt
O™ (t)
— DS, (1) — %i 01005, ) (t/2)PB3 (8]0 (t/2)

(5.3.19)

t

/ %8, (t — s)PBR 0 (s) ds — / oS, (t — s)PBXI®(s) ds

0

Jetzt nutzen wir die Tatsache aus (Hilfssatz 5.3.4)aR 0,7 > 13R; > 0 : ||(1—¢Rr)v|lrn <
€|v|lr2 VR > Ry.

Behauptung: Zu > 0 existiert einR, = Ry(p, ¢, €), S0 daBiir alle R > R, undt > 4 gilt

(5.3.20) /HSUOO (t — s)PBY319>°(s) || ds < sup [|0J9°(s)| V§ < g <0
’y selt/2,1] q 2
t

t
(5.3.20") /HVSUOO (t — s)PBY19>°(s) || ds < e sup HV@WOO( )H V§ <qg<3
o seft/2,4] a 2

Beweishierzu: Nach (5.2.15) giltifr¢ > 1

1079 ()l = 1107532, . (£)bll
= |0 S (S0t = Dbl

= || voo,’u( ) 1?0 ( )pr,m
< Cimpars 10152 (t = 1),
(5.3.21) = Cmpoo|0702(t — 1), Vi>1,1<p<oo

Wahler € R so, da&nax{ , +2} <r< ﬁ, etwa das arithmetische Mittel der beiden Zahlen.

Dann it > 2 und 5 + 3 (; — ¢ ) > 1 und zusammen mit (5.3.21), der Definition V5,

der Tatsache, daf, (¢ — s)P mit der Ableitung vertauscht und Satz 2.0.3 iatf > 4

[15..0- g0~ 0

t/2

/ [Sune (t = 5)PBF 0107 (5)||, ds + / [Sune (t — 5)PBF 0107 (5)||, ds

/2 —
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t—1
3

< Cpg.00 /(1+t—s)_§_2 T || 1 — @r)v ® 9>( )HT ds

t/2

+ O [0~ oo 03], s

t—1
t

1
<Cpyon /<1+t_s>—2—2<r—q>”(1 — or)v| o |[029(s)]|, ds

t
+ Cpaa [ 101 = ool ool | 0205 = D], s
Nach Wahl von- konnen wir (5.3.6) anwenden, so dai f > 4 gilt

scp,q,m||<1—so3>v|m,l(sup s, oo [l >||q)
se[t/2,t] s€[t—2

<e sup [|0J9>(s)]

s€[t/2, a

fur alle R > Ry, falls Ry hinreichend grof3 ist.

Um (5.3.20’) zu zeigen, wiederholen wir Teile der Argumentation' Seidin< ¢ < 3 und

a € N3 mit |a| = 1. Sei wiederr € R so gevahlt, daBmaX{l } <r < q‘% etwa

)
das arithmetische Mittel der beiden Zahlen. Dannist > 2 undi + 2 (% — %) > 1. Wahle
Zahlent > 1,0 < § < 1/12 zuq € (3/2,3] so, dal3l/7 — 1/q = 1/3 + 6 und setzte dann
1/x =1/ —(3—¢q)/(3¢). Dann ist

1+3 L1 1+35 — 11 1+(5 — 1+3_q ! 1+6 = 5
— — _ — = — —_— —_—_—— = - — —_— —_ = - Tr =
2 2 q r q 3 xr 3¢ q 3 2430

undz € (4/3,3/2) Damit ist

Hq,Q

/”VS S)PBYR 19> (s H ds < sup [|(1—pr)v® &I (s

s€[t—1,t]

<= prlaz sup [[0997(5)] o,

sE[t—1,t]

Ungleichung (5.3.21) angewendet

< Coaoll(1 = pr)vllsz sup [[000°(s = 1)|| s

s€lt—1,1]

Sobolevungleichung unf, hinreichend grof3 geahlt

<€ sup ||V8§19°O(S)Hq

set—2,t—1]
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1_1

< Ch oo /(1 +1—s)7 22070 || (1= pr)v @ VA< (s)||, ds
+Choon /(1 +1—s) 2200 || (V(1 = pr)v) @ 00°°(s)|). ds

1_1

< Cpaoy [ (1= 90D (1 = v

‘Vaﬁﬂoo(s)Hq ds

q—r

1_1

+Cyo /(1 fi— s 10D v - or)oll, 00 ()]| . ds

Nach Konstruktion vom, 7, =, Sobolevungleichung, (5.3.6) und hinreichend gro3gnfolgt

<€ sup ||V8§19°°(s)||q

SE[t/2,t]

Beweisen wir nun induktiv den Satz: Einésungd*> der Gleichung (5.3.11’) besitzt die Integ-
raldarstellung

t

9%°(t) = S (t/2)9°°(t/2) — / S, (t — s)PBXY=(s) ds

N+

Seiq > 3/2 und zurachstja| = j = 0. Ungleichnung (5.3.16) zeigt den FalK 4 und furt > 4
gilt nach (5.3.3), (5.3.16) und (5.3.20)

[0, < IISvm(t/2)19°°(t/2)||q+/\IS%Q(??—S)]P’B%"??M(S)IILZ ds

_3(1_1
< Chaon(1+1/2) 26D [0°(t/2) |, + € sup [[9°(s)]],
SE[t/2,t]
—3(1-1) o
< Cpaon(1+ 872G all, + ¢ sup [[9°°(s)]],
SE[t/2,t]

Ist Ry hinreichend grol3 geahlt, so ist hinreichend klein und nach Hilfssatz 5.3.2 folgt

_3(1_1 3
[9(®)llg < Craoa(1+ 82670 fall V20, 5 <g<oo
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Setzen wir dieses Ergebnis nocheinmal in disilingsgleichung ein, um uns von der Grenze f
q zubefreien: Sel < ¢ < 3/2,6 > 0 hinreichend klein una := min{q, ¢}, dann existiert > 2,
so daR (0.Bt > 2)

19>l

< S0 (/209 (t/2) g + / 10 (t — $)PBZ0(s5)||, ds

t/2
1

< Cpaao (1L + 026729 (t/2)1,

1 1

+ /(1 4+t 5)‘%‘%(?‘5)”(1 —r)v @ V°(s) |1 d8>

1

< e (1407267l

; / (1t =) 301 = ol [97(5) 21 ds)

1

< Coqnn (14 8)2670)

Anwendung von Hilfssatz 5.3.1 ergibt

1_1

< Cpaoo(1+6)72G73) al,

Also zusammen mit (5.3.16)

1_1

19°()]lg < Cpgon(1+ )23 all, V>0, 1<p<q<oo

Damit gilt die Behauptung:

t/2

(5.3.22) /||a;;agsvm (t = )PBEI=(s)||, ds < Cpgjalos(1+ t)‘%‘%<5‘5>||al|p
0
Vt>0,7>1,]a>0,1<p<g<oo, p# o0

Beweishierzu: Den Falt < 2 zeigt (5.3.16). Sei 0.B. > 2. Wahle zup, ¢ Zahlenr, k wie folgt:
Istq < 5/2,dann setze = qundk = 5q/(5 — 2q). Istq > 5/2, dann setze = 5/2 undk = 1/9
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mit einer hinreichend kleine Zalol < 6 = d6(p, ¢, r). Mit den so gesetzten Zahlen gilt:< g,
p < kund2 < £ < 3, weswegen gilt

jt+lof+1 3/1 1 3/1 1 jt+lof 3/1 1
—t |-+ (-1l >—+ | - ==
2 2\r ¢ 2\p k 2 2\p ¢

Somit

t/2

/ 050, S (t — $)PBFO<(s)||, ds
0

t/2

< Cpg,jilaloo /(1 +t—s)" 2 ~(3) H(l — PR)V® 7900(‘9)“7« ds
0
£/2

< Chailalon /(1 I I G [T or)vl| o [|[9°(s)]], ds
0
t/2

< Cp,q,j,\cxl,ao /(1 +t— 3)“#7

0

Benutzen wir jetzt wieder die obere Formel (5.3.6) von Hilfssatz 5.3.1 und erhalten

Jtlel _3/1_1

< Cpgitaoe(1+8)72 2673,

Seinun3/2 < g < oo, j > 1 und es gelte (5.3.12')if alle|a| = 0 und alle Ableitungen kleiner
alsj. Dann ist mit Formel (5.3.19Yif ¢ > 4

1079 )1y < 107 o (Bllg + D[ (87" 8o ) (£/2)BBE (8]~ 9%) (2/2)],

i=1

o~

t 2
T / 1S, (t — S)PB3FOI0°(5)], ds + / 1075, (t — S)PBEI(s)]|, ds
t 0

Wenden wir @ir die einzelnen Summanden die Induktionsvoraussetzung und jeweils die Formeln
(5.3.4), (5.3.18), (5.3.20) und (5.3.22irthinreichend groReB, = Ry(p, q) an

_J_3(1_1 oo
< Chailatoo(1+ 07357 la]l, + ¢ sup [[079>(s)]],
SE[t/2,t]

Nach Hilfssatz 5.3.2 folgt (5.3.12"if 3/2 < ¢ < o0 j > 0, |a| = 0.

Setzen wir auch hier dieses Ergebnis nocheinmal in dsubhgsgleichung (5.3.19) ein, um uns
von der Grenzellfr ¢ zubefreien: Sel < ¢ < 3/2, 6 > 0 hinreichend klein und := min{q, 6},
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dann existierk > 2, so dal3 (0.Bt > 2)

1079 (1) g < 1107 S (DBl + D (017 S0 ) (£/2)PB3 (97 9) (2/2)],

i=1

3 ¢
+/||355vm(t—8)19’5%°19°°(8)|!q d8+/|\5vm(t—S)PB}?%@“(S)Hq ds
0 t

Wenden wir bis auf den letzten Summanden die Formeln (5.3.3), (5.3.4), (5.3.11’), (5.3.18) und
(5.3.22) an

3(1_1

+ [t D oo 05 d)

t/2

Damitist (5.3.12’) fir |a| = 0 gezeigt.

Setzen wir das Ergebnis noch ein weiteres Mal in disungsgleichung (5.3.19) ein, um auch
(5.3.12) fur |a| > 0 zu erhalten.

Dazu wahle zup, ¢ Zahlenr, k wie folgt: Istq < 5/2, dann setze = q undk = 5¢/(5 — 2q). Ist
q > 5/2, dann setze = 5/2 undk = 1/§ mit einer hinreichend kleine Zabl < § = §(p, ¢, 7).
Mit den so gesetzten Zahlen gilt:< ¢, p < kund2 < g_’“r < 3, weswegen gilt

RIS ESIE AW N4 U A NN N N
2 2\r g 2\p k 2 2\p ¢
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Seio.B.t > 2
10207 9°°(t)l4

J
< (0207 S (Bllg + D[ (2205715, ) (H/2)PBE (99°) (£/2)],
=1

t
/ 10%0] S, (t — s)PBRI™¥(s)]|, ds + / 1028, (t — s)PBX 39> (s)|, ds
Wenden wir bis auf den letzten Summanden die Formeln (5.3.3), (5.3.4), (5.3.11"), (5.3.18) und
(5.3.22) an. Obwohl diese Absatzungen die Differentiation nach bericksichtigen wviarden,

kann im letzten Summand die Ableitung nicht n#if vertauscht werden, weswegen wir also
auch in den ersten Summanden zu 0 absctatzen

+ /(1 +t—s)" 2200 | (1 = pR)of| ot 1o 1029%°() |1 41al d5>

< Cpaion (L4 973C Dl + [(14 2= 5782600205 — 1) )

t/2

Bleibt (5.3.13’) zu zeigen: Wir wiederholen weite Argumente von (5.3.12").acst der Fall
j = 0undg > 3/2. Ungleichnung (5.3.16) zeigt den Fall< 4 und fur ¢ > 4 gilt wegen der
Integraldarstellung

VO©(t) = VS, (t/2)9(t/2) — / VS, (t — s)PBEY™®(s) ds
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und (5.3.3), (5.3.16) und (5.3.20")

V=)l < IV S0 (t/200%(t/2)]l, + / VS, (t — S)PBZO%(5)]], ds

_1o3(1_ 1Y, oo oo
< Chao(1 417275736 q>||z9 /2, +e sup [|[VI=(s)],

sE[t/2,t]
_l_3(1_1 oo
< Caon (1412 267D g, + ¢ sup [[VI=(s)],
sE[t/2,t]

Ist Ry hinreichend grof3 geahlt, so iste hinreichend klein und nach Hilfssatz 5.3.2 folgt

_1.3(1_1 3
V9= (0)lly < Craon(1+ 8272670 al, Elgsass

Sei weiterhi3/2 < ¢ < 3, aberj > 1 und es gelte (5.3.13'Jif alle|«| = 0 und alle Ableitungen
kleiner alsj. Dann ist mit Formel (5.3.19)if ¢ > 4

1079 (t)ll,

<OV S (0)0llg + > || (07" Vo) (1/2)PB (3 '9) (2/2)],

N+

t
T / IV, (t — s)PBFOI0°(s)]|, ds + / |0VS,_(t — $)BBZ0(s)]], ds
0

t
2

Wenden wir @ir die einzelnen Summanden die Induktionsvoraussetzung und jeweils die Formeln
(5.3.4), (5.3.18), (5.3.20’) und (5.3.22)rfhinreichend groReB, = Ry(p, ¢) an

< Cpagialn(1+ 175 267 a], + e sup [[0IV9=(s)],
s€t/2,t]

Nach Hilfssatz 5.3.2 folgt (5.3.13'if 3/2 < ¢ < 3, j > O und|«a| = 0.

Zeigen wir nun: Sejj > 0. Gilt (5.3.13’) fur |o«| = 0 und allen Zeitableitungen mit Ordnung
kleiner gleichj, dann gilt auch (5.3.13")ifr || > 0. Wegen der Darstellung (5.3.19) und den
Formeln (5.3.16), (5.3.3), (5.3.4), (5.3.18) und (5.3.22)gges

/Ha‘“VS S)PBi0I0™(s)|) ds < Crators(L+17 7 260 g,

t/2



158 KAPITEL 5. OSEEN-GLEICHUNG IM AUSSENRAUM (2}

furt > 4 und|a| > 1 zu zeigen. Es ist nach (5.3.3) und (5.3.4)

/||aavs%o s)PBEF 010> (s)||, ds

t/2
t
3 i 000
< Cpqlaf /(1 +t—s)2 H(l — YR)V ® Y (3)Hq,|a|+3 ds
t/2
t
3 900
< Cpago [ (£ =N = )i B0 s o1
t/2
t
< Cpago [(1 = )00 (s = D) . ds
3—q
t/2
t
< Gyl [ (14t = 9 |[V0I(s = 1))
t/2
t
< Cpapot [ (142 =5)}(1+9)7 546D o], ds
t/2
_L_,(,_l)
< Cpglaty L+ 2070 ]|,
nach (5.3.6).

Bleibt (5.3.13)furallej € N, |o| = 0und1 < ¢ < 3/2 zu zeigen. Wieder géiyt es wegen der
Darstellung (5.3.19) und den Formeln (5.3.16), (5.3.3), (5.3.4), (5.3.18) und (5.3.22)

JI9Sentt = R0~ < Gy 15051 D

furj > 0und1 < ¢ < 3/2 zu zeigen. Wir benutzen die Tatsache, dal3 wir dieses Ergdlmis f
q > 3/2 bereits gezeigt haben:

Fur jede Zahk € R mit k£ > 3/2 gilt:

2 2 q 2 2\p k 2 2\p ¢ k 2

Somitistweger € L™, r >2undV™v € L",r >4/3,m > 1

/Hvsvm S BB oI0(s)||, ds

t/2

1

<y [r-s 0DV~ g A=), b
t/2
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+ C, /HV((l — PRV @ V™(s)) H%1 ds

1

<Gy [+t =) 0D (19l 0707 (5)]| o5 + ol VOI0>(s)]] ) ds

t
+€y [ (190l g3 0205 + el sy o [VOI(6)] ) s
1

t

Mit Soboleveinbettund f{|1: < (J||Vf\|g undda5/3 > 3/2 > 1/q

t—1
<, [rt= D TR a5+, sup [V,
2 set—1,t
t—1
<y [t 2= 530D (a4 5586 D)al s
t/2

(5.3.14), (5.3.12"),(5.3.13"),(5.3.15),(5.3.11) (5.3.12)

Satz 5.3.6Seil < p < 00, a € H,(2) und seil’(t) die Oseenhalbgruppen zu dem Oseenopera-
tor —0,_, = “P(—A + v - V + B) in Q. Seir € R so gro3, da®R?* \ B,.(0) C 2. Dann gilt
fur eine Losung des Gleichungssystems

Ou — Au+ (Vo - V)u+Bu+Vp =0, divu=0 in (0,00) x
(5.3.23) u(t)|on =0 in (0, 00) x 09
uw(0,2) =T, ,(1)a=:b inQ

beD(OY.,) und
(5.3.24) 16]lp.on < Conjoollallp VN eN
und

O m,r,R,o -3
(5.3.25) [Ju(t, )llpzmo, + [0ult, Vpama, < 223 (14+8)" % all, ¥t>0,0>0

3
Voo |4

wobeif2, = QN B,.(0).
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Beweis Sei R € R eine hinreichend grof3e Zahl aus der Folge von Hilfssatz 5.3.4.0Dal3
D(OF_,) furalle N > 0 folgt unmittelbar aus der Definition van= T'(1)a und Hilfssatz 5.2.4.
Ebenso folgt (5.3.24) aus (5.2.15). WegBfDY_,) C H,(Q) N W, P(Q) N WN?(Q) existiert
nach Folgerung 5.1.2 ein € W2V?(R?) mitb = bin Q, divb = 0 in R? und |||, anrs <
C,.~|lall,. b erfilllt also die Voraussetzung von Satz 5.3.5. Setzte zu hinreichend grReiR

I°(t,x) == S22 p(t)b

Voo, U, R

wobei S7° | »(t) der in Satz 5.3.5 definiertedsungsoperator zu Gleichung (5.3.11) mit Druck
p ist. Da wir auf die Gren#lle ¢ = 1 und ¢ = oo verzichten niissen, fihren wir wieder zu
hinreichend kleinena > 0 die Notationos(1) ein, wobeios(1) eine Funktion ist, mibs(1) — 0,
fallso — 0 und 0. B.os(1) > 0. Nach (5.3.12) ist

(5.3.26) [|3/0™(t)||1 241 < Cpmjoor(1 + )5 m g, V>0, 7>00<d<<1

Seigp € C§° eine Abschneidefunktion mit den Eigenschaften) = 1 fur |x| < rundp(z) =0
fur |x| > r 4 1. Setzen wir

B(t,) == ult,.) — (1 — @)0=(t,.) — B((Ve) - 9°(t, )
w(t,.) = T(2)a(t,.)

soistnach Satz 5.1.1 div = 0 in Q undw|sq(t,.) = 0 fur allet > 0 und wegen Folgerung 5.1.2
und (5.3.26) gilt

(5-3-27) Hatj]B%((VSO) '7900<t7 '))||p,2m+2 < Cp,mﬂ",Rﬂo<1 + t)_%_%+06(1)”a|’p Vi> 07 ] >0

Furt < 2 folgt die Behauptung aus Satz 5.2.4. Wegen (5.3.26), (5.3.27) ofdeHist

|0 7@) (1= @0 () +B((V0)- () )|, s, < Comron(148) 5O lal,
furt > 0 und es geigt offensichtlich die Aussagéifw(t,.) zu zeigen.

Wie im Kapitel 5.1 im Satz 5.1.3 setzen wirformal in die Gleichung (5.3.23) ein und schreiben
den 'Fehler’ auf die rechte Seite. Damit erhalten wir weggen B% + B3 (Definition 5.3.3).

O — AW+ (Voo - V)W + B+ Vg=nh, divio=0 in (0,00) x
’LZJ(t)|aQ =0 in (0,00) x 082
w(0,x) =d in Q

bzw. wenn wir auf die Gleichung@(2)P, anwenden
Ow + Oy w =T(2)Poh, divw =0 in (0,00) x Q

w(t)oa =0 in (0,00) x 99
w(0,z) =T(2)d in Q
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wobei
d=¢b—B((Ve)-b) €W (Q)NWJ(Q)NH,(Q)
g=—-(1-9)p+p
h = (A@)I™ +2(Ve) - VI® + ((ve - V)p)9™ — (1 — @) BRI® + (Vo)
— (cﬁ;""g@)izlz,?) (@I +ITRv) — (0 — A+ (v - V) + B)B((v90> : 1900)

a|=1

€ W™ (Q) N LE(Q)
Fur den Druck gelte o.BfQT P dz = 0, sonst ersetztg durchp — |Q,|~* fQ p dz. NachPoincare

(2.0.16) und Satz 5.3.5 (5.3.12) gilt dann

Hatjf)Hme,Qr < CrHvag@Hme,QT
= C,||8] (0,97 — AU + (va - V)OI + BZ9>) ||

p,2m, Oy
< G| (0,9 — AD™ + (vee - V)I™ + BXY™) I+ 0,
< Crmpon(1+ 1) 752D g V>0, >0
Somit gilt nach Folgerung 5.1.2 und Satz 5.3.5 (5.3.12)
(5.3.28) 18 hlpzm < Crpmay (1 +8) 7373575 Wa], Vi>0,j>0

und mit der Darstellung
t
w(t,.) =T, .(t)T(2)d+ /Tvoo,v(t — $)T(2)Pqh(s,.) ds
0
folgt nach Satz 5.2.5 und wegen der Besgatitheit vonP (Satz 2.0.3)

t
|w(t, )lp2ma. < T+ 2)d||p2ma, + / | To0(2 +1 = 5)Pah(s, )| poma, ds
0

Nach (5.2.18) und der Besdémnktheit vonP (Satz 2.0.3) folgt mit einem hinreichend kleinen
e>0

C m,r,00,€ _3
< (@07 (Il + )
t

+ [t (b )+ (s ses) ds)

0

Dad undh in B,;1(0) bzw. in Br,1(0) beschéankten Tager haben, folgt mit blder, (5.3.28)
und (5.3.24)

t

C m,r,R,00,€ _3 _3 _3 .45
< p,|1;,R|,Zo, 76Ha”p<(1 —I—t) 2 + /(1 +t— 3) 3(1 =+ 8) 23p+ 5(1)) dS)
o 0
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Nach Satz 5.3.1

< Cp,m,r,R,;ro,e,&(l _i_t)—%Jrog(l)H&Hp
Voo 4
Analog folgt mit der Darstellung
t
oww(t,.) = 0T, »(t+2)d+ T, .(t+ 2)Ph(0,.) + /vav(Q +t — 5)Pqdsh(s,.) ds

0

C, JM,T,00,€,0 _3
10cw(t, )llp2ma, < %—,g((l + )72 (lldllp + ldllhee + 120, )l + [[2(0, )ll1+e)
t

+ [ =5y (1onts, )l + [0h(s,)l-) ds)

0

Mit Holder, (5.3.28) und (5.3.24)

L«J

SWH all, ( ( 1+t*% /1+t—5 (14 ) 2 mtos) ds>
Voo |4
0

Nach Satz 5.3.1

< Cp’m’T7R7UO7€76 (1

-3
BB (1 +t)
oo

O

Theorem 4 (L? — L9 Abschatzungen) Seil < p < ¢ < 00, 09 > 0 mit0 < |v,| < 0p Und
O = (—A+ (vx - V) + B) der volle Oseenoperator. Dann existiert eine Konstanjig,, s > 0,
so dal3 fir die stark stetige Oseenhalbgruppe gilt

Cpg,000 -3(L1-1
3

(5.3.29) le=%a]|, < 2(5-3)|all, Vt>0,Vae Hy(Q)

|U00|

Gilt zusatzlich1 < p < ¢ < 3, dannist

(5.3.30) [Ve @l < Q’Lﬂyt—%—%—%)ua”p Vi>0,Vae Hy(Q)

Voo |

Beweis Fast wortvartlich wie [ShiKo, S.: 39 ff].

Fur hinreichend kleines > 0 istim Bereichl < p < ¢ < 3 gerade} + 2 (% — %) < 3/(2p)—
Daher haben wirlir beschénkte Gebiet€, das Theorem bereits in Satz 5.3.6 gezeigt.

Fur den BereictR® \ B,(0) betrachten wir Gleichung (5.3.11) aus Satz 5.3.5.
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Seip € Ci° eine Abschneidefunktion mip(z) = 1 fur [z| < r —1undy(z) = 0 fur |z| > r.
Wir setzen

2(t,) = (1= pult,.) +B((Ve) - ult,.))
Daz = uinR3\ B,(0) geriigt es das Theoreniif z zu zeigen.

Setzen wirz formal in die Gleichung (5.3.11) ein und schreiben den 'Fehler’ auf die rechte Seite,
so erhalten wir wegeB = B% + B%

Oz —Az+ (Voo - V)2 + B2+ Vqg=h, divz=0 in (0,00) x R
2(0,x2) =d in R

d=(1-pb+B((Vy)-b) € H,(R®)NW"P(R?)

q
h=(Ap)u— (Vs - V)p)u — (1 — 0)Bu+ (c;0279)i=123((1 — ¢r) (v @ u+ u®v))

levi|=1

+ (0 = At (v - V) + BE)B((Vep) -u) = (Volp € Ly i iy (RY)

Fur den Druck gelte 0.Bf, p dx = 0, sonst ersetztg durchp —|Q,|~" [, p dz. NachPoincare
(2.0.16) und Satz 5.3.6 (5.3.25) gilt dann

HpHp,Zm,Qr < CrHvaprp,zm,m = C[|0u — Au + (Voo - V)u + Bu”p,Zm,Qr

C m,r,R,o —5-
< Zpmrdtend () 4 )75t 0 o, viz0

Voo 4
wobeil < os(1) — fur0 < ¢ — 0.

Daraus folgt zusammen mit Satz 5.3.6 (5.3.25) und Folgerung 5.1.2 und (5.3.24)

C m,r,R,o —=
(5.3.31)  ||A(t, )llpom_rgs < —2mCRO0S Ly g, VE>0,6>0, m>1

3
Voo %

(5.3.32) 1|l 2mz5 < Cpmoollally vm 20

Weiterhin folgt fur s € [t — 1,¢] mit Soboleveinbettungif ein geeigneteg: < 2, zusammen mit
(5.3.14), (5.3.31)

00 C ,r,R,00,0 _3
1555 (t = 8)Prsh(s, )llg < (s, Mg < Cogllh(s, lpam—1 < 222522 (1 4 5) 72 al,

3
Voo %

also

CprhRo _3
(5.3.33) 1S58 (t — $)Prah(s, )|, < —22E22(1 4+ 5) 7% a],

3
[k
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Mit S5° , aus Satz 5.3.5 gilt die Darstellung

t

z(t,.) = S0 (t)d + /ngow(t — 5)Pgsh(s,.) ds

0

Dag # oo wahled < 3/(2¢) hinreichend klein und < p < min{3/(2 + 26), p}. Dann gilt mit
(5.3.12), (5.3.32) und (5.3.33)

ECRIE
< Cpgonn(148) 72670 a],

t
CprRo -2 b a
2t [ @75 al ds + Cppn / (4t — ) 36D Beah(s, ), ds
Voo |4
t—1

=]

NachHolder und (5.3.31) ist

Corroos .. _s(1_1 _3
< Cpgonr(1+1) 2G73)|q||, + Z2nfiond / (1+t—9) G0 (1 4 5) 54|, ds

Voo |4

Nach Wahl vory undé folgt nach Satz 5.3.1
< C%%anmﬁ(
Voo 4
Dag ¢ {0, 3}, setzey < 3/(2¢q) — 1/2 hinreichend klein und < p < min{3/(2 + 2), p}. Sei
[ die kleinste nairliche Zahl, gb3er gleich3(1/p — 1/q) und bezeichnén| die kleinste gerade

natirliche Zahl, goRRer gleichn. NachHolder, Soboleveinbettung,(5.3.13) und (5.3.14) giit f
l<p<qg<3

IV2(t, )lg < Chgwon(l+6) 22673 al,
t

_1_3(1_1
+ Cpaao (U= ) 00 (Pash(s, ), + [Prsh(s. o) ds

NachHolder ist

+Cpq00.R /(1 +t— 3)—5—5(;—5) |Prsh(s, ) ||p,pr1] ds
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Nach Wahl vorp und/ folgt nach Satz 5.3.1

< Drankoos 1 y-3-3G-4)|lal,

> 3
Voo %

Die letzten beiden Abs@tzungen zeigen das Theoreim f > 1. Der Fall0 < ¢ < 1 ist Aussage
von Hilfssatz 5.2.4 (5.2.16).

O
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Kapitel 6

Energieabklingrate einer Srung der
stationaren Navier-Stokes-Gleichung im
Aul3enraum mit Anstr omgeschwindigkeit

Wie bereits in der Einfhrung ervéahnt, sind wir an dem Verhalten von schwachérsilingerv
des Navier-Stokes Systenig fgroRen Zeiten interessiert

ov—Av+v-Vo+Vp=0 in (0,00) x €,
divo =0 in (0,00) x £,
(1.0.1) 0]y =0 auf [0, 00) x 00
v(0,2) = vo(x) in Q,
v(t, ) = Voo # 0 fur |z] — oo, t € ]0,00),

wobeif2 ein glatter AuRBenraum iR?, divv, = 0, UO‘@Q =0, v9 — Vs beiunendlich und, ein
konstanter Vektor ifR? sind.

Wir nehmen an, esabe eine physikalisch sinnvolle (siehe [Finn2<]))§ung(5, 113) des zugebrigen
statioraren Systems

AV+ONVO4VD = 0 inQ
(6.0.1) vouo= 0 in@
sa = 0 inos?

v
v (2) — Voo fir |z| — oo in Q

BemerkungDer Begriff,,physikalisch sinnvoll* geht ziick auf R. Finn. In seiner Arbeit [Finn2]
von 1965 hat er gezeigt, dal3 es ein klassisobguhg von (6.0.1) gibt, die noch ziglich ge-
wissen Regularéts - und Abklingverhalten difit. Eine ausiihrliche Diskussiorilber Existenz,
Eindeutigkeit und Regulaét von Losungen dieses Differentialgleichungssystems findet sich u.a.
in [Galdi2]. Von einer solchen ihsungzo; erwarten wir hier die Eigenschaften von Satz 2.0.1.

167
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Die nicht-statiodre Sbrungw von o, alsov(t) =v +u(t), p(t) =p +p(t) erfiillt dann die
Storungsgleichung

U — Au~+ (Vo - VIu+ B(u) + (u-V)u+Vp = f in(0,00) x €,
divu = 0 in(0,00) x €,

(1.0.2) u(t,z) = 0 auf(0,00) x 09,
uw(0,z) = wup(z) InQ,
u(t,z) — 0 fur |z] — oo

Wir fassen das Gleichungssystem (1.0.2) im schwachen Sinn auf. Genauer gesagt nehmen wir
stets die folgenden Voraussetzungémi, undu an:

() up € Hy(Q), u € N (LOO(O,T, Hy(R)) N L2(0,T, W(}’Q(Q)3)> ist eine schwache
0<T <00
Losung von (1.0.2) im folgenden Sinm: [0, co) — H,(€2) ist schwach stetig und

(6.0.2) /(—<u, O) + (Vu, Vo) + (u-V) 0,0) + (0 -V)u, ¢) — (u®u, v¢>) dt

= (uo, #(0))
fur jedesI” > 0, ¢(t,z) = h(t)p(z), ¢ € D(A), h € C*([0,T),R), h(T) = 0.

(i) w« erfulle die verallgemeinerte Energieungleichung, diin.sf= 0, fast alles > 0 und alle
t > s gelte

t

6.03)  Ju(®)Z+2 / V()2 dr < u(s)|2 + 2 / (- V), & —vse) dr

s

Theorem 5 (Energieabklingrate) Seiv eine Fortsetzung vom —uv., auf ganzR3, fur die gelte

(6.0.4) Rep = sup w 1
U)GD(A%\{O}) H w”2

Dann gilt fur hinreichend gro3e Zeiten

(6.0.5) Jully < Ct~mindi oo} Ve 0

wobei die Energie derdsung der einfachen Oseengleichuhg, — (A — P (ve - V) )ug, uo(0) =
u(0) mit mindestengug(t)||2 < Ct— falle.

BemerkungFur Reg < 1 ist lim; . [Ju(t)|2 = 0 undu(t) ist eine glatte Funktiontir grof3e
Zeitent. Ein Beweis hierfir findet sich in [Mas, chapter 4] und [MiSo, chapter 5]. Die dort
verwendete Bedingung@, := sup,.q || | v () — vs| < 1/2 kann mit Hilfe gewichteter
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Sobolevungleichungeliz| ' wl|, < [|[Vw]|, firw € D(AY?) in Reg < 2C, < 1 umgeschrieben
werden.

A priori Abklingraten des einfachen Oseenoperators finden sich bei [ShiKo, Theorem 2]. Danach
ist z.B.a = 3/4, falls der Anfangswert,,(0) € L'(Q) liegt.

Der Beweis wird in mehreren Schritten géft. Ideen dieses Beweises gehenizirauf [Wi],
[Mar], [Bo, Miy.5], [Scl, Sc2] und [Grunaul, Grunau2, Grunau3].

Hilfssatz 6.0.7 Seiu eine Sbrung der statiodren Lbsungﬁ in 2 und es gelte

(6.0.6) lulls < Ct™® furt >>0
Dann gilt
(6.0.7) IVull, < Ct2° furt >> 0

Beweis Seiv =v —v... Wir verwenden hier Theorem 4 mit dem Operafor = div (¢ ®@ v+ v ®
u) = (u- V)v+ (v- V)u. Der ProjektorP,, auf den divergenzfreien Anteil, angewendet auf die
Gleichung (1.0.2) ergibt dann gerade

u + O, yu + PQ((U . V)u) =0

wobeiO,_ ,u = —Au+P(vs - V)u+P((u- V)v+ (v- V)u). der volle Oseenoperator ist. Nach
Duhamels Prinzip gilt

¢
u(t) = e Oroent/2qy(t/2) — /6_@)“"0’”“_8)]?9((” - V)u)(s) ds

t/2

Daraus folgt éir grofl3e Zeitert >> 0 und0 < e < 1/4

t
|Vu(t)]2 < ]|Ve_©”°°*”(t/2)u(t/2)H2 + /HVe_@”OO*“(t_S)]P)Q((u . V)u)(s)H2 ds

t/2
Wende Theorem 4 mji = ¢ = 2 auf den ersten Summand und mit= 6/(5 — 4¢), ¢ = 2 auf
den zweiten Summanden an. Wegen der Bésttiheit des Projektoi, (Satz 2.0.3) folgt

t

<C(1+ t)_%Hu(t/Q)”z + /(t — s)_(l_e)H ((u . V)u) (S)H% ds
t/2
Voraussetzung (6.0.6) uridblder

t
<cei i - o) s, IVu)a ds

t/2
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Interpolationstheorem von [Friedmann, Theorem 9.3, S.: 24]
t
1_o, 349,
<C(l+6)727+ / (t =) u(s)1F I Vals)l); T ds

t/2

Fur groRe Zeiten wird ||u(s)]2, s > ¢/2 hinreichend regar (siehe [MiSo]), so daf? das Integral
beschankt bleibt. Nehmen wir nun an, dg®/u(s)|, < s~ mit einem3 > 0, dann

t
<C(1+ t)*%*a 4 /(t _ 5)*(1*6)Sfa(%f2e)fﬁ(%+26) ds
t/2

Nach Hilfssatz 5.3.1 gilt

< O(1+1)777% 4 C(1 + )~ G282+

< 0(1 + t)—min{%—&—a,a(%—Qe)—l—B(%—i—Qe)—e}
Daf a priori| Vu||» in der Zeit fllt, genauer gesagt dai3> 0, folgt z.B. aus [Bo, Miy.5], wo wir
a > 0 unter der Voraussetzung von Reynoldzahl kleiner 1 (dort etwas anders formuliert) finden.
Nach der obigen Ungleichung muf3 daher adch 0 sein.

Setzen wir die AbklingratefiVu||, < Ct~# iterativ in die Ungleichung ein: Im ersten Schritt ist
1 > 0. In jedem weiteren Schritt verbessert si¢h; in jedesmal um mindesteng; /2 — ¢ bis
in endlich vielen Schritten die Grenze= « + 1/2 erreicht ist.

O

BemerkungMit Hilfe a priori Abklingraten von||Vu(t)||s < C(1 + ¢)~% mit 3, > 1/4 geriigt
es Theorem 4ifr p = ¢ = 2 und fur p = 3/2, ¢ = 2 anzuwendene(= 1/4).

Hilfssatz 6.0.8 Bezeichnéd; . = A. — (v - V). den adjungierten Oseenoperator @J_,, SO
istD,(0,..) := H,(Q) N Wy (Q) NW?#(Q) bzw. D,y (0 _) := Dy (0,_) und es ist

Voo

(6.0.8) (e7Ormet)* = ¢~ Oiuot in D, ((0_)2)

Beweis Die erste Aussage ist offensichtlich bzw. Definition und Wohldefiniertheit. Nach (5.2.11)
(mit O, stattO,_ ,) oder [Pazy, Corollary 7.5, Chapter 1] ist

w—+100
1 e
2t O\

w—100

e Ol f = _ (O, + AI)"'f ds

Andererseit ist

(Ou, +AD ' =A@ AT D) =AY ATROE

= ((Op + D7) =271 ixk (@F ) =x7" ix’f (0: )" = (0 + )7

k=0 k=0
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woraus sofort folgt

<e Owolf g> =< f e Olg > V f € Dy((0,.)%), g € Dy((05_)?)
mitl=1/p+1/p. O
Hilfssatz 6.0.9 Sei{ F, } > die Spektralschar zum Stokes-Operator= —PoA. Fur einu aus

der Losungsklasse der Gleichuridy.0.2) bzw. fir v =0 —v, Mit den Eigenschaften von Satz
2.0.1 gilt {r alle A € R} und fir alle hinreichend kleinen > 0

(6.0.9) | Exe @ IR ((u- V) ||, < Clulls2 | V|| 372N
(6.0.10) | Exe™Cr= P ((u- V)], < CHuHQ HquQArE
(6.0.11) | Bxe G DR (0 - V)|, < Cl[ VAT

Beweis Genal3 [Bo, Miy.4, Corollary 4.5] gilt das Einbettungsresultatir fedes hinreichend
kleinee > 0 und® € D(AT~°) folgt ||<I>|]2; < CIATD|,.

Damit folgt:
||E,\e’@”°°(t 7) P((u-V)u HQ: sup <e’@”°°(t’T)]ID((u-V)u),E>\®>
PeH2(Q)
[|®[l2=1
< ||e @l Viu)|| 5 sup [[Ere]s
26¢6H ()
[[®]l2=1
<Cl(-Vyull s sup [[ATCES
T deH(Q)
[|®[l2=1

dae~ %= (=7) nach [ShiKo, Theorem 2, S.: 6] eine besifkte Halbgruppe ist.

Wegen
3

Ad™€
HAZ_GE’)\QDHQ = H/ i~ dE E@HQ = H / pdE, @]]2 < Az—chpHQ _ i€

und wegerHolder (3 — 2¢)/3 = 1/2 + (3 — 4¢)/6 und [Friedmann, Theorem 9.3, S.:24] —
4€)/6 = 2¢(1/2 —1/3) + (1 — 2€)1/2

(u- V)l s < Cllull s _[[Vullz < Cllull,™ [ Vull"*
folgt

| Exe @ DP((w- V) ||, < O3~ Vul |3 F2NT—

I

also (6.0.9).
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Zu (6.0.10):
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||E,\e’©”°°(t 7) P((v- V) )Hz sup < e’©“°°(t’T)IP’((U-V)u),E,\<D >

Zu (6.0.11):

||E,\e_©“°°(t 7) ((u V) )

PeH, (D)
[ ®[l2=1
<Cll(v- Vul| s A analog zu (6.0.9)
<C ol s [[Vulpri Holder
—4€

< O VullsA17

H2 sup < e_©”°°(t_T)IP’((u -V)v), Ex® >

®cHy(Q)

[ ®[l2=1
< Oll(v-Vyull_s A~ analog zu (6.0.9)
< Cfulla]| Vo] 12 A5~ Holder

< C|[Vullf [uf 25

nach [Friedmann, Theorem 9.3, S.:24].

O
Hilfssatz 6.0.10 Fur eine Losungu des Systemd..0.2)qilt:
t

(6.0.12) ||u(t)||§exp(2(1 —ReE)//\(T) dT)

0

t
< O + 21~ Res) [ oxp (201~ Re) [ X )N Excyutr )
0 0

mit einer noch siter zu bestimmenden positiven Funktidn) € R — R;.

Beweis Fur u gilt nach Voraussetzung die Energieungleichung (6.0.3)

t

t
)l +2 [ [9ur)IE dr < Ju(e)B+2 [ < (- Vyuw> dr

S

wobei wieder =v —v.,. Nach Definition der Reynoldszahl folgt

a1} + 201~ Res) [ [Fu(r)I§ dr < flu(s)
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und wegen

(6.0.13)

IVu(®)]3 = |AZu(t)]|} = /u d| Bu(t)]3 > /udHEMU(ﬂH% > A[lu®)3 = [ Exu(®)]]3)
0 A
ist
(6.0.14)

t t

lu(®)]l3 +2(1 - Reg) / Ar)llu(r)ll3 d7 < [lu(s)]3 + 2(1 — Reg) / AT Evu(r)|l; dr
Setzt many(t) := [Ju(t)]|3, p(7) := A(7)2(1 — Reg) und3(7) := || Exu(7)||22(1 — Reg)A(7), SO
hat (6.0.14) die Gestallt

t

)+ [ erlr) dr < (s /6

S

und mit [Wi, pp. 307, 308] folgt

t t

y(t) exp(/ (1) dT) < y(0) +/exp(/ p(o) da)ﬁ(T) dr

0 0
und nach Einsetzen die Behauptung.

Beweis des Theorems 5

Seid, € C3° mit ||Py||2 = 1 und divd, = 0, aber sonst beliebig. Dann ist die Funktion
O(7) = Poe =" B, 5 @,

Losung der Oseen-Gleichung

9 . )
—0 -0, 0=0 < PQ((%@JFA@JF(UOO-V)@))_O

Setzt man dieses in die schwache Version der@tingsgleichung (1.0.1), so é&hman
t
/(— <u, 0.9 >4+ < Vu, V> + < (u-V) v +(v -V)u+(u-V)u,®> dr
0
=< u(0),P(0) > — < u(t), (t) >

. . . ] .
Mit partieller Integration und wegem=v —uv,, formen wir um zu

t

< u(t), d(t) > = < u(0), H(0) > +/ < 0,9(7) + AD(7) + (v - V)B(7), u(7) >

0 =0

—<(u-V)o+(v-Vu+ (u-V)u,® > dr
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Also
< u(t), B(t) > = < u(0), B(0) >—/< (- VYo+ (- V)u+ (u-V)u,®> dr

LaBRt man nur — ¢ und nimmt anschlieBendp |g,),=1 - - ., SO ergibt, da=% =, E\ undPq

. . divoy=0
beschankte Operatoren sind

(6.0.15)
[Exwyu(®)]l2 < Clluo(t)ll2 + / 1Expe =B ((u- V)o+ (v V)u+ (u- V)u) |z dr
wobeiuy(t) = e @voot((u(o)) eine Losung der einfachen Oseengleichuhg, (t) — O,_ u(t) =

0, uo(0) = u(0) is

Wir untersuchen die rechte Seite von (6.0.15) genauer: Aus Hilfssatz 6.0.9 (6.0.9), (6.0.10),
(6.0.11) folgt

HEA(t)e’@’”oo(t’T)P((u Vv+ (v Vu+ (u- V)u) I|2
< ONF (ulls 2 Vull§2 + Jull§ [ Fullf + [ Vull)

Mit Holderund (a + b)* < 2(a® + b*) undp > 3/4 folgt

(/t HE/\(t)e*@m (th)IF’((u Vv + (v-Vu+ (u- V)u) s d7—>2

t 142 , ¢ 1—2¢ ¢ 2 -
gcxé*(( / ||Vu||§d7) ( / ||u||§d7) +( / ||Vu||§d7> 1405
0 0 0
w(fiwutgar) " (1= ar) )
0 0

Zunachst ist, au3elif p = 2, was aus der Energieungleichung bei Reynoldszahl kleiner 1 folgt,
nicht klar, welche Wert@ annehmen darf.

Setzen wir (6.0.15) in die Formel (6.0.12) aus Hilfssatz 6.0.10 ein. Zusammen mit der obigen
Ungleichung erklt man

Ju(®)3exp(2(1 - Re) / A7) dr) < [lulo)

t

2(1 — Reg) /exp (1 — Reg) /)\ ) |Juo ()3 dr
0

0
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T

2(1 — Reg) /exp (1-— ReE)/)\(U) da)

0

_2€<(/||Vu||2d0)1+26</||u||2da) 4 (]||vu||p dg)i(HT)Q’”f
(/ IVul2 da) (/ ul| 7 da) ) ir

Ausmultipliziert stehen auf der rechten Seite 5 Summandes: ||u(0)]|3,

t T

Ty = 2(1 — Reg) /exp(2(1 _ ReE)/)\(U) 4o ) A() o () dr

0 0
und die restlichen 3 unter dem Integral, also

t
(6.0.16) lu(t)]|2 eXp<2(1 ~ Rep) / A(T) dT) ST+ T+ T3+ T4+ T
0

Iteration: Setze

Y
MO =105

mit einer hinreichend grof3en Zahl> 0. Dann ist

t

(6.0.17) exp (2(1 — Reg) /)\(T) d7'> = (1+ t)Q’Y(l—ReE)

0

und es folgt
Ty = C(1 = Reg)y(1 + )78 Jug (1) 3

Angenommen|u(t)|zs < C(1 4 ¢)~“ mit einema > 0. Aus der Energieungleichung folgtif
energetische ReynoldszahlBeg < 1 mindesteny nicht negativ. Ebenfalls aus der Energieun-
gleichung folgt

/Hvuug dt < C' < 00

Ist nun||u(t)|. < C(1 +t)~*, so folgt aus Hilfssatz 6.0.fVu(t)||s < C(1 +t)~z~, also

(6.0.18) / |Vullf dt <C < o0 Vp> oderp =2

20+ 1
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Da auRerdemifr o # 1 gilt [j(1 +7)~* dt < C(1 + t)m>{01-} st

T 1—2¢
(/ Hqu dU) <C(l+ T)maX{0,172a}(172€)
0

4p—3

(/me*d{)p <C(1+7)
0

wobeiC' = C(p, «). Mit (6.0.17) und (6.0.18) folgt
t
T3 < C/(1 + T)Q’Y(l—ReE)—g+26+max{0,1—20¢}(1_26) dr
0
S C(l + t)2’y(1_ReE)+maX{26_%’(1_20)(1_26)4‘26—%}

4p—3

#5004 1)

-3 _ «
2

t
T, < C/(1+T)27(1R6E) 249e+ 22 p d7'< C’(1+t)27(1 ReE)+”24+2e

0

T5 < C/(1 + 7_)27(1—ReE)_g

5bdr < (1 + )P0 Rep bmax{2e- 3,50 -5 42}

In Gleichung (6.0.16) einsetzen:

u(®)2 < ()31 + )05 1 C(1 — Reg)[uo(t)]2
+ C(]. + t)max{26—5 ,(1—2a)(1— 25)+26_§7M+267p2;p3_%+26}

Also fir hinreichend groRBes >> 0 und wegen:i® + b* < (a + b)? fur nicht-negative Zahlea, b
(6.0.19)  [u(t)ll> < Clluo(t)]l> + C(1+ ) mrlimeornGra et e Bt =)

Angenommen|u(t)]|2 fallt wie t=20. Im ersten Schritt kann mam = 2 unda; = 0 wahlen.
Daraus folgt

Jul)llz < C(1 + ) mniimemirbizeiea} < o1 4 ¢~ min{seoo}

Fur gerigend grof3es, hat man also eine Abklingrate vdn'8 — ¢ und man kann im zweiten
Schritt

1
ap=g—¢€ und wegen (6.0.18)
2426
P2 1

mit einer hinreichend kleinen Zahl> 0 in (6.0.19) einsetzen. Im+ 1 Schritt ertalt man

3 1 34 7 3_ 7 (6%
Oéi+1:min{z—6,(20@—1)(5—6)—64—1 4pzp — ¢, 4pz‘p +Z—e ao}

2420

P = i + 1



177

Also gilt fir a; 11 = a1 (o)

Oéz‘+1(06i)
. 3 1 3 4= 220:26 B 22;:26 Q;
:mm{z—e,@ai—l)(é—e)—e+1, 42+25+1 — €, 42+25+1 —I—Z—e,ao
20@-‘,—1 2()51'-‘,-1
=min<s — — €, a; + — — 2w¢, — ¢, — €
4 0%y “T+6 41+0) “1+0 8(1+9) e a0

. 3 o +1—2(5(1—0@) 5

min{ — — € — % o
= 4 71496 8(1+9) 0

minq — — € — 2¢,
= 4 7146 81+ T7°

Ist alsoa, hinreichend grof3 , d.hz 3/4 — ¢, sowiee > 0 undd > 0 hinreichend klein, so e#it
man in jedem lIterationsschritt eine Verbesserung der Abklingrate bis in endlich vielen Schritten
die Grenze vomin{3/4 — ¢, oy } erreicht ist.

0
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Symbolverzeichnis

a%’ Ableitung nach dei-ten Variable

2, Zeitableitung

= 0%u + d3u + O3u, der Laplace-Operatotif FunktionernR? — R
= (Auy, Auy, Auz)T, der Laplace-Operatoiif FunktionenR?® — R3
= 0M0870%, o € N

= (03, o] =m)

= 0y

— (9, |o| < m)

= gradu = (Q;u)i=1 23 fUr Fkt. R®* — R

= (Ojui)ij=123, 3 x 3 Matrix fur Fkt.R* — R?

D ic1.2.3 G0 4, |oi] = 1 Ableitungsoperator 1. Ordif Fkt.R* — R? x R?
=divu =37 | du;, Divergenz voru

= <Zi:1,2,3 uiai”i)j,mﬁ

beschanktes oder unbesdimktes Gebiet ifR?
beschanktes Gebiet ifR?

AuRenraumgebiet

=U,(0)={z eR®: |z| < r}
={reR:r—-1<z|<r}

={zeR?: |z|=r}

=QNB:hB,

=00US,

1
(fG P dx) P hzw. (Zj:1,2,3 fG |u; [P dx)
18- ul|,,.; die Sobolevnorm
J,u -7 duale Paarung

1/p

[eellp.m.2

bediglich des Lebesque-Malies integrierbare Funktionen

= {u € L*(G) : u|gs_p, = 0}

beliebig differentierbare Funktionen mit kompaktenager inGG
Distributionen; alle stetig, linearen Abbildunge6i°(G) — R
gen@Rigte Distributionen auk?3

={u:3Ju e S mitu=1uaufG}
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Sobolevraum dem € N mal schwach diff. Fkt.] < p < o
lokal schwach diff. Fkt.

Ce*(G) € W™P(G)
{u e S(G)NW(G) : |0ull,.c < oo}

loc

={u e Wy""(G) : [,u(z) dz = 0} mittelwertfreie Sobolevfunktionen

={u € C°(G) : divu = 0} C LP(G), divergenzfreie Fkt.

= {Vu:ue WG}

= H,(G) N LY(G)

Projektor auf den divergenzfreien Téil,(G)

€ R3, Anstromgeschwindigkeit im Unendlichen

Losung der statigiren Gleichung von Navier-Stokes

=0 U

Fortsetzungsoperator der gafdefinierten Fkt. auf ganR?

= By(u) == V(E(v) @ u+u® E(v)) Storungsoperator ifR>
(u- Vo) + (v- V)u Stdrungsoperator if2 falls V die Divergenz
undv differgenzfrei ist

—Ps(A) Stokes-Operator

Po(—A + (v - V)) einfacher Oseen-operator

Pe(—A + (v - V)) + B (voller) Oseen-operator

(A= A+ (vo - V)) Operatoréir A € C

(A=A + (v - V) + B) Operatoréir A € C

H,(G) N W,7(G) N WP (G) Wertebereich des Stokes-Operator
H,(G) N Wy*(G) Wertebereich vor'/? im Hilbertraum;
1AY2ully = [[Vull in Dy(AY?)

= D,(A¢) Wertebereich des einfachen Oseen-Operator
= D,(As) Wertebereich des vollen Oseen-Operator
positive, relle Zahl mitv,,| < o

= ¢~0 die durchO erzeugte Halbgruppe

Operator mit divB(f) = f fur f € W"?(D)

Realteil einer komplexen Zall

Imaginarteil einer komplexen Zahi

SUD, (AL/2) _ {0} < (u-V)u,v > /||Vul|3 energetische Reynoldszahl

alle holomorphen Funktionen vanc C in den BanachraunX

alle beschainkten, stetigen Funktionen vénc C in den BanachraumX’
alle beschiainkten, linearen Operatoren vom BanachraXinm den Banachraurir

Operatorennorma: supy, -1 ||-(2)y

= {X € C||ve)* Re A + (Im A)? > 0} C p(—Q,) Teilmenge
der Resolventenmenge ver(),
=R?—-{AeC:ReX<0,Im\ =0} C p(—A) Teilmenge der
Resolventenmenge vorA



2 v

A B
Low (A, f,0)
vm(A f.0)
vee (M) (f)
vw“()
II(f)

HU(f)
F(u)
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={\ e (| (‘1’1""'};0 Re A + (Im \)? > 0} Teilmenge
der Resolventenmenge ver()

A kompakt inB enthalten bzw. eingebettet

Losungsoperator vo@, + Vp = 0 in beschéankten Gebieten
Druck-Losungsoperator vo@, + Vp = 0 in beschankten Gebieten
Losungsoperator vo@, + Vp = 0 in R?

Losungsoperator vo@, + Vp = 0in R?

Druck-Losungsoperator vo@, + Vp = 0in R3

= TI(f + gx(f)) Druck-Losungsoperator vo@, + Vp = 0 in R3
Fouriertransformierte von

= F(u), Fouriertransformierte von

=FH(u)

=1furj=kund=01rj #k

Matrix (w;v;); =123
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